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中 译本 前 

柯 朗 和 希 尔 伯 特 所 著 《 数 学 物理 方法 》 一 书 , 德 文 第 二 版 发 行 于 1930 年 . 1953 

年 出 版 了 英文 本 . 在 内 容 上 , 英文 本 有 些 增加 , 因此 译文 大 体 以 英文 本 为 基础 . 可 

是 无 论 在 措辞 或 字句 的 含义 上 , 英文 本 都 出 了 不 少 错误 , 因此 在 翻译 过 程 中 , 译 者 

不 得 不 经 常 参照 德 文本 , 加 以 改正 . 第 1 章 翻 译 时 , 英文 本 尚未 出 版 , 所 以 翻译 以 德 
文本 为 根据 , 后 来 又 参照 英文 本 修改 过 . 


译 者 


英文 版 原 序 摘 译 


本 书 第 一 卷 德 文 第 一 版 于 1924 年 在 柏林 出 版 , 第 二 版 于 1930 年 出 版 , 第 二 卷 
于 1938 年 出 版 . 这 本 英文 版 是 依据 德 文本 写成 的 , 但 有 大 部 分 增加 和 修改 . 

本 书 对 于 数学 家 和 物理 学 家 有 同样 的 用 处 . 本 书目 的 还 是 如 同 第 一 次 德 文 版 
序言 中 所 写 的 :“ 从 十 七 世纪 以 来 , 物理 的 直观 , 对 于 数学 问题 和 方法 是 富有 生命 力 
的 根源 . 然而 近年 来 的 趋向 和 时 尚 , 已 将 数学 与 物理 学 间 的 联系 减弱 了 ; 数学 家 高 
开 了 数学 的 直观 根源 , 而 集中 在 推理 精致 和 着 重 于 数学 的 公设 方面 , 甚至 有 时 忽视 
数学 与 物理 学 以 及 其 他 科学 领域 的 整体 性 . 在 许多 情况 下 , 物理 学 家 也 不 再 体会 数 
学 家 的 观点 . 这 种 分 裂 , 无 疑 地 对 于 整个 科学 是 一 个 严重 的 威胁 ; 科学 发 展 的 洪流 ， 
可 以 逐渐 分 裂 成 为 细小 而 又 细小 的 溪 渠 , 以 至 干 润 . 因此 , 有 必要 引导 我 们 的 努力 
转向 于 将 许多 有 特点 的 和 各 式 各 样 的 科学 事实 的 共同 点 及 其 相互 关联 加 以 阐明 , 以 
重新 统一 这 种 分 离 的 趋向 . 只 有 这 样 , 才 可 以 使 学 者 们 掌握 这 些 材料 , 从 而 为 研究 
工作 更 进一步 的 有 机 发 展 准备 下 基础 . 

“本 书 就 是 针对 这 个 目的 为 供 学 习 数 学 物理 而 作 的 .本 书 发 展 了 起 源 于 物理 
问题 的 数学 方法 , 并 试图 使 这 些 结果 纳入 统一 的 数学 理论 . 作者 并 未 企图 做 得 完备 ， 
只 是 希望 本 书 可 以 便利 于 读者 接近 一 个 丰富 而 重要 的 领域 .” 

“本 书 的 责任 由 我 个 人 担负 . 可 是 , 本 书 加 上 我 的 老师 、 同事 和 朋友 D. 希 尔 伯 
特 的 名 字 , 这 是 正当 的 , 盖 因 从 希 尔 伯 特 的 一 些 论文 和 讲义 中 采取 了 许多 材料 , 并 
且 希 望 本 书 表现 一 些 希 尔 伯 特 的 精神 , 这 种 精神 在 数学 研究 和 教学 上 具有 决定 性 的 
影响 .” 


R. 柯 朗 
1953 年 6 月 于 纽约 
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第 1 章 ”线性 代数 和 二 次 型 


在 本 卷 内 我 们 要 处 理 许多 数学 分 析 的 问题 , 它们 是 和 线性 变换 和 二 次 型 的 理论 
紧密 地 联系 着 的 ; 因此 我 们 在 第 一 章 中 先 简短 地 复习 一 下 这 个 部 分 的 某 些 方面 , 假 
定 读者 对 于 这 些 问题 已 有 一 般 的 知识 . 


1.1 线性 方程 和 线性 变换 


1.1.1 矢量 


为 了 简短 地 叙述 线性 方程 论 的 结果 , 最 适当 的 是 引进 矢量 计算 中 的 符 
号 0. 我 们 称 一 组 n 个 实数 zu … ,zn 为 一 个 n ERER n 维 空间 的 一 个 矢量 , 而 
用 相应 的 黑体 字母 = 来 简单 地 表示 它 . zi(i = 1,… ,n) 这 些 数 叫做 矢量 z 的 分 量 . 
如 果 所 有 的 分 量 皆 为 零 , 那么 我 们 称 该 矢量 为 零 矢量 . 在 n = 2 或 n = 3 的 情形 ， 
矢量 在 几何 上 可 以 解释 为 由 坐标 原点 引 向 以 z; 为 直角 坐标 的 那 一 点 的 “位 矢 ”. 在 
n>3 的 情形 , 不 可 能 再 有 几何 直观 ; 不 过 几何 的 语言 依然 适用 . 

给 定 两 个 任意 的 实数 入 和 u, 我 们 定义 Ax + py =z 为 一 个 矢量 , 它 的 分 量 z 
由 zx Al y 的 分 量 zi yi 按照 关系 z = Ari + py 线性 组 合 而 成 . 由 此 , 作为 特例 ， 
我 们 已 给 出 了 两 个 矢量 的 和 及 差 的 定义 . 

矢量 z M y 的 “内 积 ”(z .2) 表示 一 个 数 : 


(z2-y) = zligi 十 … 十 zngn = Y1T1 +--+ + YnTn = (y - £)”. (1) 


有 时 候 我 们 也 称 内 积 (x-y) AKEy Hae 的 分 量 , 反 过 来 说 也 一 样 . 

如 果 内 积 (x-y) AS, 我 们 就 说 zx M y 互相 垂直 或 正 交 ; 在 n=2 和 n=3 
的 情形 , 这 种 说 法 具有 直接 的 直观 意义 . 一 个 矢量 和 它 自己 的 内 积 z.z = z2 有 其 
特殊 的 地 位 , 我 们 称 之 为 该 矢量 的 范 数 . z2 的 正平 方 根 叫 做 矢量 z 的 值 或 长 度 , 而 
WE |x| = Vz. 长 度 为 1 的 矢量 叫做 规 一 化 矢量 或 单位 矢量 . 

对 两 个 矢量 a = (a1,… ,an) 和 = (bi,… ,bn) WAR (a-b) 而 言 , 以 下 不 等 
式 成 立 : 


(a - b)? < a202， 


1) 这 里 我 们 只 涉及 一 种 简短 的 表示 法 , 而 不 是 真正 来 讲 矢量 分 析 或 是 它 在 n 维 空间 的 推广 , 这 方面 研 
究 的 中 心 问题 是 关于 一 些 不 变量 的 寻求 . 
2) 有 时 记 作 x- y 而 不 用 括号 . 


oe 第 1 章 ”线性 代数 和 二 次 型 


(Es) <(Ex) (Ex). 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a; 和 b; 成 比例 时 方才 成 立 , 这 时 候 关 系 Aa + wb = 0 成 立 , 其 
HP A? +p? £0. 
上 述 “ 施 瓦 艾 不 等 式 ”) 的 证 明 可 以 由 这 样 的 论点 得 出 , 就 是 二 次 方程 


Ye + by -2Y a? FY ab +08 =0 


i=1 i=1 


对 于 未 知 数 z 来 说 永远 不 会 有 两 个 不 同 的 实 根 , 而 必须 有 两 个 虚 根 , 除非 a; 和 bi 
成 比例 ; 施 瓦 茨 不 等 式 无 非 是 把 这 事实 用 二 次 方程 的 判别 式 表 出 而 已 . 施 瓦 茨 不 等 
式 的 另 一 个 证 明 可 由 下 面 的 恒等式 直接 得 出 : 


n n n 1 n n 
Saye- (Soa ) ty ican 
s=] ' i=] i=l - 


j=l k=1 


或 者 不 用 矢量 写法 ， 


矢量 z1,… ,zm 称 为 彼此 线性 独立 , 假如 不 可 能 找到 一 组 数 入 ,… , Xm( 不 全 
等 于 零 ) 使 矢量 方程 
和 11 十 … 十 Xmzm 王 0 


成 立 , 也 就 是 说 使 左边 矢量 的 各 个 分 量 都 为 零 . 如 果 情 形 不 是 如 此 , 我 们 就 称 这 些 


矢量 为 线性 相关 的 . 
在 n 维 空间 , 具有 分 量 


的 n 个 矢量 el,e2,… ,en 组 成 一 组 n 个 线性 独立 的 矢量 . 因为 假如 存在 一 个 关系 
Aiei 十 和 2e2 十 … 十 和 nen = 0, 于 是 只 要 乘 以 eh WHF e? =1, (en-ex) =0(h#k) 
就 得 出 A, = 0. 因此 一 组 ”个 线性 独立 的 矢量 (在 n 维 空间 ) 总 是 存在 的 . 可 是 在 
ntl DRE wi, wz,… ,unti(n 维 空间 的 ) 之 间 , 就 至 少 有 一 个 系数 不 全 为 零 的 线 
性 关系 存在 : 


Pity 十 :十 Hn+liUn+l = 0, 


1) 这 个 关系 在 施 瓦 茨 之 前 已 为 柯 西 所 用 过 . 


1.1 线性 方程 和 线性 变换 .3. . 


因为 n+1 SRAM jy,… hny 的 nn 个 齐 次 线性 方程 


n+l 
> tirpi =0 (k=1,---,n) 
i=l 


总 有 一 组 非 平庸 解 ( 见 1.1.3 小 节 ). 
1.1.2” 正 交 矢 量 组 、 完 备 性 


上 述 “坐标 失重 ”ei 是 一 组 特殊 的 “ 正 交 单位 矢量 ”. 单位 矢量 的 意义 在 上 面 
已 经 讲 过 . 一 般 说 来 , 所 谓 一 组 ”个 正 交 单位 矢量 el,ez,…… ,en 就 是 这 样 一 组 矢 
量 , 它们 满足 下 列 条 件 


e 一 1， er:ek=0 (h#k), 


其 中 h,k =1,2,--- ,n. 完全 和 上 面 一 样 , 我 们 知道 这 n 个 矢量 e1, e2,… ,en BR 
此 线性 独立 的 . 
设 z 为 一 任意 矢量 , WHF n+ 1 个 矢量 的 线性 相关 性 , 以 下 关系 必然 成 立 : 


co — Ciel—***— Cnen = O, 


其 中 系数 ci 不 都 等 于 零 . 又 由 于 各 e; 线性 独立 , co 不 能 为 零 , 因此 可 取 它 为 1. 由 
此 可 见 , 任 一 矢量 z 可 以 用 一 组 正 交 单 位 矢量 表 为 


2 一 clel 十 … :十 cnen， (2) 


系数 ci 的 值 , 也 就 是 “z 相对 于 矢量 组 el,…… ,en 的 分 量 ”, 可 由 (2) ARV e; 而 
得 出 


Ci = T €i. 


给 了 任意 一 组 m 个 线性 独立 的 矢量 v1,… ,vm, 我 们 可 以 通过 以 下 施 密 特 的 
正 交 化 步骤 得 出 一 组 m 个 正 交 单 位 矢量 el,… ,em. 

我 们 令 el = v1/|v1|. 然后 选择 两 个 不 同时 为 零 的 数 c 和 C9 使 ciel 十 chv2 
和 el EX, 也 就 是 使 ci + cy(uzel) = 0. AF vi 和 vo 线性 独立 , 同样 el 和 
v2 也 线性 独立 , 所 以 矢量 ciel + hu 不 等 于 零 ; 将 这 个 矢量 用 它 的 范 数 除 一 除 ， 
我 们 就 得 到 正 交 于 矢量 el 的 单位 矢量 e. 然后 我 们 再 定 出 三 个 不 全 等 于 零 的 数 
cy, cy, c3, IE cei + chez + c3vs 和 ez, ez HEX, 也 就 是 使 cf 十 c4(v3e1) = 0 以 
BR ch +ch(vz3e2) = 0. 矢量 He +de: + cvs 同样 也 不 等 于 零 , 因此 可 以 把 它 规 一 
化 . 这 样 一 来 我 们 就 得 到 es. 按 这 样 的 步骤 继续 做 下 去 , 我 们 最 后 得 到 所 要 求 的 正 
交 组 . 
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若 m < n, 我 们 就 说 所 得 到 的 是 一 个 非 完 备 的 正 交 组 , 若 m = n, 我 们 说 这 是 
一 个 完备 的 正 交 组 . 若 仍 以 c1,… ,cm 表示 一 矢量 x 相对 于 el1,… ,em 的 分 量 , 则 
显然 , 有 关系 


(Œ 一 clel 一 … 一 cmem)2 > 0. 


将 左边 矢量 的 平方 按 适 用 于 矢量 的 代数 运算 法 则 计算 出 来 , 就 得 到 


m m m m 
ww et d=7 -2 + 0 >0 
i=1 i=1 i=1 


i=1 


或 者 
e A (3) 
i=1 
其 中 m<n, ci = (x - e:i). m = n 时 则 等 号 生效 : 
gz? 一 Fa. (4) 


最 后 两 个 关系 中 包含 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 矢量 表示 式 , CE n < 3 时 有 直接 的 
直观 意义 ; 我 们 称 前 者 为 贝 塞 尔 不 等 式 , 后 者 为 完备 性 关系 . 事实 上 , 如 果 对 任意 矢 
量 而 言 (4) 皆 成 立 , 那 就 说 明 所 给 的 正 交 组 是 完备 的 ; 因为 对 一 个 正 交 于 e1,- ,em 
的 规 一 化 矢量 而 言 , (4) 不 能 成 立 , 而 当 m< n 时 这 样 的 矢量 必然 是 存在 的 . 

此 外 , 我 们 可 以 把 完备 性 关系 用 一 种 更 一 般 的 形式 来 表示 : 


m 
x-z =Y cich, (5) 
i=l 


这 很 容易 由 e 的 正 交 性 得 出 . 

所 有 这 些 代 数 关 系 都 是 纯 形 式 的 . 它们 之 所 以 具有 深刻 的 含义 是 由 于 它们 在 
分 析 的 超越 性 问题 中 以 完全 类 似 的 姿态 出 现 ， 而 且 那 时 候 这 些 关 系 就 不 再 是 显 见 
的 了 . 


1.1.3 线性 变换 、 和 矩阵 
系数 为 aik 的 一 组 ”个 线性 方程 


Q11T1 十 Q1272 十 … 十 QlnZn = Y1, 
C2171 + C2272 十 … + a2nTn = Y2, 


(6) 


QniT1 十 Qn272 十 … + AnnTn = Yn, 


1.1 线性 方程 和 线性 变换 ‘5. 


对 于 每 一 组 zi, zz, … ,zn 的 值 , 规定 一 组 确定 的 值 ,yz，…… ,yn 与 之 对 应 . 我 们 称 
这 样 的 对 应 为 由 z1,z2,… ,zn 到 yy ,yn 的 一 个 线性 变换 , 或 者 简称 为 由 矢 
E r 到 矢量 y 的 线性 变换 . 变换 之 所 以 为 线性 是 由 于 矢量 dry, + M2y2 对 应 于 矢 
量 Nizl + Xoz2. 

线性 变换 中 最 重要 的 问题 是 逆 变 换 的 问题 , 换 名 话说 , 是 解 一 个 线性 方程 组 的 
问题 . 下 述 线性 方程 论 中 的 主要 定理 给 出 了 这 问题 的 解答 , 我 们 假定 这 个 定理 的 证 
明 为 已 知 : 


设 有 方程 组 
Q117T1 + Q1272 十 … :十 QGlnTn = Y1, 
Q21271 + Q2272 十 … 十 Q2n7Zn = Y2, 
QniT1 + Qn272 +--+ QnnTn = Yn; 
或 简写 为 


n 
X ainre =y (t=1,---,n). (7) 
k=1 


在 aik 给 定时 , 只 有 下 面 两 种 可 能 : 或 者 对 任意 给 的 矢量 y 而 言 方程 篆 具 有 唯一 的 
一 组 解 z, 特别 地 当 y = 0 时 有 解 x = 0; 或 者 由 (7) 中 y = 0 所 得 的 齐 次 方程 组 
有 正 数 p 个 非 平庸 的 (不 恒 等 于 零 的 ) 彼此 线性 独立 的 解 z1,… ,zp, 这 些 解 我 们 
假定 已 经 规 一 化 . 在 后 一 种 情形 下 ,“ 转 置 ” 方 程 组 


n 
X atk = 0 (i =1,---,n), (8) 
k=1 


(其 中 al, = ari) 也 正好 有 p 个 线性 无 关 的 非 平庸 解 z1,… , 2,. 对 于 满足 p HK 
系 : (yx) = 0,---,(yx),) = 0, 而 且 也 只 对 于 满足 这 些 关 系 的 矢量 y( 也 就 是 说 和 
zi c, 正 交 的 那些 矢量 ), 非 齐 次 方程 组 (7) JAR (许多 个 ), 这 些 解 彼此 之 间 
相差 的 是 齐 次 方程 组 的 一 个 任意 解 . 

在 以 上 基本 定理 的 表述 中 我 们 避免 了 引用 行列 式 的 理论 . 至 于 行列 式 , 我 们 只 
在 以 后 要 把 方程 组 的 解 用 式 子 明显 表示 出 来 的 时 候 才 会 用 到 . 

上 述 线性 变换 的 主要 性 能 可 由 方程 组 (7) 的 系数 或 其 “矩阵 ”4 表达 出 来 : 


Acap D E E (9) 
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行列 式 为 
Ql 412 Qin 
Q21 422 a2 
A= \aix| — ii 
Qnl an2 ‘** Ann 


有 了 时候 把 线性 变换 本 身 ( 亦 称 张 量 或 算 子 ) 用 一 个 特定 的 字母 4 来 表示 是 很 方便 
的 . A 的 元 素 ai, 叫做 张 量 的 分 量 . 我们 可 以 把 线性 变换 (7) 认为 是 张 量 A 和 矢 
E xz 的 “ 相 来 ”, 且 用 符号 写 为 
Ag = y. 

许多 “线性 代数 ”中 的 结果 , ERII HA se Mt Ht SAY OB Be EY 
Ja, BEAT DAFA PERK MURR. 我 们 首先 要 有 的 是 矩阵 相 乘 的 概念 , 为 
此 我 们 假定 上 述 方程 (7) 中 被 变换 的 矢量 r 是 另 一 个 以 bir 为 分 量 的 张 量 BAR 
Bw 的 乘积 ; 因此 z 和 w 可 以 通过 线性 方程 组 


So bk jw; =z, (k=1,---,n) 
j=l 
联系 起 来 , 方程 组 的 矩阵 为 B = (bx), 于 是 y 也 可 以 由 w 和 一 张 量 C HHRMA 
th. C 的 和 矩阵 C 则 由 A 和 B 按照 “和 矩阵 乘法 ”的 规则 作出 : 
C = AB, 
出 就 是 说 , TOR ci; BAP i TA B 中 j 列 的 内 积 : 
Cij = >》 aindjx (i,j =1,--- n). (10) 
k=1 
因此 我 们 称 张 量 或 变换 C 为 张 量 或 变换 A fo B 的 内 积 , 或 简称 之 为 积 . 今后 
我 们 对 张 量 及 与 之 等 效 的 矩阵 不 加 区 分 . 我 们 应 该 注意 矩阵 乘积 服从 结合 律 
(AB)C = A(BC), 


因此 任意 多 个 矩阵 按 一 定 顺 序 的 乘积 A, 42。…… A, 具有 确定 的 意义 . 在 A = A = 
…=A4h=4 的 情形 我 们 把 这 乘积 写 为 矩阵 4 的 h KE. 另 一 方面 , 我 们 必须 注 
意 乘法 的 交换 律 一 般 说 来 并 不 成 立 , 因此 有 必要 区 别 4 和 BNR KR, 一 般 
说 来 4B 和 BA 是 不 同 的 . 最 后 我 们 定义 X4 + HB 为 这 样 一 个 矩阵 , 它 的 分 量 是 
Aaik + pbir; 顾名思义 则 须 定义 零 矩 阵 为 所 有 的 分 量 皆 等 于 零 的 矩阵 2 此 外 我 们 


1) 在 矩阵 计算 中 须 注意 由 矩阵 方程 式 AB = (0) 并 得 不 出 其 中 的 一 个 因子 4 或 B 为 零 的 结论 , 这 


p E E [foo 
aos a= ( oy P=(e SL 


11 线性 方程 和 线性 变换 7. 


很 容易 知道 分 配 律 成 立 : 
(A + B)C = AC + BC. 


为 此 , 我 们 还 须要 引入 “单位 矩阵 ” 


它 有 这 样 的 性 质 , 就 是 对 任意 矩阵 4 而 言 , 方程 
AE=EA=A 
成 立 . 单位 矩阵 相应 于 恒 等 变 换 , 即 由 方程 
Ti=y (i=1,...,n) 
所 给 的 变换 . 我 们 定义 任 一 个 矩阵 4 UREA 
40 = E. 
gee re A” 的 定义 , 我 们 同样 可 以 定义 变量 为 一 矩阵 的 多 项 式 . 


f(x) = ao 十 al 十 … 十 amZm 
为 一 以 z 为 变数 的 m 次 多 项 式 , 则 我 们 也 由 方程 
f(A) =E +a A+: + amA” 


定义 矩阵 f(A) 为 矩阵 A 的 多 项 式 . 4 的 函数 f(A) 这 个 矩阵 的 定义 有 时 候 又 可 以 
推广 到 函数 不 可 能 用 多 项 式 来 表示 的 情形 . 例如 e4 这 个 矩阵 就 是 用 方程 


A A’ AY 
a. n =》 


来 定义 的 . 这 样 的 级 数 应 该 如 此 了 解 , 就 是 我 们 先 只 求 其 前 N 项 的 和 , 然后 再 研究 
是 否 在 这 样 形成 的 矩阵 中 n? 个 元 素 中 的 任 一 个 当 N 增 大 时 都 是 收敛 的 ; 在 收敛 
的 情形 , 由 n? 个 极限 值 所 形成 的 矩阵 就 是 级 数 的 和 . 在 矩阵 e4 这 种 特殊 情形 , TE 
后 可 以 证 明 收 敛 性 总 是 成 立 的 . 
假如 我 们 取 函 数 f(A) 为 一 “几何 级 数 ”, 我 们 可 以 得 出 一 个 特别 重要 的 矩阵 
关系 . 令 
Sm =E+A+A?+.…+ A™. 


.8 . 第 1 章 ”线性 代数 和 二 次 型 


WARS, 的 定义 式 , 我 们 就 得 到 关系 式 

SmA+E= Sm + AHL, 
从 而 有 

Sm(E — A) = E — A™!, 
如 果 当 m BARE Sm 趋 于 一 个 极限 , 4m+1 就 趋 于 零 , 于 是 我 们 得 到 由 无 穷 几 
何 级 数 = 

S=E+A+A?+---=)° AY = f(A) 
v=0 


所 定义 的 矩阵 S 所 满足 的 关系 式 
S(E - A) = E. 


矩阵 的 几何 级 数 , ARRA ERER RRA, 何 时 收敛 的 问题 , 我 们 在 下 
一 章 再 细 讲 . 
我 们 完全 可 以 像 处 理 普 通 的 z 的 多 项 式 一 样 , 来 对 矩阵 的 多 项 式 作 运算 . 例如 
由 两 个 含 r 的 多 项 式 的 恒 等 就 可 以 得 出 相应 的 关于 任意 矩阵 4 的 恒等式 . 因此 相 
应 于 恒等式 
T? + 2r? + 32 + 4 = (x? + 1)(x + 2) + (22 + 2), 


有 对 任意 矩阵 4 皆 成 立 的 关系 
A? + 2A? +3A +4E = (A? + E)(A + 2E) + (2A + 2E), 
同样 由 因子 分 解 式 
f(z) = ao +ayx +--+ +amz™ = am(T — T1)(T — 12) -+ (2 — Em) 
-其 中 z1,z2,… ,zm 是 多 项 f(x) 的 根 一 一 就 有 矩阵 式 
f(A) = aE +a, At+---+amA™ =am(A— 2, E)(A — 22E)---(A-—2mE), 


它 对 任意 4 ERA. 

对 每 一 个 以 ai, 为 分 量 的 矩阵 A, 我 们 可 以 有 同 它 关 联 的 若干 别 的 矩阵 , 这 里 
我 们 允许 矩阵 的 元 素 为 复数 . Kain 为 oik MIPIM, 我 们 称 A= (Giz) 为 4 的 
HEERE; 此 外 我 们 称 矩 阵 A’ = (ai), 即 由 A 转 置 相应 行列 而 形成 的 矩阵 , 为 4 
的 转 置 矩阵 ; 最 后 称 4* = A’ = (aki) 为 4 的 共 辆 转 置 矩阵 ; 这 个 矩阵 是 通过 把 元 
RRA NHR SBT FU BUR. 


1.1 线性 方程 和 线性 变换 .9. 


由 直接 验算 知 有 关系 式 
(AB)! = B'A. 
一 个 矩阵 ， 如 果 对 它 说 来 有 4 = 4'， 则 称 它 为 对 称 的 ; 一 个 实 矩 阵 称 为 正 交 的 ， 
如 果 
AA! =E. 


一 般 说 来 , 对 复 矩 阵 若 有 
AA* =E, 


我 们 称 它 为 复 正 交 的 . 


由 行列 式 的 理论 和 线性 变换 (7) 知 , 若 对 任意 y 皆 可 求 逆 , 则 须 有 而 且 只 须 有 
行列 式 A = |oik| RAZ. E A 不 为 零 , 解答 是 唯一 确定 的 , 而 且 可 由 相应 的 方程 组 


n 
Ti =J diye (i=1,---,n) (11) 
k=1 
表示 , 其 中 
ain = (12) 


而 Ay; 是 矩阵 4 中 属于 元 素 au WRAL. 矩阵 A= (či) 叫做 4 的 逆 矩阵 , 它 的 
特征 在 于 

AA= AA=E. 
我 们 用 符号 A 来 代替 这 个 唯一 确定 的 矩阵 4; AW) 的 行列 式 的 值 为 A-!. 因此 
在 矩阵 计算 的 语言 中 , 我 们 可 以 把 行列 式 不 为 零 的 矩阵 4 所 代表 的 线性 方程 组 的 
求解 用 一 个 矩阵 B = A! 来 表述 , B 满足 关系 


AB = BA=E. 


1.1.4 双 线 型 、 二 次 型 和 埃 尔 米 特 型 


为 了 要 清楚 地 了 解 线性 方程 (7), 我 们 利用 和 该 方程 组 等 价 的 , 属于 矩阵 4 的 
双 线 型 , 在 做 这 个 双 线 型 


A(u, xz) = > QikUiTk (13) 


i,k=1 
时 , 我 们 把 在 方程 (7) 左边 z1,… ,zn 的 线性 方 乘 以 变量 u,- ,un, 然后 相 加 ; 这 
样 一 来 由 方程 (7) 我 们 就 得 到 一 个 u 的 恒等式 


A(u, x) = E(u, y), (14) 
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这 里 E(u,y) = Yu 是 单位 矩阵 的 双 线 型 , 或 单位 双 线 型 . 矩阵 为 4 和 B 的 两 


i=1 
个 双 线 型 4(uz), B(u,z) 的 形式 乘积 是 一 个 矩阵 为 C = AB 的 双 线 型 Cluw,z); 我 
们 又 常 把 h KÆ A*(w,zx) KA h 重型 . 矩阵 为 A 的 “ 逆 双 线 型 ”, 根据 行列 式 
理论 的 定理 可 表 为 


A (15) 
其 中 令 
o ui Un 
A(u, z) tm ro = > AikTiuk 
G5 We Hie WR EES RUM ik=1 
Tn Qnl … Qnn 


对 称 线性 变换 对 我 们 特别 有 意义 , 所 谓 对 称 性 即 条 件 ari = ai 所 表述 的 特性 . 
研究 对 称 变换 时 , 我 们 只 要 考虑 二 次 型 


nm 
A(z, 2) = Y` aikZiZK (ani = dik), 
i,k=1 


就 够 了 , 在 双 线 型 中 设 wi = zi 就 可 以 得 出 以 上 式 子 . 因为 由 一 个 二 次 型 4(z,z) 可 
以 得 出 一 个 对 称 双 线 型 


> 7M aA (z, PAED _ A(z +u, z +u) — A(z, x£) — A(u, u) 
,42 Qik UiTk = 7 2 ; 


我 们 称 它 为 属于 二 次 型 A(z,z) 的 极 型 
车 htu,z) = 了 -asxuszk 为 一 任意 非 对 称 的 双 线 型 (系数 为 实数 ), 则 AA (u, 2) 


i,k=1 


和 A’ A(u, 1) 恒 为 对 称 双 线 型 ; 亦 即 有 
Mud So (Seuss aa] 
以 及 
与 此 对 应 可 以 作 二 次 型 l 
44'(z,z) = s (È aani) 


k=1 \i=1 
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™ 2 

A’ A(z, 7) = pa (£ ou : 

i=1 \k=1 
这 些 二 次 型 平方 之 和 的 特性 是 其 值 不 能 为 负 . 这 样 的 二 次 型 叫做 正定 二 次 型 . 
埃 尔 米 特 型 是 二 次 型 的 推广 , 对 许多 问题 说 来 都 很 重要 的 . 它 是 这 样 一 个 双 线 
型 
4(uz) = È aiktiTk, 
i,k=1 


其 中 系数 aik 可 为 复数 , 而 满足 条 件 


Qik = ki. 


因此 当 w 和 r HARAR, 埃 尔 米 特 型 取 实 数值 . 我 们 通常 把 埃 尔 米 特 型 表 
为 
H(2z,2)= 》 diktik = 》 antize. 
i,k=1 ik=1 


和 一 任意 复 系数 双 线 型 


n 
A(u, x) = > QikUiTk 


ijk=1 
相对 应 , 有 一 个 埃 尔 米 特 型 


n 
AA*(z,Z) = 44 (1,3) =~ 
k=1 


n 2 
, 


QikTi 
i=1 


同样 有 


2 


n 
J Gite 


k=1 


A* A(z, 3) = A’ A(z, 1) = > 


i=1 


假如 我 们 在 一 双 线 型 
A(z, y) = > QikTiYk 


i,k=1 


内 用 矩阵 为 C 和 B 的 两 个 变换 


n n 
Ti 一 >》 cikk 和 y= >》 bik 
k=1 


k=1 
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更 换 变数 , 则 有 
A(z,y) = 3 aintiyr= 》 aincigbadym = >> Pim; 


i,k=1 i,j,kl=1 jl=1 


n 
Pit = 》，aikcijbkl. 
i,k=1 


因此 4 变换 成 这 样 一 个 双 线 型 , 其 矩阵 为 
(pjt) = C'AB, 
矩阵 的 行列 式 根据 行列 式 乘法 定理 等 于 ABT. 特别 地 , 若 4 为 二 次 型 


K(z,z) = > kpaTpTq, 


p,g=1 
其 对 称 矩 阵 为 K = (kp), 行列 式 为 K= |kpg|, WH C= B, 经 过 双 数 r HER, 我 
们 得 到 对 称 和 矩阵 C'KC, 其 行列 式 为 KI?. 


1.1.5” 正 交 变 换 和 复 正 交 变换 
现在 我 们 要 来 作 这 样 一 件 工 作 , 就 是 建立 一 种 线性 变换 L 


= > leave = L,(y) (p= l,- n), (16) 
q=1 
其 矩阵 为 L = (lp), TIIRA A= |ipgl, 而 且 它 是 “ 正 交 的 ”, 也 就 是 说 它 把 单位 二 
次 型 
E(z,7) = >> 2 
p=1 


仍旧 变 为 它 自 己 , 因此 关系 
E(z,z) = E(y,y) (17) 
对 yp 说 来 为 恒等式 . 
应 用 我 们 的 变换 于 二 次 型 4(z,z) = E(x, 2), (17) 所 表示 的 要 求 给 出 了 变换 L 
为 正 交 的 充 要 条 件 , 即 方程 
LEL=LL=LL=E; L=L-!; (18) 
因此 一 个 正 交 变 换 的 转 置 矩阵 和 其 道 矩 阵 一 致 , 从 而 知 方程 (16) 的 解 
Yp = S lapte = L,(2). (19) 


q=1 
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也 给 出 一 个 正 交 变换 . 由 此 可 见 , 正 交 变换 可 由 本 章 1.1.3 NAP BT RE AY EACH 
阵 给 出 . 正 交 条 件 详细 写 出 来 , 是 


n 


2》 =l, $ lp =0 (gq#7) (20) 
v=1 


v=1 


> liv =1, > lola, = 0 (gq p). (21) 
v=1 v=1 


把 (18) 式 中 的 矩阵 换 为 行列 式 , 首先 我 们 可 以 看 出 |L? = 1, 因此 正 交 变换 的 
行列 式 等 于 +1 或 -1; 其 次 可 以 看 出 , 一 任意 二 次 型 的 行列 式 在 正 交 变换 下 不 变 . 

为 了 要 将 正 交 变换 用 矢量 符号 表示 , 我 们 令 坐 标 矢量 el，ez，.… ，en 变换 为 
一 组 n 个 互相 正 交 的 单位 矢量 I, Io, .… , In. 于 是 矢量 z 可 表 为 


T 一 Tilel 十 Zoe2 十 …': 十 Znen 一 21T1I 十 yeT2z 十 … 十 ynTn. 
nm 
用 ep 乘 两 边 可 得 zp = 》, yo(epIg); 因此 我 们 有 
q=1 


lpg = ep ` Iq- 


由 (18) 可 得 对 两 个 任意 双 线 型 和 一 个 正 交 变换 的 矩阵 A, B 和 工 成 立 的 关系 
L'(AB)L = (L'AL)(L'BL), 这 告诉 我 们 : 施 正 交 变换 于 二 次 型 的 形式 乘积 时 , 可 以 
将 其 中 的 两 个 因子 分 别 作 正 交 变换 . 从 而 作为 特例 可 得 : 二 互 逆 二 次 型 经 过 正 交 变 
换 后 仍 为 互 逆 二 次 型 . 

将 以 上 讨论 推广 于 埃 尔 米 特 型 

H(z,Z) = Rog pFq- 
p,q=1 


就 引 到 所 谓 复 正 交 变 换 , HEXER 
1 
Lp = > loata 
q=1 

是 这 样 一 种 变换 (系数 lp 为 复数 ), 它 把 单位 埃 尔 米 特 型 

De |zp|? = > tpp 

p=1 p=1 
依然 变 为 单位 型 , 因此 有 
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>. |zp|? = > lypl?. 
p=1 p=1 
完全 和 上 面 一 样 , 可 以 得 到 以 工 为 矩阵 的 变换 是 复 正 交 变 换 的 充 要 条 件 , 这 就 是 下 
列 的 矩阵 式 : 
LL* = L*L = E, 


这 里 L* = U LAR. 工 必须 是 一 个 复 正 交 矩 阵 . 复 正 交 性 条 件 详细 
写 出 来 , 是 


> lpP=1 > 1pip=0 (9 #7) (22) 
v=1 v=1 

或 者 
D lwl? =1, Dil =0 (4#p). (23) 
v=1 v=1 


复 正 交 变换 的 行列 式 的 绝对 值 为 1, 这 一 点 从 方程 式 LL* = E 也 可 以 立刻 
看 出 . 


12 含 线 性 参数 的 线性 变换 
在 许多 问题 中 会 遇 到 以 下 形式 的 线性 变换 方程 组 : 
了 一 入 》 tikTk = Yi (i =1,---,n), (24) 
k=1 


其 中 入 是 一 个 参数 (可 以 取 复 数值 ). 和 它 相 关 的 双 线 型 是 Elu, £) - AT(uz) 其 中 
T(w,7) FERED (tir). 按照 前 一 节 所 讲 的 , 解 这 个 方程 组 就 相当 于 求 和 矩阵 为 R 的 
WRAY R(w,y; à), 这 个 R 满足 方程 式 (EB 一 和 T)R = E. 我们 知道 , 这 个 道 矩阵 当 
且 仅 当 行 列 式 |E -AT 不 为 零 时 才 存 在 . 

让 我 们 来 考虑 行列 式 |E 一 AT| 的 零点 , 或 者 当 k =1/AAORM, 也 可 以 考虑 行 
列 式 |T -KE 的 零点 . 显然 , |\T-KE| Ak Nn 级 多 项 式 . 所 以 存在 nn 个 “的 值 
( 即 多 项 式 的 零点 ) 使 二 次 型 R(u, yA) 不 存在 . 这 些 值 c 叫做 了 对 单位 矩阵 E 
言 的 “特征 值 ,”“ 固 有 值 ,” 或 “本 征 值 ”; 它们 形成 矩阵 T 所 谓 的 谱 1. 

由 于 方程 式 (24) 的 特殊 结构 , 很 容易 使 我 们 想到 用 逐次 逼近 法 来 求 它们 的 解 ， 
在 使 用 这 种 方法 时 , 我 们 在 方程 


Zi 二 Wi 十 入 》 tikt 
大 一 1 


1) 有 时 候 也 把 使 — AT 的 逆 不 存在 的 入 值 Xi = 1/ki 叫做 谱 . 我 们 将 称 这 些 值 为 “ 逆 谱 ”, 而 称 Xi 
为 “ 逆 本 征 值 ”. 
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A, 将 zk 再 用 


n 
yk + AD) tej; 
j=1 


RK, 这 样 一 步 一 步 做 下 去 . 这 个 步骤 车 利用 关系 R= E+dTR 写 出 来 时 , 形式 最 
为 清楚 , 我 们 依次 有 


R=E+ATR=E+AT +XT?R =E +AT 十 X2T2 十 X373 尽 一 .…. 
我 们 得 到 R 的 一 个 无 穷 级 数 表达 式 
R=E+dT +7? + BT +, 


这 个 级 数 一 一 假定 收敛 一 一 事实 上 就 是 矩阵 EE 一 XT HM. 要 看 出 这 一 点 , 只 需 
将 级 数 乘 以 E-dT, 而 且 注意 在 级 数 收敛 的 情形 可 以 将 形式 乘法 逐 项 运算 . 不 难看 
出 , 表示 式 

R=(E-AT) 1} =E+dAT 十 X2T2 十 …， 


在 形式 上 是 和 一 般 的 几何 级 数 完全 一 样 的 ( 试 和 前 面 所 讲 的 比较 , 我 们 只 要 令 那 里 
的 4 = XT, 就 可 以 得 到 形式 上 的 一 致 ). 
若 将 原先 的 方程 组 不 用 矩阵 而 用 相关 的 二 次 型 表示 为 


E(u, z£) — AT (u, £) = E(u,y), 
那么 解答 就 立刻 可 以 用 完全 对 称 的 形式 写 为 
E(u,y) + AT(u, y; A) = E(u, 2), 
这 里 我 们 令 
T(u,y3A) =T +AT? + NT +- 


我 们 称 工 为 了 的 预 解 式 . 

很 容易 证 明 以 上 RR T “eH RBM” E | 和 | 充分 小 时 的 收敛 的 . 

令 M 为 ti 的 绝对 值 的 上 界 , W T?,T3,… ,Th 各 双 线 型 的 系数 的 绝对 值 依 
次 有 上 界 nM?,n?M3,.-- ,nr-1Mr*. 因此 我 们 可 得 


_ Riu yid)— Elu,y) 
i i 


(M + AnM? + X?n? M? + ---)(lur] +-+ funi) llul + + ynl) 


为 诺 伊 曼 级 数 的 长 级 数 . 这 个 长 级 数 在 |A| < -o 时 是 收敛 的 . 因此 当 |A| 充分 小 
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时 上 述 诺 伊 曼 级 数 也 是 收敛 的 , 事实 上 它 就 表示 T(u, z) ALY. 
上 面 所 作 的 估计 同时 也 指出 了 这 样 的 事实 , 就 是 我 们 在 任意 一 个 处 处 收敛 的 zx 


RRB f(r) = Tar 中 , 可 以 用 任意 矩阵 4 RK z, 这 样 得 到 的 是 一 个 矩阵 


v=0 


f(A) = Tar. 因此 作为 特例 , ERE e^ 恒 存 在 . 
v=0 


HAAS RAT 的 表示 式 只 在 A 足够 小 时 方才 收敛 , 可 是 我 们 由 上 节 
的 公式 (15) 可 以 得 到 一 个 逆 双 线 型 或 矩阵 R= (EE 一 和 AT)-! 的 表示 式 , 它 在 级 数 的 
收敛 区 域 之 外 也 是 有 意义 的 . 把 二 次 型 一 和 T 看 作 公式 中 的 Alu, =), 立即 可 得 其 
逆 型 的 表示 式 为 


Ru, yd) = - SOE, 
而 预 解 式 T 的 表示 式 则 为 
T(u, y; à) = -AN = 5 E(u, y), 
这 里 
0 Ul Un 
Rl yı 1 一 Atll 一 Atln 
oes 


1) 上 面 作出 的 上 界 级 数 当 n 增 大 时 , SOBRE SRR. 现在 让 我 们 来 证 明 : 在 把 以 上 估计 稍 
加 修改 后 , 我 们 很 容易 得 到 一 个 与 n 无 关 的 收敛 上 界 的 估计 , 这 样 一 来 , 这 个 估计 就 可 以 适用 于 无 限 多 个 变 


数 的 推广 情形 . 我 们 用 t(X) 表示 矩阵 TY 的 元 素 , 而 令 S t| = zp, 设 M 为 n 个 数 zp 的 上 界 , 则 可 


a=l 


用 归纳 法 证 明 : > HEIS MY; 于 是 对 任意 v 以 及 p,q = 1,2,.… ,n 而 言 ,有 
tE <m”. 


由 此 很 容易 看 出 诺 伊 曼 级 数 在 | 和 | < 5 时 是 收敛 的 , 这 样 我 们 就 找到 了 一 个 不 显 含 n 的 上 界 . 
现在 我 们 要 对 任意 v 来 证 明 上 面 写 出 的 不 等 式 . 先 假定 已 证 明 它 在 v 一 1 时 是 成 立 的 , 就 有 


ye = > Se he- "DP > epee | 


q=1 q=1 la=1 q=la=1 


n 
= 5 BA (= roa) <M" tR <M. 
a=1 q=1 


a=1 


当 v = 1 时 , 不 等 式 成 立 , 因此 已 证 明 它 对 任意 v ERI. 
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以 及 


1 一 和 tll —Ati2 tee —Atin 
二 入 Sy oe 
A(A) t21 At22 Aton 
—Atni —Atne 1— Atan 


是 和 的 (n-1) 次 和 mn 次 有 理 整 函数 . 因此 多 项 式 AQ) 的 根 就 组 成 上 面 所 定义 的 
T 的 逆 谱 , 也 就 是 , 所 有 使 E -AT 没有 道 的 入 之 值 . 
通过 公式 
A(u,y;A) 1 
x AA(A) _ zE y), 


T +AT? + XT? 十 … 一 


左边 那 不 能 直接 看 出 其 性 质 而 且 不 是 对 所 有 和 的 值 都 收敛 的 级 数 , 可 以 解析 开拓 
到 整个 入 平面 上 去 . 逆 型 R 和 预 解 式 T 都 是 和 的 有 理 函 数 , 它们 的 极点 可 由 双 线 
H T REH. 

把 行列 式 Alu, y; A) 和 A(A) 依照 行列 式 理论 的 法 则 按 和 的 方 次 展开 , 我 们 得 
到 表示 式 


A(u, y; A) = Ai (u, y) — AAe(u, y) + A?A3(u, y) 一 …. 
+ (-1)"A\"-1A,,(u, y), 
A(A) 一 工 一 AA 十 XA —. + (—1)"A"A,, 


其 中 
0 up Up, 
Arlu, y) = > Yp top, ` 加 pn 
Yph tpnpa tpnph 
如 :pk tpp ` 加 :pn 
Ar = > tpap: 加 pz ` tpapn 
tphpl tpnpas `°  tpnpn 


求 和 时 pi,pz,… ,ph 为 各 种 可 能 的 由 1 到 nn 的 正 整 数 , H pi < po <…: <ph. 
若 不 用 参数 入 而 引进 其 倒数 < = x 往往 有 许多 方便 之 处 . 这 时 候 我 们 所 要 考 
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虑 的 是 双 线 型 KE- T, 其 行列 式 


是 «的 n 次 有 理 函 数 , CHAR el, … ,rn 就 是 AA) 诸 根 之 倒数 , 也 就 是 T 的 本 征 
E. 对 所 有 不 同 于 ki1,… ,nn 的 上 值 , WARY (KE - T) 存在 , 而 当 |c| 的 值 充分 大 
时 有 诺 伊 曼 展开 式 如 下 : 
(KE —T)7} Ey te es 

从 这 展开 式 可 得 一 值得 注意 的 结论 . 由 上 面 的 讨论 显然 上 式 左 端 是 « 的 有 理 函 数 ， 
其 分 母 为 plr); 所 以 p(n)(kE 一 T)-! 须 为 < 的 整 有 理 型 , 若 按 « MRR 
RAS RAFTER. 因此 , 我 们 车 以 p(k) = in + eK! 十 … 十 cn REDA, 在 右 
边 所 得 的 结果 中 所 有 « 的 负 寡 次 的 系数 须 为 零 . 可 是 立刻 可 以 看 出 , x-! 的 系数 为 
T +AT! +---+cnE, 因此 我 们 得 到 以 下 为 盖 利 所 发 现 的 定理 : 若 以 p(k) 表示 
KE 一 了 的 行列 式 , EET 满足 关系 


2(T) = 0. 
有 关 本 征 值 ct, «2,… ,An 的 谱 的 另 一 重要 事实 可 表 为 以 下 定理 : 
BEE T 的 本 征 值 为 k1, Kk2，,… Kn, g(z) 为 的 任意 多 项 式 , 则 矩阵 g(T) 的 本 
REG A g(K1), 9(K2), vere ,9(Kn). 
证 明 时 我 们 从 下 列 关系 开始 : 
IKE -T| = (K) = [I(«-«,), 
væl 
这 是 一 个 关于 T 的 恒等式 . 我 们 所 要 得 的 是 关系 
IKE — 9(T)| = [] (« -9(eo)) 
yæl 
设 h(z) 为 一 7 级 的 任意 多 项 式 , 可 用 其 零点 zi, 7x2,… ,zr BH 


h(z) =a TIc g Tp), 
p=1 
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则 恒等式 


h(T) =a] [(T -zpE) 
p=1 
对 任意 矩阵 T ERAL. 考虑 在 这 方程 中 诸 矩 阵 的 行列 式 , 我 们 得 到 


|A(T)| = a" [J |T — 2,B| = (-1)"a" |] |x E -T| 


p=1 p=1 
= nwar T te) = aye" TT ( 3) 
p=1 p=1 \w=1 


n 


= (—1)""(—1)""a" Il (ie = z») = II h(rkv). 


v=! \p | 


如 果 现 在 设 h(T) 为 函数 kE 一 g(T), 就 立刻 得 到 所 要 求 的 方程 


IKE — 9(T)| = [] (« - g(x). 


1.3 二 次 型 和 埃 尔 米 特 型 的 主轴 变换 
把 二 次 型 


n 
K(z,2) = » kpgTpTq 
p,q=1 


化 为 平方 和 


K(z,z) = 9 KpYp 
的 线性 变换 z = Z(y) 在 代数 中 是 极其 重要 的 . 我 们 特别 感 兴趣 的 是 利用 正 交 变 换 
Tp = D lapa =L,(y) (p=1,---,n) 


把 K(x, z) 化 为 平方 和 的 形式 . 这 一 类 的 变换 叫做 主轴 变换 . 
1.3.1 ”根据 极 大 值 原理 作 主 轴 变 换 


让 我 们 先 来 断定 , 对 任意 给 的 二 次 型 K(z,z) 总 可 能 有 一 个 主轴 变换 . 为 此 我 
们 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 限定 在 有 限 闭 域内 的 多 个 变数 的 连续 函数 在 该 区 域内 
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FEAR KE). 
根据 这 条 定理 , 存在 一 个 单位 矢量 Lh, 其 分 量 为 hilz- slin, 使 得 当 zl = 
li, Tn = lin AY, K (az, z) 在 条 件 


Dz2=1 (25) 


下 取 极 大 值 wi. 从 几何 上 来 看 , 矢量 4 在 “单位 球 ”(25) 上 代表 这 样 一 个 点 P, 使 
得 包含 P 点 的 二 次 曲面 K(z,z) = const. 在 P 点 和 单位 球 相 切 . 

此 外 还 存在 一 个 和 41 正 交 的 矢量 lo, 其 分 量 为 121,.… lon, 使 得 当 zl = la, ， 
zn = lon 时 , K(z,zx) 在 条 件 (25) 以 及 条 件 


J lipzp = 0 (26) 
p=1 
下 取 极 大 值 cz, 由 Ly 所 解决 的 对 整个 球 的 问题 现在 变 为 对 单位 球 和 垂直 于 的 
“平面 ”(26) 的 交 “ 线 ”的 问题 , 而 由 ls 来 解决 . 
此 外 , 还 存在 一 个 和 Li 及 ly 正 交 的 矢量 lg, 分 量 为 131,132,… ,lan, 使 得 当 
zi 二 lz; (i 二 1,… ,n) BY, K(z,z) 在 条 件 (25),(26) 以 及 条 件 


5 loptp = 0 (27) 
p=1 


下 取 极 大 值 na. 这 样 继续 作 下 去 , 我 们 得 到 一 组 n 个 互相 正 交 的 矢量 4,12,… Ln, 
称 为 “主轴 和 失重 ”或 “本 征 失 量 ”. 按 (21) 这 些 矢量 的 分 量 lu 决定 一 正 交 变换 


zp = X lapyg (p =1,--- ,n); (28) 


q=1 


这 个 变换 就 是 我 们 的 问题 的 解 . 
因为 方程 (28) 的 解 为 


Yp = 》 lpaza (p =1,---,n), (29) 
q=1 


1) EMAER LAT UH ERROR EKER. RATER IVE —-MERIERE L, L'KL=D 为 一 对 
角 和 矩阵 ,其 对 角 线 元 素 为 x1, 2,…- ,kn. 由 关系 KL = LD 可 得 矩阵 元 素 lg 的 方程 


>; kpalgi = lpiri, 
q=1 
由 这 组 方程 可 得 kt 为 后 面 方程 (30) 的 根 ( 见 22 W). 然后 根据 简单 的 代数 论据 我 们 可 以 作出 一 正 交 组 , 其 
中 包含 n? AB loi. 在 本 书 中 所 采用 的 方法 较 代数 法 为 佳 , 因为 我 们 可 以 把 它 推广 而 用 于 后 面 的 一 类 超越 
问题 . 


1.3 ”二 次 型 和 埃 尔 米 特 型 的 主轴 变换 -21 . 


方程 zx = lp 就 相当 于 说 wp = 1, y = 0 (q Z p). 因此, 特别 地 当 yw = 1, y = 
0,… ,yn = 0 时 就 达到 极 大 值 ci; 所 以 在 变换 后 的 二 次 型 


n 


Cly,y) = 》 Cpp = K(z,2) 


p,q=1 


中 , 第 一 个 系数 co 等 于 ki. 此 外 , 二 次 型 


H(y,y) = Y. hpaypya = C(u, y) — erly? +- +y?) 
p,9=1 


不 能 取 正 值 , 因为 由 于 «i EKHE, Hoy) 当 S222 = Shak = 1 时 为 非 正 的 , 于 


p=1 p=1 


是 对 所 有 使 >》 40M yi 而 言 它 是 非 正 的 . 现在 假设 y 在 表示 式 H(y,y) 中 出 


p=1 


现 , 例如 , 若 his = hzi RAF, PAS 
Yi=1, y2=é, Ya3=***=Yyn=0 
我 们 就 可 以 使 H(y,y) 有 值 
2hizé + hage? = e(2hı2 + have). 


适当 地 选择 e 就 可 以 使 上 式 为 正 . 
因此 我 们 证 明了 在 变换 后 K(z,z) 化 为 


Cly, y) = kiy? + Cily, y), 


其 中 Ci(y,y) 为 n 一 1 个 变数 yo,ysa,… ,yn 的 二 次 型 . ERME y = 0, 则 变换 
后 的 二 次 型 等 于 Ci(y,y). 同 前 我 们 可 以 断定 Cly y) 的 形式 为 rzy? + Clu, y), 其 
中 Cly y) 只 依赖 于 m 一 2 个 变数 ys,y4a,… ,yn 而 依次 类 推 . 

因此 我 们 证 明了 可 能 有 主轴 变换 使 


了 kpgTpTq = > “py, is = > ae 
p,q=1 p=1 p=1 p=1 
可 以 看 出 , 对 应 的 极 小 问题 同样 可 以 作为 我 们 证 明 的 出 发 点 ; 也 就 是 说 , 我 们 可 以 
在 附加 条 件 E(z,z) =1 2 FR K(x, x) 的 极 小 值 . 在 这 种 情形 下 ， 我 们 将 在 相反 的 
次 序 下 得 到 kai, rz,:… ,kn 这 些 量 . 我 们 也 可 以 保持 K (2,2) 为 常数 而 求 L(x, x) 极 
大 或 极 小 ; 于 是 所 得 极 小 值 A 将 为 ki 的 倒数 . 
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1.3.2 AEE 


现在 我 们 来 证 明 在 上 小 节 中 作为 逐次 极 大 所 定 出 的 Ai 值 和 1.2 节 中 所 引进 的 
本 征 值 是 等 同 的 . 
ki 这 些 数 所 满足 的 方程 


p(k) = (K — k1)(K = K2): (K — Kn) = 0 


可 写 为 这 样 的 形式 : 
K— Ki 0 0 0 
0 K— K2 0 0 Zo: 
0 0 0 K — Kn 
可 是 这 个 行列 式 恰好 是 二 次 型 
DD 
p=1 p=1 
的 行列 式 , 而 这 个 二 次 型 可 从 用 正 交 变换 于 二 次 型 
a — K(z,7) 
p=1 
得 到 . 所 以 关系 式 
K— Ky 0 tee 0 K — ki 一 ki2 +: —kin 
0 K—KQ °°: 0 pe —k21 k— ka +: — kon 
0 0 K—Kn —knl — kn K — knn 
是 k 的 恒等式 . 因此 s 这 些 数 是 以 e 为 未 知 数 的 代数 方程 
jail 一 K kz e kin 
ka = kaa — kon o (30) 
kn1 kn2 knn —K 


的 根 ; 也 就 是 说 , 它们 是 1.2 节 中 引进 的 本 征 值 . 
导出 以 上 结果 的 方法 贝尔 身 就 证 明了 当 kp AWER kpg = kap 的 任意 实数 
时 , 方程 (30) 的 根 必 然 是 实 的 2. 顺便 我 们 还 可 以 指出 , 本 征 值 倒数 的 绝对 值 在 几 


1) 方程 (30) 常 称 为 久 期 方程 ,因为 它 出 现在 行星 轨道 的 摄 动 问题 中 ， 关 于 本 征 值 为 实数 的 直接 证 明 
可 参看 第 3 MN 3.4.2 节 . 


1.3 二 次 型 和 埃 尔 米 特 型 的 主轴 变换 - 23. 


何 上 的 意义 为 n 维 空间 的 曲面 和 (rz,z) = 1 的 主轴 之 长 的 平方 . 假如 至 少 有 一 个 本 
征 值 等 于 零 , 我 们 就 说 二 次 型 为 “退化 的 ” ; 可 以 把 它 表 为 一 少 于 n 个 变数 的 二 次 
型 . 由 方程 (30) 可 以 看 出 退化 的 充 要 条 件 为 |kpg| STS. BRK K(z,2) 为 正定 的 ， 
则 充 要 条 件 为 Kp > 0, p=1,2,---,n 

假设 已 给 二 次 型 K(z,z) 对 主轴 的 表示 式 


K(2,2) = > Kpy- 
p=1 
于 是 利用 以 前 讨论 过 的 乘积 的 正 交 变换 的 性 质 , 很 容易 得 到 屡次 型 的 表达 式 为 
K?(z,2) = Lih K 3(a,2) = Dih E 


因此 h 重 屡 次 型 Kr*(z,z) 的 本 征 值 是 K(x,z) 的 本 征 值 的 h 次 方 ; 而 且 我 们 还 可 
以 看 到 对 h 为 偶数 而 言 , 二 次 型 K*(z,zx) 是 正定 的 . 


1.3.3 ”推广 于 埃 尔 米 特 型 


对 埃 尔 米 特 型 可 以 用 完全 同样 的 方法 作 主 轴 变 换 . 以 = A 为 矩阵 的 埃 尔 米 
特 型 


H(z,2)= ) hperpzo 


p,q=1 

恒 可 用 一 复 正 交 变 换 ; 
vp = >B lapYq 

q=1 


化 为 以 下 形式 : 
H(z,Z) = Yoni = = 3 replypl?, 


一 1 


其 中 所 有 系数 kp 都 是 实 的 . eee Kn MAE = 
Liat -1 及 Siab (i=1,---,m—1) 
p=1 
之 下 , 埃 尔 米 特 型 A(x, 2) 的 极 大 值 . 
1.3.4 ”二 次 型 的 情 性 定理 


假如 我 们 放弃 线性 变换 为 正 交 的 要 求 , 就 可 以 用 许多 不 同 的 变换 把 一 个 二 次 型 
变 为 平方 和 . 特别 地 , 在 作 了 上 述 正 交 变 换 后 , 任何 把 各 个 变数 简单 地 乘 一 个 比例 
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因子 的 变换 都 将 保持 二 次 型 为 平方 和 的 特性 不 变 . 因此 , 有 可 能 这 样 来 变换 二 次 型 ， 


使 得 所 有 的 系数 ( 实 的 ) 取 值 为 +1 或 -1. 于 此 , 下 述 二 次 型 的 情 性 定理 成 立 : 


用 非 奇异 实 线性 变换 把 二 次 型 化 为 形式 》 cpz? 之 后 , 正 负 系 数 的 个 数 不 因 变 
换 的 不 同 而 异 . 


证 明 : 可 以 依次 使 正 负 系数 等 于 +1 和 -1. 现在 假设 二 次 型 K(x,z) 由 两 种 
FAREBLA y+- saa UR be eB By ad, 
其 中 > < s. 于 是 我 们 有 


Mite + UR tay be be = Ya ttn tat tza. 
试看 yi = 二 … = yr = Zs =: = zn = 0 的 情形 , 这 意味 着 其 余 的 yi 也 为 零 . R 
想像 z; 由 y; RH, 而 把 这 些 条 件 看 做 w 的 一 组 少 于 n 个 的 方程 , 我 们 就 得 到 矛盾 
一 一 即 存在 一 个 非 零 的 矢量 解 . 


1.3.5 “二 次 型 的 预 解 式 的 表示 


二 次 型 K (x, x) 的 预 解 式 可 以 用 一 种 有 启发 意义 的 方式 表示 出 来 . 按照 1.2 节 ， 
预 解 式 可 由 以 下 形式 方程 定义 : 


Kanes [E(x, £) 一 ot — E(z, z) 


假设 K(z,z) 已 化 为 


n y? 
K(z,z) a Sie, 


p=1 


Soy 的 预 解 式 一 定 和 K(z,z) 的 预 解 式 等 同 ， 因 为 施行 变换 后 [El ,可 
aK (a, r)! 须 为 


于 是 有 下 列 关 系 : 


1.3 二 次 型 和 埃 尔 米 特 型 的 主轴 变换 . 25 . 


-1 


1 9 入 Z y 
入 Xy- E 
p=1 p=1 P 
一 1 
1 | /A J 
=> y — E(y,y) 
i (EA) -ee 
LIA Mp 2 
=> Yp — Ely, y) 
E 
1 | 二 Ap 
esc Sal- Js y 


p=1 


— E(y, J 


假如 现在 我 们 变换 回 变数 xp, 在 (19) 的 记 法 就 得 到 表示 式 
K(x, x; 和) = > T Si (31) 
因此 , 对 双 线 型 而 言 , 我 们 有 


Lolu) Lps) 


keres wen 


p=1 
从 这 个 表示 式 顺 带 地 可 以 看 出 有 理 函数 K (urA) 在 X 点 的 留 数 等 于 -L lu) 
Li (x), 此 处 设 p 关 g 时 Ap A Aq. 


1.3.6 与 二 次 型 相 联 属 的 线性 方程 组 的 解 
最 后 我 们 将 利用 本 征 矢量 来 给 出 线性 方程 组 


(32) 


zp— A kpaa = 一色 (p=1,..,n) (33) 

q=1 
的 解 , 此 方程 组 与 二 次 型 

K(z,2) = pa kpgTpTa 

p,q=1 
相关 . 对 变数 2; 和 y 运用 主轴 变换 
Tp = >》 ety: Yp = > lgpva, 
q=1 q=1 


K(x, x) 就 变 为 
》， Kuz, 
q=1 


. 26 . 第 1 章 线性 代数 和 二 次 型 


而 双 线 型 K(z,z) 也 经 过 一 类 似 的 变换 . 因此 , 我 们 的 方程 组 (33) 变 为 


Up —AkpUp =p (p=1,---,n). (34) 
这 组 方程 的 解 为 
v. U, 
soia A a (95) 
Àp 
用 原先 的 变数 来 写 , 我 们 得 到 与 上 式 相等 当 的 解 的 公式 
= 入 卫生 (36) 
p=1 1 — z. 


P 


这 里 , 解答 表现 为 依 K(z,z) 的 本 征 矢量 hlz ,1 的 展开 , 其 中 我 们 采用 了 记 
By-l= > Ine 
主轴 矢量 或 本 征 矢量 lp 本 身 是 齐 次 方程 
tq 一 de Y ket =0 
ral 


或 

Ug —Apkqtg=0 (q=1,---,n) 
的 规 一 化 解 . 假如 当 q AD 时 所 有 的 «, 和 ko =A, 不 同 , 那 就 只 存在 一 个 规 一 化 
解 ， 


Up = 1, 
ug=0 (g#p) 
或 


x = lp. 


假如 数 个 本 征 数 重合 , 则 主轴 矢量 就 不 是 唯一 确定 的 . 


1.4 本 征 值 的 极 小 - 极 大 性 


1.4.1 用 极 小 - 极 大 问题 表征 本 征 值 

在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 解 了 一 系列 极 大 问题 而 得 到 本 征 值 , 这 一 系列 中 的 每 一 
个 问题 依赖 于 它 前 面 诸 问题 的 解 . 现在 我 们 要 指出 , 每 一 本 征 值 可 以 作为 一 个 稍微 
不 同 的 问题 的 解 直接 定 出 , 而 毋 需 牵涉 到 前 面 各 问题 的 解 . 


这 问题 就 是 要 在 条 件 (25) 
了 =1 


p=1 


之 下 来 求 二 次 型 z 
K(a,2z) = >> KpeTpZq 


p,9=1 


的 极 大 , 并 要 求 它 满足 h 一 1 个 方程 
St (v=1,---,h-ljh<n). (37) 
p=1 
自然 , K(z,z) 的 极 大 值 是 参数 avp 的 函数 . 现在 我 们 选择 ap 使 得 这 极 大 取 最 小 
的 可 能 值 . 我 们 说 , 极 大 的 这 个 极 小 值 就 正好 是 K(x,z) 的 第 h SAGE kn, 假定 
我 们 已 把 本 征 值 由 大 至 小 顺序 排列 起 来 , 即 «1 为 最 大 本 征 值 , x2 次 之 , 等 等 . 
事实 上 , 主轴 变换 把 天 (z,z) BA 


n 
》 npu? (1 > > kn), 
p=1 


把 条 件 (25) 变 为 
weal (38) 
p=1 
而 把 (37) 变 为 n 
X Bupyp =0 (v=1,---,h-1;h<n), (39) 
p=1 
其 中 6, 为 新 参数 . 假如 我 们 令 
yht1 =*… = yn =O, 


方程 (39) 就 变 为 包含 未 知 数 yiya -yn 的 一 1 个 方程 , 而 必定 有 一 组 满足 (38) 
的 y: 值 满足 这 些 方程 . 对 这 些 值 而 言 我 们 有 


K(z,7) = ny? +--+ + Kay? > kn(y? + 二 Y2) = rp. 


因此 对 任何 一 组 值 8,, 而 言 所 要 求 的 K(x, 1) 的 极 大 不 小 于 sr; 可 是 假如 我 们 取 
(39) 为 方程 
Yi = = yr-1 = 0, 


它 就 恰好 等 于 rh. 因此 得 到 : 


. 28 . 第 1 章 ”线性 代数 和 二 次 型 


二 次 型 K(z,z) 的 第 h AEE kr 是 K(z,z) 所 能 取 的 极 大 中 的 最 小 值 ， 如 
果 在 讨论 极 大 时 除 条 件 
eC =] 


之 外 还 附加 h —1 个 联系 zy 的 任意 齐 次 线性 方程 . 
1.4.2 WA. 约束 


根据 这 个 普通 本 征 值 的 极 小 - 极 大 的 独立 性 质 , 很 容易 看 出 , 如 果 在 变数 间 加 
E j 个 独立 的 约束 


n 
pe = 0 (s =1,---,J) (40) 
p=1 


而 把 K(z,z) 化 为 一 有 n -了 个 独立 变数 的 二 次 型 K(z,z) 之 后 , 本 征 值 有 些 什么 
变化 . 第 h AEW Ka SR xs 时 一 样 可 以 由 同样 的 极 小 - 极 大 问题 求 出 , 其 中 
数组 zi 所 可 取 的 值 的 集合 由 于 (40) 的 限制 而 变 小 . 因此 , 所 求 的 极 大 , 也 就 是 说 
K(x, x) 的 本 征 值 , 决 不 会 超过 对 天 (z,z) 而 言 相应 的 量 . 

此 外 , 假如 在 (25) 之 外 再 给 rp 加 上 h 十 j 一 1 个 线性 齐 次 条 件 , 则 cjr 为 
K(z,z) 所 能 有 的 最 小 极 大 ; 因此 «jn 一 定 不 大 于 Rh, 因为 对 后 者 而 言 有 j 个 条 
件 由 确定 的 方程 (40) 给 出 . 

因此 我 们 有 定理 如 下 : 车 n 个 变数 的 二 次 型 由 7 个 线性 齐 次 约束 而 化 为 n- 
j 个 变数 的 二 次 型 六 (z,z), 则 KK(z,z) KEHE KiRo- ,Kn_; 不 大 于 序列 Ki, 
Ak2,…… ,kn-_; 中 相应 的 数值 , 而 不 小 于 序列 541, Kjt e ,kn 中 相应 的 数值 0 . 

特别 地 , 假如 我 们 令 j = 1 而 取 约 束 条 件 为 zn = 0, 则 二 次 型 K BAK (n-1) 
级 “ 截 口 ”, 而 我 们 得 到 定理 如 下 : (n 一 1) 级 截 口 的 第 h 个 本 征 值 最 多 等 于 原 二 次 
型 的 第 hh 个 本 征 值 , 而 最 少 等 于 它 的 第 hh 十 1 个 本 征 值 . 

假如 把 这 定理 用 于 二 次 型 的 (n - 1) RRO, 则 得 到 对 (n - 2) 级 截 口 而 言 的 
相应 的 一 条 定理 , 且 可 依 此 类 推 . 一 般 说 来 , 我 们 可 以 看 出 二 次 型 相继 二 截 口 的 本 
征 值 可 按 上 述 方 式 参 插 . 

此 外 , 我 们 还 可 以 断定 : 假如 在 K(z,1) 上 加 一 正定 型 , 其 和 的 本 征 值 不 小 于 相 
应 的 K(2,2) 的 本 征 值 . 

我 们 也 可 以 不 用 极 小 - 极 大 问题 来 表征 本 征 值 , 而 用 极 大 - 极 小 问题 . 这 时 候 本 
征 值 出 现 的 次 序 将 反 一 反 . 

埃 尔 米 特 型 的 本 征 值 的 极 小 - 极 大 性 , 我 们 留 给 读者 去 加 以 叙述 并 证 明 . 


2 由 几何 可 以 这 样 解释 这 一 点 : 考虑 椭 球 面 和 通过 其 中 心 的 平面 相交 出 的 椭圆 ， 这 个 椭圆 的 长 轴 之 长 
在 椭 球 的 最 长 和 次 长 轴 之 间 , 而 椭圆 的 短 轴 之 长 则 在 椭 球 的 次 长 轴 和 最 短 轴 之 间 . 
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1.5 ”补充 材料 及 问题 


1.5.1 ”线性 独立 性 及 格拉 姆 行列 式 


对 于 给 定 的 m 个 矢量 v1,v2,… ,vm 线性 相关 的 问题 可 以 不 必定 其 分 量 和 矩阵 
的 秩 而 按 以 下 方式 简单 地 来 判断 : 我 们 考虑 二 次 型 


G(x, 7) = (ZT1v1 +- 十 Zmom)2 一 DY (Vi, Dk)TiTk. 


> 
r 
ll 
m 


显然 G(z,z) > 0 而 矢量 v; 线性 相关 的 充分 和 必要 条 件 是 : 存在 一 组 zl 22, ,zm 
的 值 满足 (25) 


n 
> z? =1, 
t=1 


并 使 Clz,z) = 0. 因此 假如 矢量 v; 线性 相关 , FER (25) 之 下 二 次 型 G(z,z) 的 
极 小 值 须 等 于 零 . 可 是 这 个 极 小 值 恰好 是 二 次 型 G(z, r) 的 最 小 本 征 值 , 即 方程 


vi-K (ov2) … (v1- Up) 
(v2:01) v-r ++: (v2+Um) = (41) 
(Um-V1) (Vm: v2) v2, -K 
最 小 的 根 . 
故 有 下 述 定理 : 
矢量 v1,wv2,… ,vm 线性 相关 的 充分 与 必要 条 件 为 “格拉 姆 行列 式 ” 
v? (vı - v2) (1 - Um) 
r (v2 - vı) v3 (v2 - Um) (42) 
(Um vı) (Um ` v2) wee v2, 


等 于 零 . 

由 (41) WAP 的 另 一 表示 式 . G(z,z) 的 本 征 值 (BARA) «1, k ,rm 满足 
方程 (41), 车 把 (41) 的 左 端 按 k IRER, 则 不 依赖 于 s 的 一 项 等 于 T, rx" 的 
系数 则 等 于 (一 1)™. 根据 熟知 的 代数 定理 就 有 


= KIK? t Km- (43) 
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因此 任意 矢量 组 的 格拉 姆 行列 式 为 非 负 . ERRA 


r =|(vi v) 20 (i,k =1,---,m) (44) 
中 等 号 只 对 线性 相关 的 矢量 v1,v2,… ,vm 成 立 , 这 个 式 子 是 施 瓦 茨 不 等 式 
vi (v1 - v2) 


v2v2 一 (ol - v2)? = 20 


(v2 v1) v3 

的 推广 . 

格拉 姆 行列 式 的 值 , 或 者 二 次 型 G(z,z) 的 最 小 本 征 值 mm THERE v1, v2,---, 
vm 线性 独立 性 的 度量 . 这 个 数 越 小 , 由 矢量 v1,wv2,… ,vm 所 决定 的 m 维 多 面 体 
就 越 扁 ; 假如 它 等 于 零 , 则 多 面体 退化 成 至 多 为 (m - 1) 维 的 多 面体 . 此 外 我 们 还 
可 以 给 格拉 姆 行列 式 以 简单 的 几何 意义 . 它 等 于 由 矢量 v1,v2,… ,vm 所 决定 的 mm 
维 多 面 体 体 积 的 平方 . 例如 , 4m = 2 时 , CH v 和 vo 所 作成 的 三 角形 面积 的 两 
倍 的 平方 . 

线性 相关 的 格拉 姆 判别 法 自然 须 和 通常 的 判别 法 等 当 . 后 者 是 这 样 叙述 的 : R 
量 组 线性 相关 时 必须 而 且 只 须 所 有 由 分 量 和 矩阵 


v11 V12 T Vin 
V21 V22 V2n 
Umi Um2 Umn 


2 


Vis; Vise V18m 
VU2s U2s “*' V2s 

r=), i S (45) 
Ums, Vms2 ‘*** Umsm 


其 中 的 和 数 是 对 所 有 由 1 到 n 而 满足 s1 < sz < … < sm 的 整数 51,52, ,sm X 
RA. 
1.5.2 ”行列 式 的 阿达 马 不 等 式 

具有 实 元 素 ay, 的 任 一 行列 式 


1.5 ”补充 材料 及 问题 -31 . 


皆 满 足 不 等 式 


证 明 : 令 元 素 air 变化 而 保持 平方 和 


703, =¢ (¢=1,---,n) 

k=1 
不 变 , E AP ax 为 在 上 述 n 个 条 件 下 aik 的 函数 A? 的 极 大 值 一 一 这 样 的 极 大 的 
存在 可 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 立刻 得 出 一 一 则 在 Ama 中 每 一 行 的 元 素 必须 与 其 相 
应 的 余子 式 成 正比 . AAS h 固定 时 我 们 有 


A= aniApni + +++ + GhnAnn} 


而 由 施 瓦 茨 不 等 式 a ; A 
A? < Sake > Ake = ch D 4 和 
k=1 k=l k=1 
E an 和 Ang 不 成 比例 则 不 等 号 成 立 A? 自然 不 能 取 其 极 大 值 . 因为 这 时 候 适 当 
地 改变 ok 这 n NÈ (k = 1,… ,m), 同时 使 避 和 An 保持 为 常数 , 就 可 以 使 行 
列 式 的 平方 等 于 式 子 的 右 端 . 
现在 假如 我 们 将 4max AR, 按照 行列 式 的 乘法 定理 , 我 们 得 到 


n 
2 = 2 
Amax 5y Il Ci, 

i=1 


因为 由 于 行列 式 的 初等 定理 和 刚才 证 明 的 比例 性 , Ana 不 同 的 两 列 的 内 积 等 于 零 . 
因此 原 有 的 行列 式 满足 阿达 马 不 等 式 
A< NG = IDEI 
t=1 i=1 k=1 

阿达 马 不 等 式 的 几何 意义 是 : E n 维 空间 有 定 长 的 n 个 矢量 所 作成 的 多 面体 的 体 
积 当 诸 矢 量 互相 正 交 时 为 最 大 . 

车 把 4 和 aik 代 之 以 其 绝对 值 ， 则 阿达 马 不 等 式 对 ai 为 复数 的 情形 依然 
正确 . 
1.5.3 ”正则 变换 的 广义 处 理 


为 了 推广 和 对 分 析 上 许多 问题 的 应 用 , 下 述 对 两 个 二 次 型 同时 作 正 则 变换 的 简 
明 处 理 方 法 最 为 适当 . 我 们 依然 考虑 在 n 维 矢量 空间 (其 矢量 为 r,y,…) 的 两 个 
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二 次 型 


n 
H(z,x) = > hpgTpTq, (46a) 
p,q=1 


(假设 为 正定 的 ), 以 及 


K(x,7) = : kpgTpTq, (46b) 
p,q=1 
(不 一 定 是 正定 的 ) 作为 定义 , 我 们 把 五 (x, zx) 解释 为 矢量 r 的 长 度 的 平方 , 而 把 
极 式 ， 
H(z,y) = (a, y)= >> Apetpyq 
p,q=1 


解释 为 zx 和 y HAR. 问题 就 在 于 找 一 个 线性 变换 
Tp = S logia (p=1,---,n), 
q=1 


CE K AH 变 为 平方 和 


K(z,z) = ppy2, H(z,7) = >. 

p=1 p=1 

要 找 这 个 变换 , 并 不 需要 写 出 二 次 型 K 和 H 的 显 式 ; 我 们 的 证 明 仅 基于 H A 

K 的 下 述 性 质 , 就 是 它们 乃 是 矢量 z 的 连续 函数 , 而 当 入 A 为 任意 常数 时 , 以 下 
形式 的 方程 成 立 : 


H(AT + py, Ax + py) = XH (z, £) +2MNH(z,Y) + pH (y, y), (47) 


K (Az + py, Az + py) = XK (z, £) + 2AuK (2, y) + uw? K(y,y), (48) 


而 且 H 为 正定 的 , 只 有 在 z=0 NAS. 
我 们 考虑 一 系列 的 极 大 问题 : 首先 我 们 定义 一 个 矢量 z= 2', 对 它 说 来 商 式 


K(2,2z)/H(z,2) 


达到 其 极 大 值 p. 矢量 r 可 以 规 一 化 . 而 不 影响 上 述 商 的 值 , 也 就 是 说 它 满足 条 件 
H(z,7)=1. 

然后 我 们 定义 另 一 个 规 一 化 的 矢量 r, 对 它 说 来 商 式 K(z,1)/H (1,1) 在 正 
交 条 件 HH (a,x!) = 0 下 达到 其 极 大 p。 这 样 做 下 去 , 我 们 定 出 一 串 规 一 化 矢量 
zlz2,.… ,Zk, 使 得 x = zt 时 商 式 KK(z,7x)/H(z,z) 在 正 交 条 件 


H(z,7’)=0 (v=1,---,k-1) 


15 ”补充 材料 及 问题 .33. 


下 达到 其 极 大 值 pr En 步 之 后 我 们 得 到 一 完备 组 的 矢量 zl, zx?,… ,z", 对 它们 
说 来 有 关系 

H(z',c*)=1, i=k; H(z',z*)=0, i<k (49) 
以 及 

K(a',2*)=pr, i=k; K(2z',2*)=0, i<k. (50) 
关系 (49) 仅仅 是 在 我 们 的 极 大 问题 中 定 下 的 正 交 关系 . 证 明 (50) 时 我 们 先 考虑 r. 
zl 的 极 大 性 可 表 为 不 等 式 

K(x! + e¢, x! + €¢) — piH(z! + €¢, 2! +e) <0, 
上 式 对 任意 的 常数 = 和 任意 矢量 5 BIER. 由 (47) 和 (48) RA 

2%A+e?B <0 
其 中 
A= K(z',¢) — pi H(z',¢), B= K(¢,¢) — mH (Q, Q). 
因为 这 个 不 等 式 对 任意 的 小 正 数 或 负数 < FIER, 所 以 对 于 任意 的 (< 有 4 = 0， 
或 者 
K(z',¢) E piH(z',¢) = 0, 
和 上 面 一 样 , z+ 的 极 大 问题 使 
K(2", ¢) = prH (x, ¢) = 0, 
HP 为 满足 关系 
H(¢,2”)=0 (v=1,---,h-1) 
的 任意 矢量 . 现在 , 对 h< k 而 言 , 可 取 ç = zx*. AA A(z", ck) = 0, 可 以 断定 当 
h < k Rf K(2*,c*) =0, 而 由 定义 K(x", 2”) = pn. 
因为 2 Xn 个 正 交 矢量 在 我 们 的 矢量 空间 形成 一 个 完备 组 , 所 以 任意 矢量 = 


STRA : 
r= >. ee: 
v=1 


其 中 y = 五 (z,z*). 把 这 些 式 子 代 入 A A K 中 并 利用 相应 于 (47) 和 (48) Bn 
项 展开 式 ; 由 (49) 和 (50) 立刻 就 有 


n 
H(z, 2) = D v2 
v=1 


n 
K(z,2) = È pv, 
v=1 
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这 样 我 们 就 完成 了 所 要 作 的 变换 . 
完全 和 以 前 一 样 , p 这 些 值 可 证 明 有 下 述 极 小 - 极 大 性 质 . 
在 附加 条 件 
Dovprp=0 (v=1,---,h-1) 
p=1 
ZF, ph( 其 中 pl > … > pn) 是 K(z,z)/H(z,z) 所 能 取 的 最 大 值 中 最 小 的 一 个 
一 一 这 个 最 大 值 被 看 作 是 参数 av HRM. 
为 了 构造 出 我 们 已 证 明 其 存在 的 变换 , 我 们 首先 证 明 对 所 有 整数 h 而 言 ,“ 变 
分 方程 ” 
K(z*,¢) — pnH(x",¢) =0 


对 任意 矢量 ¢ SEM. 到 目前 为 止 ,我 们 只 在 (Ce) = Ov < h) 的 限制 下 证 
明了 这 个 关系 . 可 是 , 若 5 为 任意 , 则 矢量 n = -ag 一 … 一 cn-lizh-l( 其 中 
cv = (6, 2”) 满足 正 交 条 件 H(n, 2”) = 0, v < h, 因此 0 = K(2*,n) — ph H(2*,n) = 
(Kz",¢) 一 prH(z",¢); 这 里 最 后 一 个 等 号 是 由 于 (49) 和 (50) 之 故 . 
Wo = x, pr = p 写 出 变 分 方程 , 我 们 就 得 到 决定 z = cl 的 分 量 zj 的 一 个 
齐 次 线性 方程 组 a 
X (ki; — phij)z;=0 (i=1,.,n); 
j=1 
因此 pn 的 值 满足 行列 式 方 程 lki — phijl = 0, 而 矢量 z+ 可 在 求 得 p = pnr 这 个 量 
之 后 由 线性 方程 得 出 . 显然 , 这 种 说 法 就 表征 出 了 数 pn 和 矢量 zh 是 矩阵 (kpg) 对 
矩阵 (hpa) 而 言 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 
所 以 对 应 于 每 一 个 本 征 值 pn, 存在 一 个 矢量 形式 的 解 z*. 对 应 于 不 同 本 征 值 
的 解 是 正 交 的 ; 假如 两 个 本 征 值 相等 , 则 对 应 的 解 不 一 定 正 交 , 可 是 却 可 以 按 前 面 
所 说 的 正 交 化 步骤 使 它们 变 为 正 交 的 . 这 些 互相 正 交 的 解 可 以 规 一 化 使 它们 具有 
单位 长 ; 这 样 得 到 的 矢量 就 是 问题 中 的 本 征 矢 量 , 其 分 量 即 所 求 变换 的 系数 . 


这 些 系数 p 可 由 = = Suge? 得 出 , 只 要 用 老 坐 标 系 的 坐标 矢量 cp R a. 这 


q=1 


样 就 有 xp = (a, e) = nle, e)?; 因此 Ing = (£9, eP). 


q=1 
1.5.4 无穷 多 个 变数 的 变 线 型 和 二 次 型 
在 适当 的 条 件 下 我 们 的 理论 在 变数 的 个 数 无 限 增加 时 还 是 正确 的 . 例如 , 当 变 


线 型 或 二 次 型 次 数 的 平方 之 和 以 及 变数 的 平方 之 和 皆 收 敛 时 就 是 如 此 ， 这 个 为 希 
尔 伯 特 所 发 展 的 关于 无 穷 多 个 变数 的 型 的 理论 于 是 就 可 以 应 用 于 分 析 的 许多 问题 . 
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不 过 , 无 穷 维 矢量 空间 中 的 型 的 理论 可 以 更 为 适当 地 根据 前 面 所 指出 的 抽象 概念 来 
发 展 . 我 们 将 看 到 , 分 析 上 的 许多 问题 都 可 以 从 这 样 一 个 二 次 型 的 广义 理论 的 观点 
得 到 启发 . 


1.5.5 无穷小 线性 变换 
一 无 穷 小 线性 变换 按 定义 为 一 变换 , 其 矩阵 为 


1 + EQ EQ12 = EQin 
EQ21 1+€a92 = EQ2n 
A= E+ (cay) = 
EQn1 EQn2 = 14+ €Qnn 


其 中 e 表示 一 级 无 穷 小 量 , 也 就 是 这 样 一 个 量 , 在 所 讨论 的 问题 中 它 的 高 次 帘 比 之 
FARE s 来 可 以 略 去 . EREA A= E + (eair) 和 B= E + (ebin) 的 这 样 两 个 无 
穷 小 变换 的 积 有 和 矩阵 C = E + (cain +e6i). 因此 这 个 积 不 依赖 于 相 乘 因子 的 次 序 ; 
换 旬 话说 , 无穷 小 变换 是 可 以 彼此 交换 的 . 
此 外 , A= E + (eair) 的 逆 和 矩阵 为 AT! = E — (eair), 而 矩阵 A 的 行列 式 等 于 
1 + elai +az 十 … -+ Onn). 


车 要 无 穷 小 变换 为 正 交 的 , 则 由 条 件 4'4 = E, 其 中 A 为 转 置 矩阵 , 我 们 必须 
有 aik + ari = 0, 或 者 换 句 话说 : 

KF | RRA ERG AD FORE REM Fo HHH ZA RAMA. 

任 一 矩阵 为 C = E + (eyi) 的 无 穷 小 变换 可 表 为 一 正 交 变换 4 = E + (saik) 
和 一 对 称 变换 B= E + (epin) HR, 其 中 


Qik = 3 it — Yki); 
Bik = 3 (Yk + Yri). 
考虑 一 个 不 一 定 是 无 穷 小 的 对 称 变换 yi = 》 since, 其 矩阵 为 5 = (s). È 
k 


的 几何 意义 乃 是 在 n 个 互相 正 交 方 向 的 膨胀 . 要 看 出 这 一 点 我 们 需要 把 二 次 型 
S(z,z) 变换 到 主轴 形式 , 把 z; BA ui, yi BA vi. 于 是 我 们 有 


n n 
2 
> SikTiTk = J Kiis 


i,k=1 i=1 


而 方程 v= 》 SikTk 则 变 为 
k 


Ui = Kii. 
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这 些 方程 显然 表示 在 第 i 主轴 方向 以 ki 为 系数 的 膨胀 . 体积 之 增加 和 原 体积 的 比 ， 
即 所 谓 体积 膨胀 , 显然 由 差 Kir2.… nn 一 1 = |si] 一 1 给 出 . 特别 地 , 假如 变换 为 无 
穷 小 , 也 就 是 (six) = E + (ebir), RATA 


K1K2 .An 一 1 一 ce(Dil 十 … 十 Drn). 


既然 正 交 变换 所 表示 的 是 一 个 转动 , 我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 
以 E + (sYik) 为 矩阵 的 无 穷 小 变换 可 表 为 一 转动 和 一 膨胀 的 积 ; 体积 膨胀 为 


n 
ed Yi. 


i=1 


1.5.6 Rik 
在 小 幅度 振动 理论 和 量子 力学 的 许多 问题 中 , 决定 二 次 型 K(z, 1)= 5 bik Dilek 


i,k=1 
的 本 征 值 和 本 征 矢量 在 二 次 型 K(x) 和 单位 型 E(z,z) 改变 时 是 如 何 改变 的 , 是 
很 重要 的 问题 .  L(z,c) 为 E(z,x) +s4(z,z) 所 代 换 , 而 K(c,r) WA K(z,r) + 
<sB(z,z) 所 代 换 , 其 中 


4(z,z) = 3 QikTiTk, B(x,x) = 3 Bik Lire, 
t,k=1 t,k=1 
< 为 一 参数 . WBF REA E +A 和 K 十 eB 同时 变 为 正则 形 . BO 
K(z,2) + €B(z,2) = > bikTiTk, 


ik=1 


n 
E(z,2) +e4(z,z) = >》，afkzizhk， 
i,k=1 


则 本 征 矢量 的 分 量 所 满足 的 方程 为 
X (bik sg Pp'aik Th =0 (i 一 1, re n), 
k=1 
其 中 p' 可 由 方程 组 的 行列 式 为 零 的 条 件 提 出 . 以 p1, pz,… ,pn 表示 K(z,z) 的 本 


征 值 , 并 假设 它们 各 不 相等 ; 而 令 变 动 组 的 相应 的 值 为 pi, ps,… ,ph. 可 设 原 二 次 
型 K(z,z) 为 平方 和 : 


K(a,2) = pix? 十 p2z2 +--+ pnrt. 


15 补充 材料 及 问题 37. 


p, 这 些 量 是 一 代数 方程 的 单 根 , 它们 在 e = 0 的 邻 域 中 是 e 的 单 值 解析 函数 ; 对 属 
于 本 征 值 的 的 变动 本 征 矢量 的 分 量 zi 说 来 , 这 也 是 正确 的 . 因此 o 和 zi, 这 
些 量 可 表 为 < MAB, 其 常数 项 自然 依次 为 原本 征 值 ps 以 及 原本 征 矢量 的 分 量 
Thk 要 逐步 算出 e,e?,… 的 系数 , RAAB RRA TE 


D (bik — Phain)the =0 (6h=1,...,n), 

k=1 
其 中 bip = pik + Eik, alp = Six + EQik, 而 pii = pi, pik = 0% Æ k), 64 = 1, bik = 
OG Ak). 归并 方程 中 s HARK, RES e SEKNRAAS, 我 们 就 得 到 一 无 
穷 序列 的 新 方程 . 一 种 与 此 相等 当 而 往往 更 为 方便 的 做 法 可 以 从 数量 级 方面 的 考 
虑 得 出 , 在 这 里 把 < 看 作 无 穷 小 量 . 我 们 首先 考虑 i = h 的 方程 . Se 一 次 宕 的 系 


数 为 零 , 得 
1 _ Ph + EBhn 
下 于 EQhh 


这 里 所 差 的 是 e 的 二 次 或 高 次 项 . 同样 的 步骤 可 用 于 i An 的 方程 而 给 出 结果 


= Ph — EPhQhh — EBhh, 


hy =, hy = HER Be, 
所 差 的 是 © 的 二 级 无 穷 小 量 . 
利用 本 征 矢量 分 量 的 这 些 值 , 我们 很 容易 得 到 本 征 值 ,准确 到 的 二 级 无 穷 小. 


我 们 仍旧 考虑 那 决 定 第 h 个 本 征 矢量 的 分 量 的 第 h 个 方程 


n 
Y (bhr — Pronk) The = 0. 
k=1 


假如 在 左 端 我 们 略 去 e 的 三 级 量 , 而 把 h= k 的 项 分 写 出 来 , 就 得 到 


n’ 


QkhPh — Bkh 
bhh — Phahh = D E(b — Phan) — 
k=l Ph — Pk 


n’ ER 2 
-2y (Qkpnpn — Brn)? 


kal Ph — Pk 
于 是 有 


2 3 (akhph 一 Brn)? 


Ph = Ph — €(PrOnh — Bra) — €?Onn(Bhn — Pronn) +€ Ph — Pk 


k=1 


这 里 我 们 用 符号 》 来 表示 求 和 时 大 由 1 到 mw RE R= A. 
k 
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1.5.7 ”约束 
由 线性 条 件 
Tizl 十 … 十 7nzn 王 0 


所 表示 的 约束 以 及 由 此 而 引起 的 二 次 型 (zz) = Y kszpzs 中 自 变数 个 数 的 减 
1 


少 , 可 以 看 作 一 个 连续 变化 的 最 终结 果 . 考虑 二 次 型 K(x, c)+t(y21+---+ Inn)’, 
其 中 t 为 正 参数 . 若 t 无 限制 地 增 大 , 每 一 个 本 征 值 皆 单调 上 升 . 最 大 的 本 征 值 无 
限 增加 , 而 其 他 的 则 趋 近 于 由 K(z,z) 按 所 给 约束 消去 一 个 变数 后 所 得 的 二 次 型 的 
本 征 值 . 


1.5.8 ”和 矩阵 或 变 线 型 的 初等 除数 
令 4 为 一 张 量 而 4 = (ax) 为 相应 的 矩阵 . 于 是 多 项 式 


K — Q11 一 Q12 eae —Qin 
a21 K — A22 一 Q2n 
IKE — A| 
一 Qmnl 一 Cnmn2 K — ünn 


可 按 熟 知 的 一 些 法 则 分 解 为 其 “初等 除数 ”的 积 
(£ = 1)", (« = r2)°, a (K = 2 hag 


其 中 有 些 71,72,… ,rh 可 以 是 相等 的 . 对 每 一 个 除数 (r-r) 而 言 , 存在 一 组 ev 
个 矢量 FO, FP... FO, 对 它们 说 来 方程 


AFM =r fP, AFP =r fF) fP, AO =r FO 4 70, 
成 立 . 这 里 的 n 个 矢量 
fP, FO; fP, SOs. ; 了 的 ,是 Fo 


是 线性 无 关 的 .假如 引进 它们 作为 新 变数 c,- ,zt) 的 基 , 矩阵 4 就 变换 为 
ERF 


参考 文献 a: 


其 中 41, 42,… An 本 身 也 是 一 些 和 矩阵 ; AL 为 ev MER: 


rv 0 O 0 0 
1 vr, 0 0 0 
0 1l1n 0 0 
0 0 0 ry 0 
0 0 0 下 or, 


1.5.9 复 正 交 和 矩阵 的 谱 


我 们 现在 来 证 明 , 一 复 正 交 矩 阵 的 谱 在 单位 圆 上 , 也 就 是 说 , 所 有 它 的 本 征 值 
的 绝对 值 皆 为 1. 

我 们 知道 , 复 正 交 和 矩阵 的 元 素 的 绝对 值 不 能 超过 1. 所 以 所 有 n 阶 复 正 交 和 矩阵 
的 特征 方程 的 系数 在 绝对 值 上 必须 小 于 某 个 与 所 考虑 的 特殊 矩阵 无 关 的 上 界 ， 
为 特征 方程 的 第 一 和 最 后 一 个 系数 的 绝对 值 皆 等 于 1, 这 就 意味 着 其 本 征 值 的 绝对 
值 必须 在 某 正 的 上 界 和 下 界 之 间 , 它们 与 所 考虑 的 特殊 矩阵 无 关 . 另 一 方面 , AE 
IERE A 的 所 有 的 方 次 4m 仍 为 复 正 交 的 , 它们 的 本 征 值 为 4 的 相应 本 征 值 的 m 
次 方 . 可 是 这 些 方 次 及 其 倒数 的 绝对 值 若 能 保持 在 一 与 m 无 关 的 上 界 之 下 , 就 必 
须 每 个 本 征 值 的 绝对 值 (以 及 所 有 其 方 次 ) BA 1. 

另 一 个 证 明 , 而 且 是 可 以 用 于 无 限 矩阵 的 证 明 , 可 由 (BE 一 和 4)-! 的 诺 伊 曼 级 
数 的 收敛 性 得 出 . 级 数 


(E—AMA) !=E+AA+XA2++..…, 


其 中 A ARIES, 当 |A| < 1 时 自然 是 收敛 的 . 既然 矩阵 4m 的 元 素 的 绝对 值 
最 多 等 于 1, 于 是 公 比 为 和 的 几何 级 数 是 矩阵 元 素 的 一 个 长 级 数 . 因此 |E 一 和 4| 没 
有 零点 在 单位 圆 之 内 . 另 一 方面 , 由 关系 AA = E, 我 们 有 

(E—2A)-! = -过 (B+ 这 + aa? +) 
在 这 里 右 端的 几何 级 数 对 |1/A| < 1 而 言 收敛 , 因为 A 是 复 正 交 和 矩阵 . 因此 |E 一 和 4| 
没有 零点 可 在 单位 圆 外 . 所 以 所 有 的 零点 皆 在 单位 圆 上 , 我 们 的 论断 乃 得 证 明 . 


参考 文献 
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Bécher, M.: Introduction to Higher Algebra. Macmillan, New York, 1907. 
Kowalewski, G.: Einfiihrung in die Determinantentheorie. Veit , Leipzig, 1909. 
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Fischer, E.: Uber quadratische Formen mit reelen Koeffizienten. Monatsh. f. Math. 
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第 2 章 任意 函数 的 级 数 展开 


在 第 1 章 中 所 讨论 的 许多 关系 和 有 些 定理 非常 类 似 , 在 这 些 定理 中 , 定义 在 某 
一 给 定 基本 区 域 G 内 的 单 变数 或 多 变数 的 函数 代替 了 n 维 空间 矢量 的 地 位 , 把 n 
维 空间 的 一 个 矢量 表 为 任意 n 个 线性 独立 矢量 的 组 合 这 个 问题 , 类 似 于 把 区 域 G 
内 在 某 种 意义 下 的 任意 函数 表 为 一 给 定 函 数 集中 诸 元 素 之 组 合 的 问题 (集合 中 函 
数 的 个 数 须 为 无 穷 将 是 显然 的 ). 这 就 是 熟知 的 把 任意 函数 按 一 给 定 函 数 集 展 为 级 
数 的 问题 . 在 这 一 章 中 这 个 以 各 种 形式 出 现 于 数学 物理 中 的 问题 , 将 从 一 般 的 观点 
来 加 以 处 理 . 

我 们 将 限于 考虑 分 段 连续 的 函数 ; 也 就 是 说 , 我 们 所 考虑 的 函数 , 其 基本 区 域 
可 分 为 有 限 多 个 子 区 域 , 在 每 一 子 区 域 中 , 该 函数 是 连续 的 , 而 且 当 从 内 部 趋 近 于 
任 一 子 区 域 边界 上 的 一 点 时 , 函数 趋 于 有 限 的 极限 值 . 为 了 简化 符号 , 我 们 将 先 考 
虑 一 个 变数 z 的 函数 , 其 基本 区 域 G 为 z 轴 上 一 有 限 的 区 间 . 假如 我 们 要 谈 多 个 
变数 的 问题 , 例如 两 个 变数 > 和 y, 我 们 将 假定 基本 区 域 G 的 边界 由 有 限 多 段 曲线 
所 组 成 , 各 段 曲线 有 连续 变动 的 切线 , 假如 我 们 认定 边界 上 的 点 属于 基本 区 域 , 我 
们 就 说 这 是 一 个 “ 闭 区 域 ”. 
.， ”此 外 , 在 许多 情形 下 , 我 们 将 假定 所 考虑 的 函数 为 分 段 平 滑 的 , 也 就 是 说 , 它们 
分 段 连续 且 具 有 分 段 连续 的 一 级 微 商 . 若 不 另 作 声 明 , 我 们 将 假定 所 考虑 的 函数 取 
实 值 . 


2.1 正 交 函数 组 
2.1.1 定义 
取 在 (AR) 基本 区 域 上 的 积分 3 
(f.9) = f foda (1) 
叫做 二 函数 f(z) 和 g(x) 的 内 积 (f,9) 或 (fo). 内 积 满足 施 瓦 英 不 等 式 


(f,9)? < (f, f)(9,9); (2) 
其 中 等 式 当 而 且 只 当 f 和 g 成 比例 时 成 立 , 像 撩 量 的 情形 一 样 , 此 不 等 式 可 由 变数 


1) 车 不 会 有 误解 , 积分 限 省 去 不 写 . 
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和 的 函数 J (Af + 9)2dx 恒 为 正 的 性 质 得 出 , 或 者 直接 由 以 下 恒等式 得 出 


HI = (7)(9,9) -3 f| EIE - £6) 9(a))Pande. 


车 二 函数 f(z) 和 g(z) ZARB (f,9) AE, 则 称 它们 为 正 交 的 . 一 函数 f) MEH 
己 的 内 积 叫 做 该 函数 的 范 数 而 用 Nf 来 表示 : 


Nf=(f,f)= i fPdr. (3) 
范 数 为 1 的 函数 称 为 是 规 一 化 的 .一 组 规 一 化 函数 91 (2), po(z),… ,其 中 任意 二 
FARA BIER, 称 为 正 交规 一 组 , 而 表示 这 个 性 质 的 关系 
(Pv, Pu) = Suv (Suv = 1, Oy =0 当 v Æ u) 


为 正 交 关系 . 
在 区 间 0 < z < 2r 内 , 或 者 更 一 般 地 说 在 任意 长 度 为 27 的 区 间 内 正 交规 一 
函数 组 的 例 可 由 以 下 函数 给 出 : 
1 cos x SinZ cos 2z_ sin 27 
Tin Vi Vi Vi VE 
对 实 变数 的 复 值 函 数 而 言 ， 宜 按 以 下 方式 推广 正 交 的 概念 : 两 个 复 函数 f(r) 
和 9(z) 称 为 是 正 交 的 , 若 关系 


(f,9) = (f,9) =0 
成 立 , 其 中 f 和 5 依次 表示 f 和 g 的 共 辆 函数 .函数 f(z) 称 为 是 规 一 化 的 , 若 


Nf = J |fl?az = 1. 复 正 交规 一 组 最 简单 的 例子 可 由 区 间 0 < z < 2r 内 的 指数 函 
数 


给 出 , 这 一 点 可 由 以 下 “ 正 交 关系 ”立刻 得 出 
1 
2r Jo 


我 们 称 7 个 函数 fi, f2,… fr 为 线性 相关 的 , 若 有 对 所 有 z 皆 成 立 的 常 系数 
齐 次 线性 关系 yas = 0, 其 中 系数 不 全 等 于 零 . 否则 , 这 些 函 数 称 为 是 线性 无 关 


i=1 


的 . 值得 注意 的 是 正 交 组 中 的 各 函数 永远 是 线性 无 关 的 . 因为 , 若 恒等式 
Cipi + Cop2 十 … 十 cnpon = 0 
成 立 , RITARA p,, 积分 , 而 得 出 结果 cv = 0. 


2r 
eilt- rqdr = 6(6w = 1, Su =0 Bef). (4) 


2.1 正 交 函数 组 . 43. 


2.1.2 ”一 组 函数 的 正 交 化 


给 了 一 组 无 穷 多 个 函数 v1,v2,… ,无 论 > 为 何 , 其 中 的 任意 7 个 皆 为 线性 无 关 
的 , 则 从 这 组 函数 就 可 以 得 出 一 正 交 规 一 组 p1, yp2,… , 只 要 取 pn 为 v1,v2,… ,vn 
适当 的 线性 组 合 . 正 交 化 的 步骤 完全 类 似 于 由 一 线性 无 关 的 矢量 组 求 得 一 正 交 矢 


量 组 的 步骤 ( 见 第 1 章 ). 我 们 首先 选 yı = NE 然后 我 们 求 一 个 数 % 使 函数 


v2 一 hpi 正 交 于 gi, 也 就 是 说 我 们 选 % = (yp1v2);v2 一 cip1 不 能 恒 等 于 零 ， 
为 vt 和 wz 是 线性 无 关 的 , 因此 p 和 vs。 也 是 线性 无 关 的 . 于 是 我 们 可 以 把 这 
个 函数 除 以 其 范 数 的 平方 根 而 得 到 一 规 一 化 函数 wz，pz 和 pl EX. 然后 我 们 求 
FARR cf, ch, 使 函数 us 一 opl 一 cps 和 pl 及 po ZEREX, 也 就 是 说 , 选 
cd! = (piv), cf = (yous). 这 个 函数 不 可 能 恒 等 于 零 , 所 以 又 能 加 以 规 一 化 ; 用 它 
范 数 的 平方 根除 之 即 得 规 一 化 函数 ps. 无 限 地 继续 这 个 步骤 我 们 就 得 到 所 要 求 的 
正 交 函数 组 . 

凡 提 到 正 交 化 步骤 , 一 般 说 来 我 们 所 指 的 就 是 上 述 把 一 组 函数 同时 规 一 化 并 正 
交 化 的 步骤 . 


2.1.3 ” 贝 塞 尔 不 等 式 、 CREAR. FHEAE 
设 prnpr 为 一 正 交规 一 组 , 并 设 7 为 任 一 函数 . 数 


cv = (fpu) (v=1,2,---) (5) 
称 为 f 对 所 给 正 交规 一 组 的 展开 系数 或 分 量 . 
由 明显 的 关系 式 | 
i ( or Sa) dz 20 (6) 
v=1 


我 们 展开 平方 并 逐 项 积分 , 就 得 到 
0< [Fa -32 0 f tode+ Ye = Ni -a 
v=1 v=1 v=1 v= 


1 


因此 


n 


> cs<NH (7) 


v=1 


因为 式 子 右 端的 数 不 依赖 于 n, 可 得 
Soe < Nf. (8) 


1) 又 称 作 伟 里 叶 系数 ,因为 所 考虑 的 展开 为 傅 里 叶 展 开 的 推广 . 
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这 个 称 为 “ 贝 塞 尔 不 等 式 ”的 基本 不 等 式 对 每 一 正 交 规 一 组 而 言 都 是 正确 的 , 它 证 
明了 展开 系数 的 平方 之 和 永远 收敛 . 
对 取 复数 值 的 函数 组 说 来 , 有 以 下 相应 的 关系 式 
Slo < Nf =(P, (8") 
v=1 


其 中 cv 为 展开 系数 cv = (fpu) 这 个 关系 可 由 以 下 不 等 式 得 出 : 


J 


积分 (6) 的 意义 是 这 样 的 : 我 们 若 要 用 线性 组 合 》, Yups (HP n 固定 , w 为 


v=) 


2 n 
dz = Nf — Y |c}? > 0. 
v=1 


f(z) = 》 ayy 
v=1 


7 2 
常 系 数 ) 来 通 近 f(x) 而 全 ausana a= (7 Sve) dz 为 最 小 , AK 


1 


么 所 遇 到 的 就 是 这 个 积分 . 因为 由 简单 的 积分 运算 我 们 可 得 恒等式 


n 2 n n 
m= |/ (1- Dw) dr= | far + Yu -op Do, 
v=1 v=1 v=1 
由 此 立刻 可 知 当 x = cv 时 M 取 最 小 值 . 
这 样 类 型 的 近似 称 为 最 小 二 乘法 的 近似 , 或 “平均 ”近似 . 
假如 有 一 正 交规 一 组 yp1, pz,… 对 任意 分 段 连续 的 函数 f 而 言 红 能 选 n FE 
分 大 而 以 任意 准确 度 作 其 平均 近似 , 也 就 是 说 , 可 选 n 使 平均 平方 误差 / (f- 


= 2 
y cer) dz 小 于 任意 给 定 的 正 数 ， 则 函数 组 pl, y2,--- 称 为 “完备 的 ”， 对 完 
v=1 
备 的 正 交规 一 组 而 言 , 贝 塞 尔 不 等 式 对 任意 函数 f 皆 成 为 等 式 : 

= NH (9) 
这 个 关系 称 作 “完备 性 关系 ”. 它 可 以 用 更 一 般 的 形式 写 为 


> ode = (f,9) 其 中 Cy = (f, Pv), d, = (9, Pv), (9’) 
v=1 


2.1 TEX RA “45 . 


要 验证 这 一 点 , 可 对 函数 f 十 g 应 用 (9) R: 


N(f +9)= Nf+Ng+2(f,9) = (c +d}? 


v=1 


= DG + d2 + 2c,d,), 


v=1 


然后 在 其 中 减 去 相应 于 fA g 的 方程 . 
顺便 可 以 指出 , 一 函数 组 yp1, yp2,… 为 完备 的 充分 条 件 是 完备 关系 (9) 对 所 有 
的 连续 函数 f ERWE. 事实 上 , 任 一 分 段 连 续 的 函数 9 可 用 连续 函数 f HUT 


使 积分 i (f 一 gj?az 任意 小 . © g 的 断 点 为 cy, HEME -<ra +ô 


内 我 们 用 联接 点 (zv — 6,g(zv — 6)) 及 点 (x, +6, g(zv 十 5)) 的 直线 段 代替 9 的 曲 
线 , 就 可 以 得 到 一 个 近似 9 的 连续 函数 11. 
设 c1,cz,… Af 的 展开 系数 , 则 当 n 充分 大 时 , 表示 平均 平方 误差 的 积分 


n 2 
J(+- Sav dz 可 任意 小 . 这 就 表示 积分 
væl 


w= J (o-Soew) = f [o-n (+-Ssen)| a 


在 适当 选择 ”时 可 和 N(g — f) 任意 接近 . 因由 施 瓦 茨 不 等 式 我 们 有 


M'=No-N4N(J- Soave +2 (9-£1 -Doe) 


v=1 v=1 
<No-D+N (1 -Dew ) +2/N(g—f)-N(f ~ dic). 
v=1 
此 外 又 有 
m= J (o-oo) dz < M', 
v=1 


其 中 ov 为 9 的 展开 系数 , 这 是 因为 这 些 系 数 给 出 了 对 9 说 是 最 小 的 平均 平方 误差 . 
因此 , 若 完备 性 关系 对 f RE, 则 对 g 亦 成 立 . 


1) # M 为 |g(z)| 的 上 界 , a 为 积分 区 间 内 g 的 断 点 的 个 数 , 则 平均 平方 误差 为 
j (f — g)?dz < 8M?qô, 


选 5 充分 小 可 使 以 上 积分 任意 小 . 
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必须 注意 , 由 方程 
r 2 
lim f- vv | dx =0 
ra (-S0)' 


所 表示 的 、 一 正 交规 一 函数 组 pi,p2,… 的 完备 性 并 不 一 定 意味 着 f= Slew, 


2 一 1 


也 就 是 说 f 不 一 定 能 展 为 函数 yp, 的 级 数 . TA, 若 级 数 》 cup 一 致 收敛 , WT 


v=1 


在 积分 号 下 求 极限 . 而 展开 式 成 立 . 函数 组 91, 00,--- 的 完备 性 自然 是 可 展 的 一 个 
必要 条 件 , HARMER f 为 完备 组 中 的 一 个 函数 , 则 它 对 非 完 备 组 (由 f 之 外 的 
其 他 函数 wv 组 成 ) 而 言 的 各 分 量 为 零 . 可 是 , 即使 是 完备 组 yp1, 4p2,…, 对 任意 函 
数 而 言 上 述 级 数 的 收敛 问题 还 需要 更 详尽 的 讨论 , 这 将 在 以 后 处 理 (第 5 章 和 第 6 
章 ). 


假如 上 面 的 极限 方程 得 到 满足 , 我 们 就 说 函数 》 cup 平均 收 伍 于 函数 


v=1 

另 一 重要 的 定理 是 : 一 分 段 连续 的 函数 为 其 对 一 完备 正 交 规 一 组 的 展开 系数 
唯一 确定 . 这 就 是 说 , 两 个 分 段 连续 的 函数 若 有 相同 的 展开 系数 , 它们 就 恒 等 . 这 
是 因为 系数 相等 的 二 函数 的 差 的 系数 为 零 ; 因此 由 完备 性 关系 其 范 数 为 零 , 所 以 它 
恒 等 于 零 . 因此 , 一 函数 完全 确定 于 它 对 一 完备 正 交规 一 组 的 展 式 , 虽然 这 个 展 式 
只 是 在 平均 的 意义 下 收敛 . 事实 上 , 在 许多 数学 物理 的 定理 中 所 需要 的 也 就 是 平均 
收敛 性 . 

一 函数 组 完备 的 概念 , 即使 该 组 不 是 正 交规 一 组 , 也 是 有 意义 的 . 一 般 说 来 , 我 
们 称 一 函数 组 为 完备 的 , 假如 任 一 分 段 连续 的 函数 可 由 该 组 中 函数 的 线性 组 合 以 任 
ERA REL. 这 样 一 组 函数 的 完备 性 不 因 正 交 化 步骤 而 丧失 . 


2.1.4 无穷 多 个 变数 的 正 交 变换 和 复 正 交 变 换 


在 正 交 规 一 函数 组 和 n 维 空间 的 正 交规 一 矢量 组 之 间 有 着 许多 类 似 之 处 . 把 
函数 ol wp2,… 看 作 无 限 维 空间 ( 常 称 为 希 尔 伯 特 空间 ) 的 “坐标 矢量 ”或 “坐标 
函数 ”往往 是 很 有 用 的 .一 个 任意 函数 f 是 这 空间 中 的 一 个 矢量 , 它 的 展开 系数 
cv = (fev) 是 该 矢量 在 p1, 92,--- 所 定义 的 坐标 系 中 的 分 量 . 

假设 加 ,ya,…… 是 另 一 正 交 规 一 函数 组 , 对 它 说 来 f 的 分 量 为 dy = (fdr), 又 
设 二 函数 组 皆 完 备 , W c; 和 di 为 下 列 一 组 无 限 多 个 方程 所 联系 : 


=> ands, on = (Pipk) (i=1,2,.…). (10) 
k=1 


要 看 出 这 一 点 , 可 将 完备 关系 (9') 用 于 函数 f 和 pi 对 函数 组 ,wy2,.… 的 展开 系 


2.1 ” 正 交 函数 组 .47- 


数 . 同样 我 们 可 得 北方 程 组 
di=D akice, ari = (Vive) (i=1,2,.…). (10) 
k=1 
这 些 系数 满足 条 件 


>》 aikaik = (pips) = Sij, (11) 
k=1 


X akiarj = (pipi) = fij, (11’) 
k=1 


这 不 过 是 n 维 空间 (第 1 章 1.1 节 ) 的 正 交 条 件 在 无 限 维 空间 的 推广 . 因此, 我们 
称 满足 条 件 (11) 和 (11) 的 变换 (10) 为 无 限 多 个 变数 的 正 交 变换 或 希 伯 尔 特 空间 
的 正 交 变换 . 

同样 , 对 两 个 不 同 的 复 正 交 组 , 一 函数 的 展开 系数 为 一 无 限 多 变数 的 复 正 交 变 
换 所 联系 . 


2.1.5 ”在 多 个 自 变 数 及 更 一 般 的 假定 下 上 述 结果 的 正确 性 


若 我 们 所 考虑 的 不 是 单 变 数 的 函数 而 是 多 变数 的 函数 , 例如 > 和 y 两 个 变数 ， 
所 有 前 述 的 概念 和 结论 皆 不 改变 . 我 们 设 变数 限于 一 有 限 区 域 G 内 , G 的 体积 元 素 
用 dG 来 表示 . 我 们 定义 在 区 域 G 内 二 函数 f(x,y) 和 g(z,y) HAR (fo) 为 积分 


(Fo) = || soda. 于 是 本 节 中 的 符号 和 证 明基 本 上 组 需 更 改 


不 仅 如 此 , 若 基 本 区 域 为 无 限 , 所 有 我 们 的 概念 和 结论 依然 成 立 , 只 要 假设 所 
有 我 们 处 理 的 函数 在 整个 基本 区 域 上 平方 可 积分 . 

最 后 , 可 以 指出 , 我 们 的 方法 甚至 于 对 在 基本 区 域内 为 无 界 的 函数 f 也 是 可 用 
的 , 只 要 f 和 它 的 平方 在 该 基本 区 域 上 可 积分 . 


2.16 ”多 变数 完备 函数 组 的 构造 


假如 单 变数 的 完备 函数 组 为 已 知 , 就 可 以 按 下 述 定理 作出 两 个 或 多 个 变数 的 完 
备 函 数组 : 


设 
p1(s), p2(s),* 
为 区 间 a < s < b 上 的 完备 正 交 规 一 函数 组 , 又 设 对 任 一 i(i = 1,2,…) 而 言 
Wri(t), Pailt) 


为 区 间 c < t < d 上 的 完备 正 交规 一 组 . 于 是 函数 
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wik(8,t) 一 wi(s)Wki 人 t) 


形成 在 矩形 a < s < b, c < t<d 内 以 s 和 + 为 变数 的 完备 正 交规 一 函数 组 (特别 
地 , 函数 组 wi(s)pk(b) 在 正方 形 a < s <b, a <t <b 内 是 正 交规 一 而 且 完 备 的 ). 
也 就 是 说 , 若 f(s,t) 为 这 矩形 内 的 一 连续 函数 , 则 完备 性 关系 


J ji f?(s,t)dsdt = = ( f J f(s, t)wik(s, Dasdt) 
成 立 . 


证 明 此 定理 时 , 注意 有 [Pe t)ds = 5 92(t), 其 中 gi(t) = Jrs t)yi(s)ds. 
i=1 
这 只 不 过 是 函数 组 w; 的 完备 性 表达 式 . 因为 右边 的 级 数 一 致 收敛 0 , RATA LAX t 


逐 项 积分 , 而 得 
[ria = Y; f tioa 


现在 对 右边 的 第 i 项 我 们 又 可 以 用 函数 组 wri(t) (k = 1,2,---) 的 完备 性 关系 而 立 
刻 得 出 所 要 求 的 完备 性 关系 . 


2.2 ”函数 的 聚 点 定理 


2.2.1 ”函数 空间 的 收敛 性 


假如 我 们 考虑 的 是 函数 和 n 维 矢量 的 一 个 无 穷 集合 , 那么 二 者 之 间 的 类 似 性 
在 许多 方面 不 复 存 在 . 由 数学 分 析 的 初等 定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 聚 点 定理 ) 知道 ,从 
绝对 值 |v| 或 范 数 v? = Nw 为 有 界 的 一 无 穷 矢量 集合 {v} P, 我 们 恒 可 选 出 一 收 
KEFEN. 其 次 , 若 对 一 串 矢量 v1, v2,.… 而 言 关系 lim N(vn 一 vm) = 0 成立, 则 


存在 一 极限 矢量 v= Jim vn; Bua, 若 jim Non = 0， 则 有 ,lim vn = 0. 可 是 这 
些 事 实在 函数 空间 , 也 就 是 说 在 无 限 维 的 空间 , 一 般 说 来 并 不 成 立 . 从 范 数 有 界 的 


1) 可 由 迪 尼 定理 得 出 : 假如 正 连 续 函数 的 级 数 》，fu(t) 在 闭 区 域 G 内 收敛 于 一 连续 函数 5(t), 这 
v=1 


收敛 是 一 致 的 .以 下 为 定理 证 明之 大 意 : 写 Sn(t) =J folt); S(t) = Sn(t) + Rn(t). 车 论断 不 真 , 则 存 
v=1 


在 一 正 数 a, 一 组 趋 于 无 穷 的 整数 n1,n2,.… ,以 及 在 G 内 相应 的 变数 值 t,t2,.… 使 有 Rn, (ti) > a 也 
就 是 说 Sn, (ti) < S(ti) -a 我们 可 以 假定 ti 的 值 趋 于 一 极限 t, 上 在 G 内 . 现在 令 N 为 一 固定 整数 ; 于 
是 当 mi > N 时 , 我 们 有 Sn, (ti) > SN(ti), 而 SN(ti) < S(ti) 一 a. 现在 令 i 无限 增 大 , 由 所 设 各 函数 的 
连续 性 , 就 得 到 Sn (t) < S(t) — a, 在 N 充分 大 时 这 是 不 可 能 的 . 


2.2 ”函数 的 聚 点 定理 . 49 . 


无 限 连 续 函 数 集中 并 不 一 定 能 选 出 一 收敛 函数 序列 ; 对 一 串 连 续 函 数 而 言 由 关系 
jim Nfn =0 并 不 能 推出 lim fn=0. 作为 反例 , 可 考虑 函数 

(7)=1-n2z? 42°< = 

f(z) =0 4 o>, 
其 中 定义 区 间 为 -1 < xz < 1. 这 个 函数 集合 的 任 一 子 集合 皆 收 敛 于 下 述 函 数 : 

f(x) =0 4 2 £0, 
f(x) =1 42z=0, 
这 个 函数 在 xz = 0 不 连续 , 可 是 jim N fn = 0. 
虽然 如 此 , 使 矢量 和 函数 之 间 能 有 类 似 , 也 就 是 说 , 使 在 函数 空间 保持 有 魏 尔 
斯 特 拉 斯 聚 点 定理 和 上 述 收 敛 定理 , 却 是 在 多 方面 极为 重要 的 事 , 尤其 是 在 证 明 收 
敛 性 和 存在 性 时 . 我 们 可 以 从 两 方面 来 处 理 这 个 问题 : 首先 , 我 们 可 以 更 改 积分 和 
收敛 的 概念 而 扩充 所 讨论 的 函数 集 的 范围 ; 在 勒 贝 格 的 理论 中 所 用 的 就 是 这 个 方 
法 , 可 以 它 在 本 书 中 并 非 必 需 , 因此 将 不 加 采用 ?我 们 所 要 采取 的 另 一 途径 乃 是 
限制 所 讨论 的 函数 的 范围 而 使 聚 点 定理 成 立 . 我 们 所 加 的 限制 是 这 样 的 : 除了 要 求 
所 讨论 的 函数 为 连续 外 , 还 要 求 所 讨论 的 函数 集 同等 连续 . 
假设 我 们 处 理 的 是 一 个 变数 的 函数 . 同等 连续 所 要 求 的 乃 是 : 对 任意 正 数 s > 

0, 存在 一 个 只 依赖 于 s 而 不 依赖 于 集合 中 个 别 f(z) 的 正 数 5 = 6(e), 使 得 当 |x. 一 
z2| < 6(e) 时 , 就 有 |f(z1) - f(z2)| < es, 在 这 里 zk 和 za? 皆 在 规定 的 自 变 数 的 变 
动 区 域 之 内 . 例如 , 设 M 为 定数 , 所 有 使 / "2(z)dz < M 的 函数 f(z) 在 区 间 
a < 工 <b 内 形成 一 同等 连续 函数 集 . 事实 上 , 对 此 区 间 内 的 任意 两 个 变数 值 r 和 
z2 Wa, 有 a ; 

f(z2) - f(z1) = J f(z)dz; 


因此 , 由 施 瓦 茨 不 等 式 ， 


f(a) = EDP < le-a f ” (zde < oo 


从 这 个 不 等 式 我 们 看 出 同等 连续 的 条 件 可 以 满足 , 只 要 取 5(e) = = 


对 同等 连续 的 函数 集 说 来 , 聚 点 定理 成 立 : 从 任意 在 基本 区 域 G 内 一 致 有 界 
并 同等 连续 的 函数 集中 ， 可 以 选 出 一 个 序列 91 (x), q2(z), ores 它 一 致 收敛 于 一 在 G 


1) 见 本 章 2.10.11 小 节 . 
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内 的 连续 极限 函数 0). 这 条 对 连续 函数 集 的 定理 (阿尔 泽 拉 定理 ) 是 和 有 界 点 集 的 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 类 似 的 , 因此 它 适合 于 我 们 的 要 求 . 

证 明 这 定理 时 , 我 们 考虑 一 可 数 点 集 zi, x2,…, 它 在 所 述 区 间 内 到 处 稠密 , 例 
如 , 可 考虑 将 区 间 等 分 并 将 所 分 得 之 子 区 间 再 依次 不 断 等 分 而 得 出 的 点 集 . 在 zi 
点 各 函数 值 的 集合 包含 一 收敛 序列 为 其 子 集 ; 这 可 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 得 出 . 因此 
我 们 可 以 从 所 给 的 函数 集中 选 出 一 无 限 函数 序列 ai(z),az(z)…… 它们 在 zi 点 的 
值 为 一 收敛 序列 . 同样 我 们 可 以 由 这 函数 序列 选 出 一 子 序列 by (x), bo(x),---, 它 在 
z2 AKA, 等 等 . 现在 来 考虑 “对 角 序列 ”al (x) = qi(z)，bz(z) = g2(z),--- 并 证 明 
它 在 整个 区 间 内 一 致 收敛 . 

为 此 我 们 选 一 任意 小 的 正 数 = 及 一 大 整数 M, 使 得 对 区 间 的 任 一 点 z 而 言 
存在 一 点 zh, 而 h < M 并 且 |e- zal < d(e), 其 中 Se) 为 上 面 在 同等 连续 性 的 
定义 中 所 确定 的 正 数 . 现在 再 选 整 数 N = N(e), 它 依赖 于 s 而 且 足 够 大 , HAY 
m > N, n> NH, 有 


lam(Zn) — gn(zZn)| < < (h=1,2,...,M). 
由 于 各 函数 的 同等 连续 性 , 对 某 一 确定 的 值 h < M 而 言 , 我 们 有 
lem(z) — gm (zr)| < €, 
|qn(z) — gn (zn)| < £; 
因此 , 当 m > N, n > N 时 ， 
|qm(z) — qn(x)| < 3e. 


这 就 证 明了 函数 序列 q1(z),q2(z),… 在 区 间 a < z <b 上 的 一 致 收敛 性 . 极限 函 
数 g(a) 的 连续 性 可 由 收敛 的 一 致 性 立刻 得 出 . 在 这 里 还 可 以 指出 以 上 论据 证 明了 
所 讨论 的 函数 集中 的 任 一 收敛 子 序列 必 一 至 收敛 . 

一 同等 连续 的 函数 集 还 有 以 下 的 性 质 : 若 函 数 序列 filz), fo(z),… 属于 一 同 
等 连续 集 并 有 lim Nfa = 0, 则 lim fa = 0. 此 外 , E fa 为 有 界 并 有 jim N(fn 


n— co 
mm 一 co 


- fm) = 0, 则 存在 一 连续 函数 f(z) 使 有 lim f(z) = f(z). 在 这 两 种 情形 , K 
是 一 致 的 . 

证 明 第 一 个 论断 时 , 我 们 设 在 某 一 zo 有 lim f(zo) #0. 于 是 存在 任意 大 的 
n 值 使 得 12(zo) > 202, 其 中 2a2 为 某 一 正 数 .由 于 函数 f(z) 的 同等 连续 性 , 必 
然 存在 一 长 度 为 5 之 确定 区 间 , 它 包含 zo 点 , 而 且 使 得 在 这 区 间 内 有 f2 >o, n 


1) 事实 上 只 须 假 定 函数 集 在 G 的 一 个 点 上 一 致 有 界 ; 因为 由 同等 连续 性 , 函数 集 须 对 整个 区 域 G 而 
言 一 致 有 界 . 
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为 前 面 指定 的 数值 . 因此 Nf, > da?, 这 和 ,lim Nfn =0 的 前 提 相 矛盾 . 第 二 个 论 
断 的 证 明 与 此 类 似 ; 读者 可 自行 推演 . 

范 数 有 界 的 同等 连续 函数 集 的 另 一 性 质 , 称 为 该 集合 的 光滑 性 0), 可 叙述 如 下 : 
Br 为 正 整数 ,cl cz … ,cr 为 任意 数 , 其 绝对 值 有 一 确定 上 界 , 例如 可 以 是 1. 在 
这 些 条 件 下 , 存在 一 个 正 数 6(e), 它 只 依赖 于 > 和 正 数 c 且 随 < BITS, 使 得 当 
关系 Nei fi +ez 户 十 …+cr 方 ) <e 成 立时 , 就 有 


lei 户 + c2f2 +-+ +crfr| < ô, 


其 中 fifa , 为 集合 中 的 任意 r 个 函数 . 

上 述 论断 可 由 前 面 刚 证 明 的 定理 得 出 , 只 要 注意 这 样 的 事实 , 就 是 若 把 我 们 的 
函数 集 扩 大 而 使 它 包含 所 有 的 线性 组 合 afitefet:+ef (HF r 固定 , |c| 有 
F), 它 依然 是 同等 连续 的 . 

函数 序列 fi, fae 的 光滑 性 又 可 以 表述 为 以 下 性 质 : 从 它 的 任 一 子 序列 中 可 
以 选 出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 . 

下 述 较 为 一 般 性 的 定理 很 容易 由 聚 点 定理 得 出 : 设 


pulz), p12(T), +++, Dir(z)， 
P21 (z), p22(x), ae Por(x), 


为 包含 7 个 函数 的 集合 G1, G2,… 的 序列 , 所 有 的 函数 在 区 间 a < z <b 内 为 一 
致 有 界 并 同等 连续 . 于 是 可 以 选 出 一 子 序列 Gn Gnoe 使 得 函数 组 pnik(z)(K = 
1,2,---,r) 4 i 增加 时 一 致 收敛 于 7 个 连续 函数 pi(z),p2z(7),…… ,pr(z). 

事实 上 , 可 选 一 适当 的 子 序列 而 使 第 一 列 的 函数 一 致 收敛 ; 从 这 个 子 序列 中 又 
可 以 选 出 一 子 序列 而 使 第 二 列 也 一 致 收敛 . 将 这 步骤 继续 再 重复 r- 2 次 就 行 了 . 
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2.3.1 ”独立 性 测度 


7 个 函数 fi, f2,… fr 线性 相关 或 线性 独立 的 简单 判别 法 可 由 类 似 于 用 在 n 
维 空间 矢量 的 步骤 得 出 . 我 们 首先 考虑 7 个 变数 tita e ,tr 的 二 次 型 


K(it)= Neti tet tebe) = (ft tt de 
r (12) 
= $ (fife )tite. 


i,k=1 


1) 这 个 有 关于 函数 集 的 概念 , 不 应 和 第 1 章 中 所 引进 的 “光滑 函数 ”的 概念 相 混淆 ， 
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因为 K(t,t) 是 正定 的 , 它 的 最 小 本 征 值 m (也 就 是 说 , 当 te 在 条 件 D2 = 1 下 


i=1 
变动 时 K 的 最 小 值 ) 一 定 是 非 负 的 . 我 们 称 m 为 函数 fi, fo,… , fr 的 “独立 性 测 
E”. 显然 函数 及, f2,… fr 线性 相关 的 充 要 条 件 为 独立 性 测度 m 等 于 零 . 在 线 
性 独立 的 情形 则 m 标示 出 “独立 的 程度 ” 
函数 组 fio, Se 的 格拉 姆 行列 式 


(fifi) «> (fife) 


工 (万 … fr) = (13) 


(fr fi) ieee (fr fr) 


等 于 零 是 和 其 独立 性 测度 为 零 的 事实 相等 当 的 ， 这 是 因为 格拉 姆 行列 式 就 等 于 
K 的 所 有 本 征 值 的 乘积 . 此 外 ,由 于 这 些 本 征 值 是 非 负 的 , 所 以 就 有 m << 
mM", 其 中 M 是 K 的 最 大 本 征 值 , 而 r > 00, 因此 , 格拉 姆 行列 式 等 于 零 是 函 
Bhi, fos ++, fr 线性 相关 的 充 要 条 件 . 


假如 我 们 作 r 个 线性 独立 的 函数 fi, f2,… fe 的 线性 组 合 f= 》 ufi 此 外 


i=l 


并 设 f 已 规 一 化 , 我 们 发 现 , 每 个 系数 w 在 绝对 值 上 皆 不 能 超过 上 界 1/ Ym, 后 者 
只 依赖 于 独立 性 测度 . 事实 上 , 若 写 


vi 二 》 


由 m 的 定义 我 们 显然 有 


me f (San) payee lt ae = 
i=1 


; 
ye De 
i=1 i=1 


因此 Shu? < 1/m. 假如 把 独立 性 测度 大 于 一 正 下 界 /的 一 组 个 函数 正 交规 一 
i=1 
化 , 也 就 是 说 , 把 这 些 函数 代 换 为 其 适当 的 规 一 化 线性 组 合 , WAA RRA 
SRM 1/ VK. 
2.3.2 一 函数 序列 的 渐 近 维 数 
规 一 化 的 函数 序列 fa, 户 , (或 者 更 一 般 地 说 是 范 数 有 界 的 序列 ) 称 为 恰 是 r 
维 的 ,假如 序列 中 的 任意 > + 1 个 函数 蕴 线性 相关 ,而 同时 序列 中 至 少 存在 一 组 


1 这 个 不 等 式 是 施 瓦 欧 不 等 式 的 推广 ; 事实 上 , 当 + = 2 时 , 它 就 是 施 瓦 欧 不 等 式 . 
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r 个 线性 独立 的 函数 .在 这 种 情形 下 , 序列 中 的 每 一 个 函数 皆 可 表 为 r 个 基 函 数 
91,925°°* ,gr 的 线性 组 合 tig1 + t2g2 十 … 十 trgr, 其 中 t,t2,… ,tr 为 常 系数 ; 于 是 
整个 函数 序列 为 “线性 空间 ”( 或 “线性 族 ”) tigi + tz2gz 十 … 十 trgr 的 元 素 所 组 成 . 

假如 函数 序列 fifo 不 是 有 限 维 的 , 就 存在 两 种 可 能 性 : (1) 对 每 一 任意 
大 的 正 整数 s 而 言 ， 皆 存在 包含 s 个 元 素 的 函数 组 fni fn,,… ,fn,， 其 中 下 标 
ni,n2,… ,ns 可 任意 大 , 而 这 些 函 数 的 独立 性 测度 在 一 确定 下 界 之 上 ， 它 不 依赖 
于 ni 而 可 能 依赖 于 s. 在 这 种 情形 , 我 们 规定 函数 序列 的 渐 近 维 数 为 coD. (2) 对 
充分 大 的 s 而 言 , fno , fn 的 独立 性 测度 随 下 标 1, n2,--- ,ms 的 无 限 增加 而 趋 
FẸ. 这 时 , 最 小 的 整数 > 使 得 当 s > r 时 独立 性 测度 就 趋 于 零 的 , 叫做 序列 的 渐 
近 维 数 . 特别 地 , NS, 随 n 的 增 大 而 趋 于 零 , 则 > = 0. 假如 一 序列 的 渐 近 维 数 
Ar, 而 且 我 们 使 去 足够 多 个 位 于 序列 开头 的 函数 , 那么 剩 下 的 函数 中 的 任意 ~ 二 1 
ME LP” 线性 无 关 . 

这 个 用 语 是 与 n 维 空间 矢量 类 比 而 得 出 的 . 假如 渐 近 维 数 为 r 的 序列 中 相当 
后 的 那些 函数 都 可 以 用 由 7 个 基 函 数 所 张 的 线性 空间 中 的 函数 以 任意 准确 度 加 以 
IE, 那么 这 个 用 语 就 很 有 意义 了 . 可 是 一 般 说 来 , 除非 按照 勤 贝 格 理论 推广 函数 
和 积分 的 概念 , 否则 前 面 的 说 法 是 不 成 立 的 . 因为 我 们 希望 不 越 出 初等 理论 的 范畴 ， 
所 以 我 们 如 2.2 节 中 所 讨论 的 那样 在 一 些 限制 作用 的 假定 下 来 证 明 上 述 论断 . 事实 
E, 我 们 干脆 地 假定 所 讨论 的 函数 序列 是 平滑 的 . 

在 这 种 情形 , 就 有 以 下 的 定理 : € fi, fo,… 为 一 平滑 函数 序列 其 渐 近 维 数 为 
r, 则 存在 r 个 线性 独立 的 函数 (可 取 为 正 交 规 一 化 的 ) g1, g2,… ,gr, 使 得 当 n FE 
分 大 时 , 每 一 个 函数 f 和 线性 空间 tigi +--+ tro, 中 的 某 个 函数 之 差 小 于 任意 正 
Re, 而 且 不 存在 基 函 数 少 于 r 个 的 空间 具有 同样 的 性 质 . 

上 述 线性 空间 可 以 这 样 确定 : 设 G1,G2,… ,Gm,… 为 一 串 包含 7 个 函数 
fm fma fm, WBRA, fmo , fm, 属于 所 给 的 序列 , 而 且 每 一 组 的 独立 性 
测度 皆 在 一 确定 正 下 界 u ZL, 而 下 标 mi(i = 1,… ,7) 当 m 增加 时 趋 于 无 穷 . 于 
是 以 G 中 函数 为 基 的 线性 函数 空间 Sm, 4m WAN, 一 致 收敛 于 由 7 个 线性 独 
立 的 函数 g1,g2,… ,gr 所 形成 的 极限 空间 T. 所 谓 收敛 , 意思 是 指 当 m 充分 大 时 ， 
Sm 中 每 一 规 一 化 的 函数 都 和 T 中 一 函数 相差 任意 小 . 

为 了 证 明 的 方便 , 我 们 引进 一 空间 和 一 函数 之 间 的 距离 的 概念 . 我 们 说 一 函数 
f 和 一 线性 函数 空间 S 间 的 距离 小 于 正 数 d, 假如 Ss 中 有 一 个 函数 它 和 f 的 差 
的 绝对 值 到 处 小 于 d. 同样 我 们 说 两 个 线性 函数 空间 S 和 5* 间 的 距离 小 于 a, 假 
如 一 空间 中 的 每 一 规 一 化 函数 都 和 另 一 空间 中 的 某 一 规 一 化 函数 的 差 的 绝对 值 小 
Fd. 


1) 无 穷 维 ( 渐 近 ) 序列 最 简单 的 实例 为 正 交 标准 函数 序列 ， 这 序列 中 任 一 有 限 子 集 的 独立 性 测度 皆 
为 1. 
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因此 立刻 得 知 , 当 m 和 n 充分 大 时 , 函数 fn 和 空间 Sm 之 间 的 距离 为 任意 
小 .因为 当 mm 及 n 充分 大 时 所 , fm，… ,fm 的 独立 性 测度 必 为 任意 小 ， 我 们 


的 函数 序列 既然 是 平滑 的 , 所 以 存在 > + 1 个 数 wo,u1,… run Jou = 1, 使 得 


i=0 
luofn + uifm +--+ + Urtm,| 为 任意 小 . 注意 wo 的 绝对 值 不 能 随 m 和 n 的 增加 
而 为 任意 小 , 因为 否则 fmi fines , fm, 的 独立 性 测度 将 为 任意 小 而 与 当初 假定 
它 有 下 界 u 的 事实 矛盾 . 所 以 我 们 可 以 用 wo EPR tofa 十 tifm ++ urfm & 
ui/Uo = —t;, 而 得 出 这 样 的 结论 , 就 是 当 m 和 n 充分 大 时 , 函数 所 与 在 线性 空间 
Sm 中 适当 选择 的 一 函数 th fm, 十 … 十 如 各- 相差 任意 小 . 由 此 可 见 , 4 m Al n FE 
分 大 时 , 空间 Sn AS, 之 间 的 距离 也 为 任意 小 . 现在 令 e 为 一 小 正 数 ( 往 后 将 使 


其 充分 小 ), 而 令 enea 为 一 串 满足 条 件 Se: = 的 正 数 . 此 外 , 再 令 mi 为 一 


i=l 

正 整数 , HAH n> mi, m > mi 时 , Sn 和 Sp 间 的 距离 小 于 ci 现在 我 们 在 空间 
Sm 中 取 任 意 7 个 规 一 化 的 函数 hi, hiz hair, 并 定 出 空间 Sm (M > m) 的 
规 一 化 函数 hz1,h22,… ,hzr, 使 |hzi 一 hii| < si( 这 是 可 能 的 , 因为 Sm, M Sn, 
间 的 距离 小 于 c1). 同样 我 们 可 以 在 空间 Sm (ms > me) 中 定 出 一 组 规 一 化 的 函数 
hai, hg2,-+- , har WE [hai 一 hzi| < €2, 等 等 . 因为 |hpi 一 hai| < sp 十 … 十 co-l(D < 9), 
所 以 对 任意 固定 的 i 函数 序列 hni(i = 1,… ,7) 皆 一 致 收敛 于 一 极限 函数 gi, 而 
lgi — hai] < e. E e 充分 小 , 则 当 函 数 hi, hiz,… ,hir 的 独立 性 测度 不 等 于 零 时 ， 
函数 g1,g2,:… ,gr 的 独立 性 测度 也 不 等 于 零 ; 因此 gi 线性 独立 . 函数 gi, g2,:… ,gr 
显然 满足 所 有 我 们 的 要 求 . 
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2.4.1 ” 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 
赛 函 数 是 完备 函数 组 的 最 简单 的 例子 : 
1,2,27,2°,--- : 
这 些 函 数 在 任 一 闭 区 间 a < z < b 上 形成 一 完备 函数 组 ; 事实 上 , 我 们 有 以 下 笋 
尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 0: 在 区 间 a < zx < b 上 的 任意 连续 函数 可 用 在 此 区 间 上 的 多 
项 式 一 臻 逼近 . 
1) K. T. W. SUR MELON: 任意 实 函数 分 析 表 示 的 可 能 性 (Uber die analytische Darstellbarkeit 


sogenannter willkiirlicher Funktionen reeller Argumente). Sitzungsber. K. Akad. Wiss. Berlin: 
1885, 633-639, 789-805; 全 集 第 三 卷 . Berlin: 1903. 
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这 条 定理 所 肯定 的 还 不 止 于 完备 性 ; 它 肯 定 了 一 致 收敛 的 可 能 性 , 而 不 仅 限于 
平均 收敛 . 

证 明 这 条 定理 时 , 我 们 假设 区 间 a < z <b 整个 在 区 间 0 < z < 1 之 内 ; 于 
E, 我 们 可 以 找到 两 个 数 a 和 p, 满足 0 < a < a <b<B<1. 假定 原先 在 区 间 
a < z < b 上 连续 的 函数 f(z) 已 连续 地 扩张 到 了 整个 区 间 a < z < 8 之 上 . 

试 考虑 积分 


1 
= — y? Ndy 
Jn ix "dv, 
我 们 立即 看 出 , 4 n WAN J, 收敛 于 零 . 现在 若 令 6 为 区 间 0 < 6 < 1 之 内 的 一 
个 定数 , 并 令 
<< i — v*)"du 
Z= l (1 — 0?)"dv, 


我 们 可 以 斯 定 有 


* 


c 
im, Ja 0, 


这 意思 是 说 , 当 n 充分 大 时 , 由 0 到 5 的 积分 在 0 到 1 的 整个 积分 中 占 了 绝 大 部 
分 . SLE, 当 n>1 时 


1 
ndy = 1 
n> f a-v) GATE 
1 
Jac / (1 — v?)"du < (1 — 6?)"(1 — ô) < (1 — 67)", 
6 


Jee (n 4:11 &)", 


Jn 
因此 
wie Jy 
现在 我 们 假定 a < x < b 而 作 式 子 


B 
f fF(W — (u - z)?]”du 
P, (2) = a — r (n= 1, 


im —u?)"du 


这 是 z 的 2n 次 多 项 式 , 其 系数 为 一 些 定 积分 的 商 . 我 们 来 证 明 这 些 多 项 式 给 出 了 
所 要 求 的 近似 . 
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作 代 换 u= vtr, 得 分 子 的 表达 式 为 
B B-x 
f fl- (u - z)?]”du = yi fv + 2)(1 - 0?) dv 
—6 6 B-r 
-{ ff Reni, 
其 中 正 数 5 系 在 区 间 0 < 5 < 1 之 内 , 其 值 下 面 再 加 以 确定 . 积分 h 可 变换 为 
6 6 
h = f(a) Í (1 — v?)"dv + f flv + 5) — f(a) — vnav 
; —6 一 6 
6 
= 2f(2)(Jn — J!) + 人 Mota) -Fo -do 
根据 f(z) 在 区 间 a < z < 8 内 的 一 致 连续 性 ， 对 任意 小 的 e> 0 可 以 选择 
6 = d(c), 它 在 区 间 0 < 6 < 1 之 内 , 只 依赖 于 c, 而 使 得 当 lvl 和 56 并 a 入 z<b 时 ， 
有 jf(v+z) 一 f(z)| <e. 于 是 


6 6 
y [f(v +2) — f(2)|(1 - v?)”do| < ef (1 — 0?)"dv 
S —ő 


1 
—_ ay2\n = . 
<ef a v*)"du = 2eJn 
此 外 , 4 M 为 |f(z)| 在 a <z< 8B 内 之 极 大 , 我 们 可 得 
一 5 
Ih) < mf (1 —02)"dv = MI, 
-1 
1 
IIa] < mf (1 —v?)"dv = MJX. 
6 
Pale) 中 的 分 子 既 然 等 于 2J, 所 以 就 有 
|P(z) — f(x)| < 2m3 +E. 


因为 jim (J}/Jn) = 0, 故 适当 选择 ”可 使 上 式 右 端 小 于 2e; 因此 在 区 间 a<z <b 
EP, 42) 的 确 一 AHDE f(r). 
2.4.2 ”推广 到 多 元 函数 的 情形 


以 完全 同样 的 方式 可 以 证 明 m 个 变数 z1,7z2,… ,zm 的 函数 S, 若 在 ui < zi < 
bi (i 二 1,2,… ,Mm; 0 < ai < ai < bi < Bi < 1) 内 连续 , 就 可 以 用 下 面 的 多 项 式 一 致 
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iit: 
Bila ses cea) 


By Bm 
ff fe sl = (in sp Gam = em) hd dm 


Te 
2.4.3 ”函数 及 其 微 商 同时 用 多 项 式 带 近 


类 似 的 论据 可 导致 以 下 一 般 的 结果 : E f(z1,z2,… ,zm) 以 及 其 直到 大 阶 的 
微 商 在 闭 区 域 a; < zi < bi 内 连续 , 则 f 可 用 多 项 式 P(z1,7z2，,… ,zm) BOWE, 
而 f 的 直到 阶 的 各 阶 微 商 则 由 多 项 式 的 相应 各 阶 微 商 一 致 逼近 . 

证 明 这 一 点 时 , 我 们 假定 0 < a; < b; <1, 而 且 还 假定 函数 及 其 微 商 皆 已 连续 
地 扩充 到 一 较 大 的 方形 区 域 < zi < Bi (0 < ai < ai < bi < pi <1) 之 上 , 而 使 得 
该 函数 及 其 (k 一 1) 并 一 1 以 下 的 各 阶 微 商 在 较 大 的 区 域 的 边界 上 为 零 ， 于 是 在 
上 一 节 中 定义 的 多 项 式 Pn(z1,72,… ,zm) 就 给 出 所 要 求 的 近似 . 验证 这 一 点 时 只 
要 在 积分 号 下 对 zi 求 微 商 , 再 用 对 wi 的 微 商 代替 对 z; 的 微 商 , 最 后 利用 假定 中 
的 边界 条 件 分 部 积分 变换 所 得 的 积分 就 行 了 . 


2.4.4 ”三 角 函 数 的 完备 性 
由 2.4.1 节 可 以 推出 以 下 重要 事实 , 即 正 交规 一 化 的 三 角 函 数组 


8l- cos Tr sin x cos 2x sin 27 P 

Vr Vr Vi’ Vr Vr 
EKE -x < xz < 7 内 是 完备 的 . 事实 上 我 们 可 以 证 明 以 下 含义 更 多 的 定理 : 在 区 间 
-r < 工艺 内 连续 而 且 满足 f( 一 7) = jf(m) 的 任意 函数 可 用 三 角 多 项 式 


(14) 


n 
S 十 2 cos vz + y sin vz) 


— Kish iff, KPa, FoB, AK HK. 
证 明 这 定理 时 , BINS 9 以 代替 r, 并 考虑 一 上 ,7 平面 , 其 极 坐标 为 p 和 O(E = 
p cos 0, n= p sin 0). 于 是 函数 


p(E,n) = pf (0) 


在 整个 én 平面 上 连续 , 而 且 在 单位 圆 C+? = 1 上 和 所 给 的 函数 £6) 一 致 . 按 
魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 , 这 个 函数 在 包含 单位 圆 的 一 方形 内 可 以 用 上 An 的 多 项 
ABOME. BANGS p = 1, 就 可 以 看 出 f(9) 可 以 用 cos 6 和 sin 9 的 多 项 式 一 
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BURL. 可 是 由 熟知 的 三 角 公 式 , 每 一 个 这 样 的 三 角 多 项 式 都 可 以 写成 前 面 所 提出 
的 形式 


= $ Ye. cos vx + By sin vz). 
凡 不 满足 周期 性 条 件 f(-r) = f(r) 的 连续 函数 f(z) 可 以 用 满足 这 条 件 的 连 
续 函数 g(z) 来 代替 ,而 使 得 积分 | (f(z) - gla) de 为 任意 小 . 由 此 可 见 凡 连续 
BAHT =A SAA PILE, 所 以 三 角 函数 成 一 完 各 组 


2.5” 健 里 叶 级 数 
2.5.1 ”基本 定理 的 证 阴 
由 2.1 节 的 讨论 和 三 角 函 数 的 正 交 性 可 得 以 下 结论 : HATA Bet SAX 


1 n 
gn(2) = 320 十 >》 (a cos vz + b, sin vz), 
1 


其 中 = 
a =f fe) cos vedr (vy =1,2,---,n), 


b, = F f(x) sin vzdr (v =1,2,--- ,n), (15) 


ay = + i f(a)dz, 


我 们 可 以 得 到 f(z) 的 最 好 n 级 平均 近似 . 
上 述 多 项 式 又 可 以 用 更 简明 的 形式 写 出 : 


“ 2a, =a, —ib,, v>0, 
sn(Z) = > ave $ 2ao = ao, 


ene 2a, =a, +ib, v<0, 


ay = 5 is feed (v=0, +1, 42, +), (15°) 


这 里 我 们 利用 了 关系 式 cos ve +i sin vg =e”. 

这 些 多 项 式 虽 然 给 出 了 最 好 平均 近似 , 但 并 非 不 加 证 明 就 可 以 断定 它们 也 给 出 
函数 的 一 致 近似 一 一 也 就 是 说 , 并 不 能 断定 无 穷 级 数 ,lim sn(z) 一 致 收敛 并 代表 
函数 f(r). 这 个 问题 乃 是 傅 里 叶 级 数论 的 中 心 问题 . 


2.5 WEHR - 59- 


为 方便 计 , 我 们 假定 函数 f(z) 最 初 只 定义 在 区 间 -r <r <r E, 然后 再 利用 
函数 方程 f(z 十 27) = f(x) 按 周期 性 延 拓 到 这 区 间 之 外 . 此 外 , 在 每 个 跳 断 点 上 , 我 
们 要 求 函 数值 等 于 其 左右 极限 的 算术 平均 值 , 即 f(z+0) = lim f(z+h) 和 f(z-0) = 
lim f(z 一 h)(h > 0) 的 平均 值 ; 也 就 是 说 , RNS f(z) = 5 f(x +0) + f(z —0)}. 

于 是 就 有 以 下 的 定理 : 任意 在 区 间 -T < ZT < 7 内 分 段 连续 并 以 27 为 周期 的 函 
数 可 以 展 成 一 傅 里 叶 级 数 ; 也 就 是 说 , BB SHR 


1 n 
sn(Z) = 3% 十 X (av cos vz +b, sin vz) 


v=1 


4 m” 增 大 时 收敛 于 f(z). 此 外 , 我 们 还 将 证 明 : 在 该 函数 为 连续 的 任意 闭 区 间 内 ， 
傅 里 叶 级 数 的 收敛 是 一 致 的 . 

我 们 将 先 对 f(z) 为 连续 的 而 只 有 其 微 商 f) 有 断 点 的 情形 来 证 明 这 定理 . 
EH av 和 b, 来 表示 f'(z) 的 展开 系数 , 我 们 就 有 


av = ~ | f'(x) cos vedz = “f f(z) sin vedz = vb,, 
se gale f v [T 
By = = f'(x) sin vedr = = f(x) cos vedz = —va,, 


Qo = 0. 


由 于 f'(z) 是 分 段 连续 的 , 我 们 有 完备 性 关系 


+f" f?(z)dr = 2 la + 82) = 2. v’ (a; + b?). 


因此 
>》 (a cos vz +b, sin vz)|= a “(vay cos vz+vb, sin vz) 
< /Dr + 82)-/ > 5 
i ae “1 
yad fe ya 
这 就 立刻 证 明了 无 穷 级 数 


1 co 
Jim $,(z) = z% + 》 la cos vz +b, sin vz) 


vol 
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的 绝对 和 一 致 收敛 性 , 而 由 于 三 角 函 数 的 完备 性 , 这 个 级 数 就 代表 f(z). 
为 了 在 函数 不 连续 而 分 段 平滑 时 证 明 傅 里 叶 展 开 式 的 正确 性 , 我 们 从 考虑 这 一 
类 型 中 的 一 个 特殊 函数 开始 , 即 由 以 下 式 子 定义 的 函数 : 


h(z) = 3(r —2), 0<2<2n, 
h(0) = 0, 
hle $x) = h): 
这 个 函数 在 z = +2kr(k = 0,1,---) 这 些 点 上 的 跳跃 为 r. BRASH RBA 
St. EE T E T E 


假如 傅 里 叶 展 开 对 分 段 连续 的 函数 成 立 , 我 们 就 该 有 
i= sin vx 


v=1 
验证 这 个 式 子 时 我 们 首先 作 函 数 


g(x) = h(x)(1 — cos x) = 2h(z) sin? 3 


它 是 到 处 连续 并 且 分 段 平滑 的 . 根据 前 面 论据 , 这 函数 的 传 里 叶 级 数 》、B, sin vz 
一 致 收敛 并 等 于 g(z). 系数 6, A b, 间 有 关系 m 


1 
By = by — zr- 二 b+) (v=2,3,---), 
1 
By == bı = 302- 


假如 我 们 令 5 by sin va = sn(2), >> Bu sin vz = on(z), 我 们 就 有 
v=1 


v=1 
1 : 1 \ 
(1 一 cosz)sn(z) = an(z) 一 abn sin(n + 1)z + gonti sin nz. 


“4 n 增加 时 , bn KAFE, 而 和 数 cn(z) 一 致 收敛 于 g(x). 因此 (1 一 cos z)sn(z) 
在 区 间 -r < z <r 内 也 一 致 收敛 于 g(z), 而 ss(z) 本 身 在 任 一 不 包含 点 z= 0 的 
闭 子 区 间 内 一 致 收敛 于 A(z). 

在 除去 的 点 > = 0 上 , 所 有 部 分 和 sn WAP, 所 以 lim sn(0) = 0. 由 此 可 见 
在 间断 点 上 级 数 的 值 也 等 于 h(z) 的 值 , 也 就 是 说 等 于 左右 极限 -3 和 的 算术 
平均 . 


2.5 傅 里 叶 级 数 -61- 


由 于 函数 h(x) 在 zx = 0 的 跳跃 为 r, 函数 h(z 一 &) HE = 2 的 跳跃 也 为 7 而 在 
基本 区 间 其 他 各 处 则 连续 . 可 是 f(r) 既然 是 分 段 连续 的 函数 而 在 区 间 0 < z < 2r 
的 点 z=& (i=1,… ,7) 上 跳跃 s(&i) = f(& +0) 一 f(é&i — 0), 因此 
F(z) = f(z) - 9 E 

v=1 
为 一 到 处 连续 的 函数 , CH f(z) 此 有 分 段 连续 的 一 级 微 商 . 所 以 F(z) 可 以 展 成 绝 
对 和 一 致 收敛 的 傅 里 叶 级 数 . 可 是 函数 
T s(&i) 
D -a Ma — &) 
tH AT ARES BM RB, 它 在 不 包含 间断 点 的 任 一 闭 区 间 内 一 致 收敛 , 因此 在 本 节 
开始 所 令 述 的 定理 完全 得 证 . 
2.5.2 MEHAK 

三 角 函 数 又 可 以 用 来 构造 高 维 空间 一 “方块 ”上 的 正 交 函数 组 .为 简单 计 , 我 
们 只 考虑 “平面 ” (二 维 ) 的 情形 . 可 是 所 有 我 们 的 论据 都 可 以 用 于 任意 维 数 . 

函数 


h(x — &) 


cos us cos vt (u=0,1,---; »=0,1,---), 
sin us cos vt (u=1,2,---; v=0,1,---), 
cos us sin vt (u=0,1,---; v=1,2,---), 
sin us sin vt (pp me 1, 2,065 v=1,2,.…), 


在 方形 0 < s < 2r, 0 < t < 2r 上 成 一 正 交 组 . 用 复 指数 来 写 出 展开 公式 最 方便 . 
假如 F(s,t) 可 以 展 为 一 致 收敛 的 重 傅 里 叶 级 数 , 则 级 数 为 
F(s,t) = x > ayveiiustut) 
1 一 一 co v=—00 
其 中 2r 2r 
a= za | as f dt F(s, tje Pst., 
0 0 


函数 组 的 完备 性 , 因 之 完备 性 关系 


o9 2n 2n 
aw? = |F(s, t)|?dsdt, 
g 0 0 


用 2 一 一 co 


可 以 从 由 一 元 完备 组 作出 多 元 完备 组 的 一 般 定理 得 出 . 


此 外 , 车 oF © E) 存在 并 分 段 连续 , 则 F(s,t) 的 伟 里 叶 级 数 绝对 并 一 致 收敛 . 
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2.5.3 (EM MAES 
假如 周期 函数 f(z) 连续 , 并 且 有 直到 (h — 1) 阶 的 连续 微 商 , 又 假如 其 h MA 
商 分 段 连续 , 若 f(z) 之 传 里 叶 展 开 为 f(z) = 5 ave”, 则 当 |v| > 1 时 , 系数 
o 可 如 下 加 以 估计 ， ea 
2la| = Vaz + <<, 


其 中 c 为 一 常数 . 因此 , 函数 愈 是 平滑 , 其 傅 里 叶 系数 之 趋 近 于 零 愈 快 . 
如 果 将 传 里 叶 系数 的 表示 式 (15) 分 部 积分 h 次 , 就 立刻 可 以 得 到 以 上 的 关系 . 


2.5.4 基本 区 间 长 度 的 更 改 
车 函数 f(r) 以 21 为 其 周期 , 它 可 以 展 成 级 数 


1 = 元 ot 
f(z) = 3% + 2 (a. cos vT +b, sin v2) j 


其 中 
av = if f(t) cos vītdt, 
0 
b = if f(t) sin vītdt, 
又 可 以 把 它 写 为 i 
f(z)= > aye(F)=, 
21 
a, = 5 f fe E at. 
0 
2.5.5 PF 


关于 傅 里 叶 级 数理 论 的 应 用 的 简单 例子 , 读者 可 参看 初等 教科 书 2). 在 这 里 我 
们 将 利用 傅 里 时 展开 导出 9 函数 所 满足 的 函数 方程 以 及 泊 松 的 一 般 公式 . 
9 函数 


0(z)= >> e? (x >0) 


p=—0o 


的 函数 方程 为 
bz) = z’ (=) 


1) 例如 见 柯 朗 . 微 积分 学 . 第 一 卷 , 第 440-446 页 (有 中 译本 ). 


2.5 fe Bur eH - 63 . 
证 明 这 个 关系 时 , 我 们 令 


ply) = $ ery, 


HA 一 一 oo 


显然 p(y) Ay 的 周期 函数 , 以 1 为 周期 , 而 且 具 有 对 y 的 各 阶 微 商 , 因此 可 以 把 它 
FRAG BM RR 


co 
yy) = >> ae, 


2 一 一 CO 


其 中 
T 2 ivt 1 :所 n(u+t)? r 2rivtq 
ay = | (tje = > e~ D t. 
E 0 0 


p=- 


因为 求 和 和 积分 的 符号 对 所 有 的 xz > OMAR, 我 们 就 得 到 系数 av: 


Oo 
av 一 > | ent (utt)?2—2riv(u+t) gy 


HA 一 一 oo 


oo +1 ä y 
》 / e 一 Tt z—2nivt dt 
H 


u=—00 


co 二 ; 
= j e 一 Tt r—2rivt dt 
一 oo 


oo 
= gee] e7 ta(t+(iv/z))? dqt = 
一 oo 


et /z 

VT 》 
这 是 因为 沿 平行 于 实 轴 的 直线 Imt = w/z 积分 J ” "de 的 值 , 和 沿 实 轴 的 一 样 
都 是 等 于 Vr ( 若 对 函数 e-* 应 用 柯 西 定理 , 取 线路 为 以 一 T, +T, 十 T+iv/z,， -T+ 


iv/z 为 顶点 的 矩形 , UST 趋 于 无 穷 时 , 在 矩形 铅 垂 方 向 两 边 上 的 积分 趋 于 零 ; 这 
是 因为 被 积 函 数 一 致 收敛 于 零 , 而 积分 路 线 之 长 为 常数 v/z). 因此 我 们 有 


ely) = z 2 e—" /re2rivy 
特别 地 , 当 y = 0, 就 有 


Ha) = Do eO D ea GC 
在 这 里 我 们 把 傅 里 叶 展开 应 用 于 一 个 特殊 类 型 的 无 穷 级 数 变 换 . 这 个 例子 中 的 
方法 在 最 近 用 来 处 理 一 些 出 现 于 数论 中 的 解析 函数 时 , 证 明 它 很 是 有 效 . 
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上 面 的 讨论 可 导致 一 非常 重要 而 一 般 性 的 无 穷 级 数 变换 公式 , 即 所 谓 泊 松 求 
和 公式 . 设 YO plr) 为 一 无 穷 级 数 , 其 中 p(z) 为 > 的 连续 且 连 续 可 微 函数 , 而 


n=—co 


级 数 YO lmnt 和 》、yw(2rn+b 对 在 区 间 0 < t< 27 内 所 有 的 + 而 言 绝对 


于 二 一 Do 寻 二 一 Oo 


并 一 致 收敛 . 于 是 第 二 个 级 数 是 第 一 个 的 微 商 , 而 第 一 个 就 可 以 在 区 间 0 < t < 2r 
内 展 成 一 收敛 的 傅 里 叶 级 数 : 

oo oo 2r co 

bs p(2nn + t)= x =, a) on D p(2nn 十 T)d7 


有 一 一 Do v=—co n= 一 00 


1 ce、 Q fa | 
= D et 5 / y(2nnr + T)e "dr. 
0 


2 一 一 Do n=—co 


最 后 一 式 中 对 n 求 和 的 级 数 可 以 这 样 变换 : 
oo 2r ae oo 2n(n+1) ine 
5 f p(2nn 十 T)e Tdr = > de p(T)e dr 


n=—oo n=>—oco 
oo . 
= / p(r)e”’ dr. 
—oo 


所 以 Sie ae 
or a ivt ivr 
pos y(2nr + t) = on > J. y(r)e™ dr. 


最 后 , HS t = 0, 我 们 就 得 到 
>. 2(2rm) = > 区 到 ks p(r)e~*”" dr. 


n=—co 


这 就 是 泊 松 公式 . 显然 , 当 所 有 在 公式 中 出 现 的 积分 存在 , BH YO y(2nn+t) 在 


n=—co 


区 间 0 和 上 < 2r 上 一 致 收敛 , 而 且 该 级 数 表示 的 函数 可 以 展 成 傅 里 叶 级 数 时 , 公式 
就 成 立 . l 


2.6 WEHR 


2.6.1 ”基本 定理 
考虑 函数 f(r), 它 在 区 间 -! < xz < ! 内 可 表 为 傅 里 时 级 数 


一 v(m /t) Z —iv(7/l)t 
f(z)= > ae, a= z Í. f(t)e dt. 


2 一 一 Do 


2.6 ” 傅 里 叶 积 分 - 65- 


很 自然 地 , 我 们 想 使 ! 趋 于 00, 因为 这 样 一 来 不 再 需要 按 周 期 延 拓 f, 而 我 们 就 有 
希望 得 到 定义 在 整个 实 轴 上 的 非 周 期 函数 的 表示 式 . 我 们 将 仍 假定 f(z) 在 任何 有 
限 区 间 内 分 断 平滑 , 而 且 在 间断 点 上 函数 之 值 为 其 左右 极限 的 算术 平均 . 此 外 我 们 


还 加 上 一 个 假定 , 即 积分 J “|f(z)laz 存在 . 
#4 n/l= ô, 我 们 就 得 到 


f(z) = > > 6 a Ajeet 


令 1 一 co, FH 5 0, 我 们 发 现 很 可 能 有 下 列 公式 
flay= 5 [du EO (16) 
只 要 证 明 可 以 这 样 取 极限 就 行 了 , 对 实 函 数 f(z) MA, 这 公式 又 可 写 为 
f(a) = 1 ar Í. p oe — eae: (17) 


证 明 上 述 “ 傅 里 叶 积分 公式 ”成 立时 , 直接 验证 方程 (16) 或 (17) 比 证 明 极 限 
步骤 的 合法 更 为 简单 . 
我 们 从 积分 公式 
tim = [setae = Sse +0) + f(s—0)] = F(a) 


v=o n 


开始 , 其 中 a 为 任意 正 数 . 这 个 公式 对 任意 分 段 平 滑 的 函数 皆 成 立 , 是 狄 利 克 雷 所 
证 明 的 2). 由 这 公式 可 得 


f(a) = lim f farna f cos utdu 
= Jim | duf fero cos utdu 
=| auf fero cos utdt. 
我 们 说 对 t 的 积分 可 扩张 为 由 一 oo 到 co. AA A> a, 我 们 有 
v v pa v p-a v pA -a pv A po 
[LAL 


1) 这 个 公式 一 般 也 被 用 作 仿 里 叶 级 数论 的 基础 其 证 明 可 参看 微 积 分 教科 书 , 例如 , 见 柯 朗 . 微 积分 
学 . 第 一 卷 , 第 450 页 . 
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根据 假设 ， J ”|f(z)ldz = C 存在 , 故 由 上 式 可 得 


are ek 


-a : t A e t 
< rer al +| [sero a 
=A a 


一 区 A 
T ( [e+e + f e+ oat) 


<i ff e+ia =< 


现在 若 固定 v 而 令 4 趋 于 无 穷 , 就 得 到 
全 d 

再 令 v 一 co 求 极限 , 我 们 有 

mf Eo 


适当 选择 a 可 使 上 式 右 端 为 任意 小 , 因此 证 明了 所 要 的 (17) R. 
因为 / ”p(t) cos u(t _z)dt X u WARR, 上 式 又 可 写 为 


a 


< 


C 
< 一 . 
a 


f(x) = sf. au f f(t) cos u(t — x)dt. 


另 一 方面 ， J © H) sin u(t —2)dt X u 的 奇 函数 ; 所 以 


0= Ži Te auf f(t) sin u(t — x)dt, 
只 要 式 中 出 现 的 积分 收敛 0). 由 前 一 式 中 减 去 最 后 一 式 , 我 们 就 得 到 公式 (16), € 
当 f(z) 为 连续 时 恒 成 立 . 
2.6.2 ”把 上 节 结 果 推 广 到 多 元 函数 的 情形 
重复 应 用 公式 (16) 就 可 以 得 出 对 多 元 分 段 平滑 的 函数 类 似 的 公式 ; 这 些 公 式 
在 分 段 连续 函数 的 连续 点 上 成 立 ; 即 
4m FF(zl zz) = f i] | F(ti,t2)e tlt (ts)+u2(t2 2)l dt, duidt2du2, 


1) Att f(z) 为 连续 的 点 zx 上 积分 就 收敛 . 在 间断 点 上 积分 发 散 , 这 由 以 下 函数 很 容易 看 出 : 
f(z)=1 当 lzl<1, f(z)=0 当 |z|>1. 


2.6 ” 傅 里 时 积分 . 67. 


只 要 假定 积分 


oo 


f Fesz 和 f ” F(a, te) dte 
存在 . 对 于 n 个 变量 的 一 般 情形 , 在 类 似 的 假设 下 我 们 有 
(27) F (21,22, eats Zn) 


=f see f F(ti, vee ,to)eilu (t1 21) +---+Un(tn -zn)] gti du; ove dtndun. 
—oo 一 Do 


积分 的 次 序 由 公式 中 所 写 微 分 号 的 次 序 所 确定 . 
2.6.3 ” 互 逆 公式 
如 果 我 们 令 


1 j =iuųu 
g(u) = zl. f(t)e"™*dt, 
则 健 里 叶 积 分 定理 (16) 具有 特别 优美 的 形式 ; 因为 它 表 明了 方程 


g(u) = z 5 fedt, f(t) = ie 人 g(u)e™*du 


中 任 一 个 为 男 一 个 的 逆 . 若 假定 方程 之 左 方 为 已 知 , 则 它们 乃 是 一 对 所 谓 积分 方程 ， 
其 中 的 任 一 个 为 另 一 个 的 解 , 而 二 者 乃 是 互 逆 的 . 对 偶 函 数 或 奇 函 数 而 言 , 我 们 依 
次 有 两 组 实 的 方程 


g(u) = Er f(t) cos utdt, f(t)= Er g(u) cos utdu 
glu) = Er f(t) sin utdt, f(t)= Er g(u) sin utdu. 


对 多 元 函数 则 相应 的 互 逆 公式 为 


f(x, ed ,Tn) JEF f 7 IES ve ,En)e (121+ ae ee dén, 


sis sal Era see Ei zit +EnTn) dg; ... 
9(&1, , én) eel fte , Tn)e dz, dens 


自然 是 当 f A 9 在 整个 空间 有 直到 (n+ 1) 阶 的 微 商 时 上 式 才 成 立 , 
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2.7 健 里 叶 积 分 的 例子 
1. 傅 里 叶 积分 公式 (17) 
f(a) == | as T 7 f(t) con ule = 
-if cos urdu { 10 end uidi 
+ [ ” gta ued / f(t) sin utdt, 
当 f(z) 为 偶 函 数 时 化 为 
2 f PAT f * f(t) N 
4 f(x) 为 奇 函 数 时 化 为 
f(z) = Z ‘| ee i ” f(t) sin utde. 
2. 现在 我 们 来 考虑 狄 利克 雷 间断 因子 : 设 偶 函 数 f(z) 如 下 定义 : 


1， 当 |z|<1, 
/0)=) 5, 当 k=l, 
0， 当 |z|>1; 


我 们 可 以 用 健 里 叶 积 分 把 它 表 为 
f(x)= a cos uzdu [ cos utdt 


2 fs sin u cos ux 
=i age rae 
右 方 那 项 叫做 “ 狄 利克 雷 间 断 因子 ”, 它 在 许多 问题 中 都 是 很 有 用 的 . 
3. HM z > 0 的 情形 , 我 们 取 

f(x) =e (8>0)， 

我 们 或 者 有 r . 
f(x)= =f cos uzdu f e* cos utdt 
0 0 


2 [* B cos ur 
qth Paur 


2.8 勒 让 德 多 项 式 - 69- 


或 者 有 


2 Co co 
f(x) == J sin urdu f e`®t sin utdt 
T Jo 0 


usin ur y 
= 一 ~ 
T Jo DB2 + u? : 


4c ARAN, 按 偶 函 数 开 拓 f(z), 就 得 到 前 一 式 , 若 按 奇 函 数 开拓 就 得 到 后 一 式 . 
在 第 二 种 情形 我 们 必须 令 f(0) = 0. 积分 


cos uz ne Alzl 
0 


Pr 


有 了 时 叫做 拉 普 拉 斯 积分 . 
4. 函数 
je)=e 


是 一 个 特别 有 启发 性 的 例子 . 在 这 个 情形 , 互 逆 的 积分 方程 


2 oo 2 co 2 > 
g(u) P F f(t) cos utdt = =/ et /2 cos utdt = e~" /2 
0 0 
S90 oo 
f(t) = V2/ g(u) cos utdu = | eu /2 cos utdu = ee- /2 
0 0 


事实 上 是 等 同 的 . 


2.8” 勒 让 德 多 项 式 


2.8.1 MEAR 1,z,z2?,… 的 正 交 化 作出 勒 让 德 多 项 式 


EBM 1,z,z?,… 在 一 给 定 区 间 上 正 交 化 , 例如 在 -1 和 z 和 1 上 ( 见 2.1 
节 ), 我 们 就 得 到 一 完备 正 交 规 一 函数 组 , 它 在 许多 方面 甚至 于 比 三 角 函 数组 还 要 简 
单 . 我 们 按 这 个 步骤 所 做 出 的 是 一 串 正 交规 一 多 项 式 , 在 差 一 个 常 因子 +1 的 限度 
内 它们 是 唯一 确定 的 . 如 果 我 们 再 要 求 每 个 多 项 式 中 r 的 最 高 寡 次 的 系数 为 正 , M 
结果 就 是 唯一 的 了 . 

在 这 里 我 们 可 告诉 读者 在 差 一 个 常 因子 外 (依赖 于 n 而 不 依赖 于 r), KES 
项 式 和 多 项 式 
1 d(z?-1) 


P(z)=1, Palt) = Fl — 


(n=1,2,---) 
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等 同 , 后 者 即 所 谓 勒 让 德 多 项 式 !， 因 为 很 容易 看 出 , 除了 差 一 个 常 因 子 外 只 可 能 
存在 一 组 所 有 的 窘 次 皆 出 现 于 其 中 的 正 交 多 项 式 , 所 以 我 们 只 要 证 明 Pa X n 次 多 
TAX, ME Pale) 所 作成 的 这 组 多 项 式 的 确 是 正 交 的 就 够 了 . Pal) BRE n KS 
项 式 ; 写 出 来 则 


norae a 


nav 1-3-5- (2v — 1) 
ae coer er a 


SK? AEH LN BP BA; 为 此 只 要 对 于 所 有 正 整数 > 令 (—r)! = 00, RFF 
次 就 会 自行 消失 . 当 n 为 偶数 时 , 第 一 项 乃 是 


n 为 奇数 时 则 为 ee 
R ee 
CD ee 
前 几 个 勒 让 德 多 项 式 为 
eeir Aas P(r) = 527-5, 
P(x) = a 3 — Ša, Pila) = Pat — Pat 5. 


证 明 P(x) 成 一 en 我 们 用 un(x) 表示 (x? — 1)". 于 是 对 非 负 的 整数 
m<n 我 们 就 有 


1 
Maa us”) m = 
i P,(z)2™ dz = za,” 4 (xr)r™dr = 0. 


证 明 这 一 点 时 只 要 继续 分 部 积分 以 除去 因子 z™, 并 注意 un(z) 直到 (n — 1) 阶 的 
微 商 在 积分 区 间 的 两 端 为 零 . 由 此 可 得 


三 RGPnejdz=0 (<n), 
= 


也 就 是 说 任意 两 个 不 同 的 勒 让 德 多 项 式 乃 是 正 交 的 . 为 了 求 出 必须 知道 的 规 一 因 
1) A. M. Legendre. Recherches sur lattraction des sphéroides homogènes. Mém. math. phys. 
prés. a l'Acad. sc. par divers sav., Vol 10, 1785, 411-434; Recherches sur la figure des planètes. 
Mém. math. phys., Reg. de l’Acad. sc., 1784, 1787, 370-389. 


2.8 ” 勒 让 德 多 项 式 OTL: 
1 

子 , 我 们 重复 用 分 部 积分 来 计算 f ful”) (z)]?dz; 
= ‘ 


1 1 1 
f as = -J utn-Dau(n+Ddz = J un-2)u(n+2)dz = ... 
—1 一 】 一 1 


=(-1)" f. unu?” dr = (ony! fa — T)” (1 + 2)"dz. 


但 
1 1 
fa - a)" (1 + z)"de = fo -ajia Hae =... 
_ n(n—1)---1 1 i 
crs cre ht 
= (n!)? g2n+1 
nnt) 
因此 
1 3 2 
上 人 2m 十 1 


所 以 我 们 要 求 的 规 一 化 多 项 式 是 


2n+1 
Prlz) = 4 2 已 (7) 
_— [2n+1 1 d™(z?—1)" _ 
“Va Pata OL). 


勒 让 德 多 项 式 Pale) 具有 性 质 


Pa(1) = 1; 


这 一 点 立刻 可 以 看 出 , 只 要 按 乘积 法 则 求 出 (z 一 1)"(z + 1)" 的 n 阶 微 商 , 然后 在 
所 得 的 式 子 中 令 z=1. 


2.8.2 HAK 

勒 让 德 多 项 式 在 势 论 中 特别 重要 , 在 那里 它们 是 作为 一 “ 母 函 数 " 的 展开 系数 出 
现 的 . 试 考虑 平面 上 两 个 点 , 其 一 离 原 点 之 距离 为 1, 另 一 点 离 原 点 的 距离 为 u <1, 
并 设 它们 的 矢 径 之 间 的 角 为 arc cos xz， 于 是 这 两 点 之 间 的 距离 为 V1 一 2uz +u. 
现在 假如 我 们 把 这 段 距离 的 倒数 展 成 u RK, 则 由 二 项 式 定理 可 得 


1 = E 
ym e as) 


ge a a 


其 中 Qn(z) Ac 的 n 次 多 项 式 , 我 们 说 上 式 左 端的 函数 “产生 ”展开 系数 Q(z). 

可 以 证 明 Qrir) 就 是 勒 让 德 多 项 式 已 (z), 这 只 要 利用 二 项 式 定 理 算 出 Qn(z) 或 

者 证 明 多 项 式 Q(z) 遵守 和 P(x) 一 样 的 正 交 性 关系 . 我 们 现在 选择 第 二 条 路 线 . 
由 定义 (18) 立刻 得 到 


1 = nm 
OR, 
将 左 端 对 z 由 -1 积分 到 1, 经 过 初等 的 运算 我 们 得 到 
1 1+ yuv 


Uv = 2 
1 一 —-u"y". 
Juv °8 1 — yuv 2 i Y 


将 右 端 逐 项 积分 并 令 左右 两 端 相 应 于 vor 的 系数 相等 , 我 们 得 到 


Qn(z)Qm(z)dz = | 
7 2n +1’ 


在 方程 (18) PS z = 1, RNA Qn(1) = 1. 这 样 就 完全 证 明了 Q,(c) 和 P(z) 的 
等 同性 . 


2.8.3 ” 勒 让 德 多 项 式 的 其 他 性 质 


(a) 递 推 公式 . 将 母 函数 对 % 微分 , 我 们 立刻 得 到 相 邻 三 个 勒 让 德 多 项 式 之 间 
的 递 推 公式 


0, 当 nám, 
2 


4 n=m. 


(n + 1)Pn4i(x) — (2n + 1)rP, (£) +nP,_1(7) = 0. (19) 
(b) 微分 方程 . n 阶 勒 让 德 多 项 式 
yo) = Fe - 1)" 
满足 线性 齐 次 二 阶 微分 方程 
(£? —1)y” + 2ry' -n(n + 1)y=0 (20) 
或 者 
[(x? — Dy — n(n + 1)y = 0. (20) 


证 明 的 办 法 是 将 方程 (zz 一 1)u = 2nzu 微分 n+1 次 , 其 中 u = (2? - 1)", 


ul™) = 2"nly}). 


1) 由 这 方程 可 知 Pa(z) 之 根 (由 罗 尔 定理 知 所 有 的 根 皆 实 根 , HE -1 < z < 1 之 间 ) FARR, A 
为 在 任 一 重 根 处 Pn(z) 之 二 阶 及 高 阶 微 商 将 为 零 . 


2.9 其 他 正 交 组 的 例子 .73 ， 


(c) 最 小 性 . 若 将 勒 让 德 多 项 式 Pn(z) RU z" 的 系数 的 倒数 C 而 使 在 CP, (2) 
Po" 的 系数 等 于 1, 我 们 就 得 到 具有 以 下 最 小 性 特征 的 多 项 式 : 在 所 有 首 项 系数 
为 1 的 ”次 多 项 式 中 这 些 多 项 式 和 原点 的 平均 距离 为 最 小 . 证 明 这 一 点 时 注意 在 


1 
积分 | (a + ana" -1+… 十 aojdz 中 被 积 函数 可 写成 (CP(z) +cn-1Pa_1(2)+ 
… 十 co)?. 所 以 积分 等 于 


当 
时 , 上 式 取 最 小 值 . 


2.9 ”其 他 正 交 组 的 例子 


2.9.1 ”导致 勒 让 德 多 项 式 的 问题 的 推广 


我 们 现在 要 把 引起 我 们 去 定义 勒 让 德 多 项 式 的 那个 问题 加 以 推广 . 

设 在 区 间 a < z <b 上 给 了 一 个 非 负 的 “ 权 函 数 ”p(z), 我 们 的 问题 就 在 于 研 
究 将 Vp(z),zVp(z),z?Vp(7z),… 在 区 间 a < z <b 上 正 交 化 而 得 出 的 函数 组 . 

GFE PRR 1,2, x?,… 一 样 , 这 些 函 数 自然 是 线性 独立 的 . 在 所 得 的 正 交 函数 组 
中 , 显然 Vp(z) 前 的 因子 为 多 项 式 Qo(z),Qi(z)…… 其 次 数 依次 为 0,1,…. 这 些 
多 项 式 由 正 交 规 一 条 件 唯一 确定 , 我 们 称 之 为 “以 p(x) 为 权 的 正 交 多 项 式 ”1). 

例如 , 若 

a=-l, b=1, p(x)=1, 


我 们 就 得 到 勒 让 德 多 项 式 Pale); Æ 


a=—1, b=1, p(7)= 


1 
V1 — 2?’ 


E 1) 若 将 多 项 式 Qo(z),Qli(z),… 乘 一 适当 的 因子 , 则 它们 具有 像 勒 让 德 多 项 式 一 样 的 最 小 性 ， 即 当 
积分 

[vee +an-12"-!4---+a9)*dx 
的 被 积 函数 中 的 多 项 式 为 CQn(z) 时 积分 取 最 小 值 . 在 这 里 被 积 函数 中 的 多 项 式 也 可 以 写成 Qi(z) 的 线性 
组 合 , 即 (CQn(z) +en—-1Qn-1(x) +++: +00). 既然 Vp(z)Qn(z) 是 正 交 的 (事实 上 , 若 适 当 定 义 Qi(z)， 


n—l 
它们 是 正 交 规 一 化 的 ), 则 积分 等 于 C2 +Y 2, 当 co = cl =.… = cn-1 = 0 时 积分 取 最 小 值 . 


v=0 
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就 得 到 切 比 雪夫 多 项 式 


1 
T,(z) = grat COS (n arc cosx); 


若 
a=-1l, b=1, p(x) = V1-2?, 


BR ona) = Sin ll +1) arc cons} 
koe VI 一 2Z2 
r 


a=0, b=1, p(z)=2%}(1— z)! (¢>0,p—q>-—1), 
就 得 到 雅 可 比 多 项 式 或 超 比 多 项 式 ; 若 
a 一 一 oo，b= co，p(z) =e, 
有 埃 尔 米 特 多 项 式 ; 若 


a=0, b=, p(r)=e’, 


就 有 拉 盖 尔 多 项 式 . 
现在 我 们 来 更 详细 地 研究 切 比 雪 夫 、 雅 可 比 、 埃 尔 米 特 和 拉 盖 尔 多 项 式 . 


2.9.2” 切 比 雪夫 多 项 式 !， 
切 比 雪 夫 多 项 式 


Tb(z) = 1, T(z) = 


1 
grai COS (n arc cosr) (n 21) 


在 区 间 -1< z < 1 上 以 p(z) = 1/V1 一 2 为 权 作成 一 组 正 交 多 项 式 ”, 这 是 因为 
[mer (2) eg = ee || cos ng cos modo =0 4 mF#n 
=] á we V1 — z? gn+m—2 0 》 四 


Tn(z) 在 区 间 -1 < z <1 上 的 最 大 绝对 值 比 任何 其 他 定义 在 这 区 间 上 而 首 项 系数 
为 1 的 多 项 式 的 最 大 绝对 值 小 ; 也 就 是 说 , 它 和 零 相 差 最 小 (很 容易 看 出 , Tu(z) 中 
zn 的 系数 为 1). 

1) P. L. Tchebycheff. Sur les question de minima, qui se rattachent à la représentation approx- 
imative des fonctions. Mém. Acad. sc. Pétersb., Ser. 6, Vol. 7, 1859, 199-291; 24, 第 一 卷 . 彼得 


Æ: 1899, 271-378 页 , 特别 是 295-301 H. 
2) 这 些 函数 的 确 是 多 项 式 , AW cos mb 是 cos 9 的 多 项 式 : 


cos | je sin2 | i je sinf 0—.... 


2.9 其 他 正 交 组 的 例子 .75 . 


证 明 : 令 arc cos z = 0, 并 考虑 点 zk = coskr/n(k = 0,1,--- ,n), 在 这 些 点 上 
7Tn(z) 和 零 的 差 度 达到 最 大 值 . 显然 , 当 


T 27 

0=0, n’ n’ Pag T, 
我 们 有 i i Ci 
Tn(z) = Pa math iets ton 


一 般 说 来 , BD 


_1)k 
Tn(Zk) = = s 


假设 多 项 式 Rs(z) = 2" + an_lizn 1 十 .… 在 区 间 -1<2<1 上 和 零 的 差 度 小 于 
Tr(x) 和 零 的 差 度 , 则 我 们 将 有 


Tn(zo) 一 R(x0) > 0, Tn(21) 一 R,(21) < 0, 


Tn(zz) — Rn(x2) > 0,- ; 


也 就 是 说 , 有 理 整 函数 (多 项 式 ) Th(z) 一 Rn(z) 在 点 zk 上 依次 取 正 值 和 负 值 . 因此 
这 个 函数 至 少 有 nn MR; 这 是 不 可 能 的 , 因为 它 最 多 只 能 是 (n — 1) 次 多 项 式 . 
我 们 可 以 将 T(x) 规 一 化 , 只 要 除 以 因子 


[2 dx T 
"VI V2 


切 比 雪夫 多 项 式 也 是 一 个 母 函数 的 展开 系数 , 即 


v(x, t) = is -ET (x)(2t)”. (21) 
相 邻 三 个 切 比 雪 夫 多 项 式 可 由 一 递 推 公式 联 贯 , 即 当 n> 2 时 有 
Trii(x) — 2T a(x) + ; ,1(z) = Of (22) 


当 n <2 时 递 推 公式 的 形式 稍 有 不 同 : 
T-T + 77 = -i. 
Tı = Z7T0 = 0. 
切 比 雪夫 多 项 式 满 足下 列 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


(1 一 z2) — ry’ + n?y = 0. (23) 


.76 . 第 2 章 ”任意 函数 的 级 数 展开 


2.9.3 THESAR” 
在 ao = 0, = 1, 而 权 函 数 为 
p(x) 一 z9 (1 一 z)P 9 (q>0,p—q>-—1) 
时 , 我 们 得 到 雅 可 比 多 项 式 Gu(p,q,z). 这 些 多 项 式 又 可 以 从 超 比 级 数 


_,,@8 | a(a+1) A(B+1) 
F(a, B,y,r) = 1+ $ 5s z+ 1.2 ar t 


得 出 , 只 要 以 负 整 数 -mn 代 p, pinta qh >. 因此 它们 满足 超 比 微分 方程 


x(1—z)y” + [y — (a+ 8 + 1)z]y' — aßy = 0 (25) 


(24) 


或 
z(1 —2x)Gi (x) + [q — (p + 1)2]Gi,(z) + (p + n)nG, (zx) = 0, (25’) 
它们 是 这 个 方程 仅 有 的 多 项 式 解 . 这 些 雅 可 比 多 项 式 的 前 几 个 为 


Go(p,q, x)= l, 


1 \p+1 
Gi(p,q,z)=1—- 一 -一 2， 
1(P,9,Z) ( 


ceoa-i-( 1 于 2+( 2 ) eea, 2 


1 2 qalq +1) 


_1_ (312+3 (p + 3)(p + 4) 
Gag LU) q + (3) q(q + 1) i 


(p +3)(p + 4)(p + 5) 23, 
3 qalqa + 1)(q + 2) 


? 


或 者 , 一 般 地 ， 
_ zl-9(1- x) d” 
Gr(p, 9,2) = arie ar a). 
由 这 个 式 子 可 以 看 出 雅 可 比 多 项 式 也 可 以 由 一 母 函数 按 以 下 关系 定义 : 
(1 — x)!-9(1 + 72) ?7(t—1+ V1 — 2tr+t) l(t+1— V1 — Qtr + t?)P-4 
tp-1/1 — 2ta + t? 


[z+"™— 1(1— Z)P+n 9]. 


1) C. G. J. Jaobi. Untersuchungen iiber die Differentialgleichurgen der hypergeometrischen 
Reihe. Journ. f. d. reine u. angew. Math., Vol. 56, 1859, 149-165; 全 集 ， 第 六 卷 . 柏林 : 1891, 
184-202 页 . 


2.9 其 他 正 交 组 的 例子 TT 


5 p=q4=1 时 ,它们 化 为 勒 让 德 多 项 式 


Pu(z) = Gn (1) =F (n4 -m13 ); (26) 
当 = 0,4 = 3 时 , 我 们 事实 上 得 到 切 比 雪夫 多 项 式 
Tala) = Ca (05,57) = SP mm). een) 


2.9.4” 埃 尔 米 特 多 项 式 ， 


埃 尔 米 特 多 项 式 H(z) 是 区 间 -co < x < oo 上 以 p(z) =e? 为 权 的 正 交 多 
项 式 . 最 方便 的 办 法 是 用 一 母 函数 yla, t) 来 定义 它们 : 


(2, t) = ent +2t= ~ ez?ze-(t-z)? 一 S Hal) pa, (28) 
n=0 7 
由 这 个 方程 立刻 可 得 


n 级 埃 尔 米 特 多 项 式 Ha(z) 于 是 等 于 (-1)"er* 乘 以 函数 e7 的 n 阶 微 商 . 由 关 
KR Bw(z,t)/8z = 2tw(z,t) 可 得 


Hp (£) = 2nHn-1(2) (n > 1); (30) 
由 Ow(x, t)/Ot + 2(t — z)y(z, t) = 0 我们 得 到 
Hn41(2) — 22Hn (2) + 2nHn-1(2)=0 (n> 1). (31) 
结合 (30) 和 (31) 我 们 得 到 H(z) 的 线性 齐 次 二 阶 微分 方程 


H} (x) — 21H} (£) + 2nH,(rz) =0 (n>0). (32) 


1) C. Hermite. Sur un nouveau développement en sèrie de fonctions. C. R. Acad. sc. Paris, Vol. 
58, 1864, 93-100, 266-273; 全 集 , 第 二 卷 . 巴黎 : 1908, 293-312 页 . Sur quelques développements en 
série de fonctions de plusieurs variables. C. R., Vol. 60, 1865, 370-377, 432-440, 461-466，512-518; 
全 集 , 319-346 页 . 


埃 尔 米 特 多 项 式 的 前 几 个 为 


Fo(z) = 1， Hı (x) = 22, 
H(z) = 4x? — 2, H(z) = 8x3 — 122, 
H(z) = 1624 — 48x? + 12. 


一 般 说 来 , n 级 埃 尔 米 特 多 项 式 为 


Ha(2)= (22)" — MD (agyn-2 
n(n —1)(n — 2)(n — 3) 


zl (2x)”—4 — eee 


当 n 为 偶数 时 末 一 项 为 
Hij 
(n/2)!’ 
当 n 为 奇数 时 末 一 项 为 
n! 
-DDA 


E n >m 的 情形 , 埃 尔 米 特 多 项 式 的 正 交 性 可 由 积分 


(-1)*-/2 


Fe Hm(2)Hn(x)e~* dz = (—1)" T Hala) dz 


连续 分 部 积分 得 出 , 只 要 记 住 公式 (30) 并 注意 e-* 以 及 其 各 阶 微 商 当 z 为 无 穷 时 
FAF: 


° 2 = Poe 
i Hm(2)Hn(2)e™? dr= (—1)"~* -2m f Hace) a eE 
一 co 一 oo 


= (-1)"-™2™m! f Ho(2) a = 0. 
将 Hala) 正 交 化 时 , BANS n = m, 就 有 
I H2(x)e~* dz = 2"™n! T Ho(x)e~* dx = 2"nl/n. 


因此 正 交规 一 组 为 
H,(a)e-*’/? 


p(z) = wih a 


1) 正 交 性 又 可 以 利用 母 函数 得 出 . 


(v =0,1,2,---). 


2.9 其 他 正 交 组 的 例子 . 79 . 


2.9.5 ” 拉 盖 尔 多 项 式 ?) 


拉 盖 尔 多 项 式 Zn(z) (a = 0, b= +00, p(x) = e-*) 是 函数 rre? 的 n RH 
中 e- 前 的 因子 : 


Ln(7)= ez E (eret) 


-cy ( > ) min = 1) (be De 


k=0 
= y(cy ( a ) n(n —1)+++(n—k+1)2"-* 
k=0 k 
一 SC" [n(n — 1) =e DP nk 
k=0 5 
= (-1)" (= 一 mnt + rn 一 … 十 (-1)"n!) A 
例如 ， 
Lo(7) = 1, Zi(z) =-2r+1, 
L2(x) = zt — 4x + 2, L3(x) = 一 z3 + 9x? — 182 + 6, 
La(x) = z4 一 16z3 + 72x? — 962 + 24. 
由 关系 
> Om eRe u(r) a 1 okt” 
n=0 n=0 k=0 
= (—1)*a* = ( n G 
2 k! 2 k 
a e | e770) 
-名 a o 
知 拉 盖 尔 多 项 式 具 有 母 函 数 如 下 : 
下 i) e~zt/(i—t) 
a ae = oe 
关系 式 


a-y AE) = a-t- alet) 


oo — Jg 
1) E. Laguerre. Sur l'intégrale f —ds, Bull. Soc . Math. France, Vol. 7, 1879, 72-81; 全 
=z 
集 , 第 一 卷 . 巴黎 , 1898, 428-437 页 . 
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可 导致 递 推 公式 
Zn+i(z) 一 (2 十 1 一 z)Zn(z) 十 n27Dn li(z)=0 (n>1). 
由 关系 
0D ws,t) (n>) 
可 得 公式 


Zn(z) — nL (7) = -nLn-1(2) (n>1), 
结合 (33) 和 (34) 可 以 得 出 公式 

zL! (xz) = nLn(£) —n?Ln-1(2) (n>1), 
这 样 就 得 到 拉 盖 尔 多 项 式 Zn(z) 所 满足 的 线性 齐 次 二 阶 微分 方程 


ty” —(1—z)y'+ny =0. 


由 式 子 
j ak ak d” Nnp—T 
Aa L,(x)dz = R In e*)dz 
= -kf a ae oe 
= 一 大 (大 一 vo or (x"e-*)dz = =... 
一 sat [= ae * (zne-zjdz =0 (n>k), 
可 得 正 交 性 关系 . 
e “Ln(T)Lm(T)drt =0 (n>m). 
规 一 化 因子 则 为 
全 -Tr peA S n,m d” NoT 
f e Li(a\de = | (-1)"2" 5 (a"e-*) dr 
Pe S Nnp—T = 2. 
=n f rT"e ?dz = (n!)°; 
所 以 函数 
p(z) = ere (v=0,1,2---) 
作成 一 正 交规 一 组 ?. 


1) 正 交 关 系 在 这 里 也 可 以 利用 母 函数 得 出 . 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


2.9 其 他 正 交 组 的 例子 -81- 


2.9.6” 拉 盖 尔 函数 和 埃 尔 米 特 函数 的 完备 性 
拉 盖 尔 函数 和 埃 尔 米 特 函数 的 完备 性 还 有 待 讨论 , 因为 到 现在 为 止 完备 性 只 是 
对 有 限 区 间 才 是 证 明了 的 . 我 们 称 一 函数 组 在 区 间 0 < z < co 上 是 完备 的 , 假如 任 
意 一 个 使 积分 中 ”2(z)dz 存在 的 分 段 连续 函数 f(z) 皆 可 用 这 些 函 数 的 线性 组 合 
0 
DEE aE BEL. 
证 明 拉 盖 尔 函 数 的 完备 性 时 , 我 们 以 e-=/2 乘 恒等式 


1 co tr 
E —txz/(1-—t) _ 
ylz, t) = Ge 2/09 = DLn(?) 


n=0 
的 两 端 而 得 到 相应 于 正 交规 一 化 的 拉 盖 尔 函数 


_z/2Ln(T 
= 


的 恒等式 


g(z, t) = 1 


1 Lata- — Syn 
ie zl = Gn(Z2). 


无 穷 级 数 Y onla) 当 |e] <1 时 平均 收敛 于 母 函 数 g(x, t). 这 一 点 由 估计 


n=0 


66 N 2 1 N 
ji (re t) — Sorena) dz = 7—3 - Dr 
可 以 立刻 看 出 , 以 上 估计 则 可 由 关系 式 
[ Penit- 
和 到 
f glz, t)pn(z)dt = t" 
导出 . i 
因为 当 t 由 -1 到 +l 时 , a = 3(1+t)/(1—t) 可 取 0 到 co 之 间 的 所 有 各 值 ， 
所 以 凡 形 如 e-ez 的 函数 皆 可 在 区 间 0 < xz < oo 上 用 拉 盖 尔 函 数 的 线性 组 合 以 任 


意 准确 度 平均 逼近 . 设 函 数 f(x) 在 这 区 间 上 分 段 连续 并 平方 可 积 . 令 e = g, 则 
f(z) 变 为 在 区 间 0 < 上 和 1 上 的 分 段 连续 函数 kE). 此 外 , 函数 kE) VE 为 平方 可 


1) 这 个 证 明 是 汉 . 诺 伊 曼 在 一 次 谈话 中 指出 的 . 
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积 , 故 可 用 闭 区 间 0 < z < 1 上 的 分 段 连续 函数 GE 平均 逼近 (例如 , AR GE) 
在 原点 一 充分 小 的 邻 域内 恒 等 于 零 , 而 在 区 间 0 < z < 1 其 他 各 处 等 于 K(6)/VS)， 
函数 GE), 也 就 是 k(6)/VE, 可 用 多 项 式 
hn(€) = ao + a1 + a2é? +--+ + an€” 
BIE. 因此 f(x) 可 在 区 间 0 < x < oo 上 用 如 下 形状 的 式 子 平均 逼近 : 
VEhn(€) =e */2(a0 + aye"? + age~** 十 .十 ane-nz)， 
所 以 也 就 可 以 用 拉 盖 尔 函数 的 组 合 平均 逼近 . 这 个 事实 和 完备 性 关系 


a= [ Poi 


v=0 


的 成 立 是 等 当 的 , 其 中 cv 表示 展开 系数 c = f “Jeles 


埃 尔 米 特 函数 的 完备 性 可 根据 拉 盖 尔 函 数 的 完备 性 加 以 证 明 . 任 一 平方 可 积 
的 函数 f(z) 为 一 偶 函 数 fi 和 一 奇 函数 fo 的 和 fila) + fole). 对 这 二 函数 中 的 任 
一 个 而 言 , 可 用 代 换 z? = u 把 要 证 的 完备 性 关系 化 为 拉 盖 尔 函数 的 完备 性 关系 . 证 
明 的 详细 步骤 从 略 . 


2.10 ”补充 材料 和 问题 


2.10.1 “等 周 问 题 的 赫 尔 维 蒋 解 21 


“等 周 问题 ” 乃 是 求 一 给 定 周 长 的 简单 平面 闭 曲 线 而 使 它 包含 的 面积 为 最 大 的 
问题 . 问题 的 解 已 知 为 一 圆 . 我 们 只 限于 考虑 分 段 平滑 的 曲线 . BR ERR TF 
方法 解决 这 问题 的 : 

设 

r=7(s), y=y(s),0<s<L 
为 一 分 段 平 滑 的 连续 闭 曲线 的 参数 表示 式 ， 曲 线 的 周 长 为 L, 面积 为 F. 参数 s 为 
Me. 我 们 引进 一 个 新 参数 t = 2rs/L 以 代替 s, 4 s 由 0 变 到 工时 ,t 由 0 变 到 
2r. 依次 用 av, by 和 oy, dy 表示 z 和 y 的 传 里 时 系数 ; 于 是 Z 和 pepe 
RRA vb,, —va, 和 vd,, —ve,. 于 是 关系 式 


的 的-… (8) +@)-@Y. 


1) A. Hurwitz. Sur quelques applications géométriques des séries de Fourier. Ann. Ec. Norm., 
Ser. 3, Vol. 19, 1902, 357-408, esp. 392-397. 
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和 完备 性 关系 (9) 及 (9) 导致 
(Z) -21"{(Z) + 多) a=; ye +02 +c? +42), 


F 1 2r dy S. 
F-: f a dt = Y` v(a,d, ~ brev). 


v=1 


由 此 可 得 


L? — 4rF = on? 5 oa —d,)? + (vb, +c)? + (1? — 1)(c2 + d2)] > 0. 


v=1 


显然 只 有 当 
bi 二 cl 一 0，al 一 dl = 


a,=b=c,=d,=0 (v=2,3,---) 
时 等 式 才 能 成 立 , 也 就 是 说 须 有 
g= za + a cos t+ bı sin t, 


1 
y= 50-51 cos t+ a, sin t. 


这 是 圆 的 参数 方程 . 由 此 可 见 , 所 有 分 段 平滑 的 连续 闭 曲 线 满 足 “ 等 周 不 等 式 ” 
L? — 4nF > 0， (37) 


其 中 工 为 周 长 , F 为 面积 . 当 且 仅 当 曲线 为 一 圆 时 等 式 才 成 立 . 这 就 证 明了 圆 为 等 
周 问题 的 解 . 
2.10.2 Bizet 

设 


f g(u)du = 0, [ f(t)dt = 0, 


glu +1) =g(u), f(t+1) = f(t), 


而 且 
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试 证 明 以 下 二 公式 相等 当 1) : 
1 
JoO= f glu) cot m(t — u)du, 


1 

-s= f f(t) cot m(u — t)dt. 
这 里 积分 取 “ 柯 西 主 值 ”. 证 明 时 可 用 传 里 叶 级 数论 或 柯 西 积分 定理 . 
2.10.3 ” 傅 里 叶 积分 和 平均 收敛 性 


用 2.5 节 中 处 理 伟 里 叶 级 数理 论 的 方法 也 可 以 得 出 信里 叶 积分 的 理论 ; 我 们 仍 
从 平均 收敛 和 完备 性 的 概念 出 发 . 
设 实 的 或 复 的 函数 f(z) 在 每 一 有 限 区 间 内 分 段 连续 , 并 设 积分 
f ~ [flo)laz, J ~ f(a) Pde 


存在 . 我 们 试图 求 出 函数 f(z) 的 , 以 积分 形式 


T 
J o(t)esztdt 
-T 
表达 的 最 佳 平均 近似 ; 也 就 是 说 , 对 于 一 定 的 TERIER 
2 
Í re 
尽 可 能 的 小 . 不 难 证 明 
co T = 
J _|f@)- J etDertdt 


oo T T 
= i |f(o)Pdx + 27 f _le(e) -sz)Pdaz — 2 i _lo(2)Pae, 


T 
f(x) - / _ (teat 


2 
dx 


其 中 
glz) = zz | _ IOa, 


所 以 当 
ott) = oft) 
时 积分 取 最 小 值 . 此 外 , & T — co, 求 极限 可 得 完备 性 关系 
S oasi f oa. 
我 们 不 在 这 里 证 明 这 个 事实 , 也 不 再 进一步 作 导致 伟 里 时 积分 定理 的 讨论 


1) 试 参看 Hilbert. Integralgleichungen. 75 W. 
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2.10.4 ”由 傅 里 时 级 数 和 积分 所 得 的 谱 分 解 
凡是 当 我 们 要 把 一 种 给 定 的 现象 或 函数 表示 成 一 些 周期 现象 或 函数 的 登 加 时 ， 
我 们 就 会 碰 到 傅 里 叶 级 数 或 积分 . 这 样 的 表示 就 是 所 谓 该 给 定 函数 的 谱 分 解 . 如 果 


在 区 间 -1< = <1 上 函数 f(z) 的 傅 里 时 级 数 为 “》、 auetrva/, 则 称 函 数 f(z) “分 


1 一 一 Oo 


解 ”为 有 “ 断 续 频 率 ”vn/l(v = 0,1,---) 及 “振幅 ” 


|av| = 


1 —inve/l 
af, f(z)e dz 


的 一 些 周 期 函数 . 如 果 考 虑 的 是 无 限 区 间 -oo < z < 00, 则 称 函 数 f(x) 分 解 为 “ 连 
续 谱 ”, 其 “ 谱 强 度 ” 在 频率 u 为 


ouw= f ~ f(a)e™ de. 


一 个 在 物理 学 中 极 被 重视 的 例子 0) 是 函数 


f(z) = e", 4 |z| <1, 
f(z) = 0， 当 |z| > 


这 相当 于 包含 着 n = lw/7 个 波 的 有 限 的 一 段 正 余弦 波 列 , 它 的 谱 分 解 乃 是 


2 sin (w — u)l 
wW—u ` 


l 
glu) -f e-u) dr = 
一 ! 


函数 |g(w)| 4u=w MARK, 当 该 波 列 中 波 的 个 数 vn 变 大 时 这 一 点 表现 得 尤为 
显著 . 4n 很 大 时 , 在 一 任意 小 的 区 间 w 一 5 < wu < w+6 之 外 谱 的 强度 比 之 于 其 极 
大 值 可 为 任意 小 . 


2.10.5 ”稠密 函数 组 


一 函数 组 称 为 是 稠密 的 2 , 假如 它 具 有 这 样 的 性 质 : 凡 可 以 由 该 函数 组 中 有 限 个 
函数 的 组 合 任意 平均 逼近 的 f(z) 丝 可 由 该 函数 组 任 一 无 限 子 集中 的 函数 平均 甬 近 . 
所 含 各 函数 皆 相 等 的 函数 组 是 平庸 的 稠密 组 的 一 个 例子 . 非 平庸 稠密 函数 组 存在 这 
一 重要 的 事实 很 容易 根据 以 下 定理 3 得 到 证 实 : 设 和 ,和 2,… Ans 为 随 nn 的 增 大 而 


1) 这 个 例子 在 光学 中 是 很 有 意义 的 ; 因为 有 限 长 的 正 余 弦 波 列 不 相应 于 一 条 鲜明 的 谱 线 而 相应 于 一 段 
宽度 有 限 的 谱 , 它 当 波 列 变 长 时 越 变 越 窄 且 越 变 越 强 . 

2) 这 里 我 们 用 的 是 赫 . 明 效 的 定义 

3) G. Szegö. Uber dichte Funktionenfamilien, Berichte der sachs. Akad. d. Wiss. zu Leipzig, 
Vol. 78, 1926, 373-380. 
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趋 于 无 穷 的 正 数 , 则 函数 
1 1 1 
r+’ 7z+》X 
在 任 一 有 限 区 间 内 作成 一 完备 组 . 
由 这 条 定理 立刻 可 知 上 述 函数 组 是 稠密 的 , 因为 {An} 的 任意 子 序列 依然 满足 
定理 的 要 求 . 
因为 有 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 所 以 只 要 证 明 任 一 究 函 数 zm 可 由 函数 1/(z + An) 
— HEIR AT LAT. 有 理 函 数 
r™ ApAp+1 a Ag 
(£ + Ap)(Z + Ap+1) -+ (£ + Ag) 
= p A q (4 > p) 增加 时 趋 近 于 zm, 而 且 在 任 一 有 限 正 区 间 内 是 一 致 趋 近 的 . 假如 
RATER gq 一 p > m, 则 因 我 们 可 以 假设 所 有 的 An 彼此 皆 不 相等 , 这 个 有 理 函 数 总 
可 以 分 解 为 部 分 分 数 而 写 为 
A Ags A 
T FA z EWP eg T 
HF, Ap, Ap+1,… Ag 为 常数 ， 可 是 这 就 是 所 考虑 的 函数 组 中 一 些 函数 的 线性 
组 合 . 
is . 明 兹 还 给 出 了 稠密 函数 组 的 其 他 例子 ?. 
2.10.6 $#$. 阴 兹 关于 圳 函数 完备 性 的 一 个 定理 
明 兹 证 明了 以 下 有 趣 的 定理 : WRA 1,1,1, 的 无 限 序列 , RPK 
是 正 的 且 趋 于 无 穷 , 在 区 间 0 < z < 1 内 完备 的 充 要 条 件 是 J — 发 散 
n=1°™ 


2.10.7 ” 费 耶 求 和 定理 


由 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 , 我 们 的 结论 是 凡 连 续 的 周期 函数 皆 可 用 三 角 多 项 式 
FODE. 根据 以 下 由 费 耶 3) 发 现 的 定理 , 这 些 用 来 作 有 逼近 的 三 角 多 项 式 很 容易 造 出 
来 , 设 f(x) 为 连续 的 周期 函数 , 并 设 sn(z) 为 其 傅 里 叶 级 数 的 第 n 个 部 分 和 , 则 算术 


1) H. Miintz. Umkehrung bestimmter Integrale und absolute Approximation. Ch. II, Dichte 
Funktionensysteme, Math. Zeitschr., Vol. 21, 1924, 104-110. 

2) H. Miintz. Uber den Approximationssatz von Weierstrass. Festschr. H. A. Schwarz. Berlin: 
Jalius Springer, 1914, 303; O. Szász. Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Lineare 
Aggregate von Potenzen. Math. Ann., Vol. 77, 1916, 482—496. 

3) L. Fejér. Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen. Math. Ann., Vol. 58, 1904, 51-69. 
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平均 
Sn(s) = HE tala) tt sle) 
sin nt \? 
D Fr > 
= 一 人 f(z+t) 
s fpo00( 25) 


对 传 里 叶 积分 也 有 类 似 定理 : BE f(z) 在 任 一 有 限 区 间 上 连续 , 并 设 J ™ flde 
存在 . 令 . i 
g(a) = 让 人 fe a 
以 及 
T 
sT(Z) = ,sea 
则 算术 平均 


.Ti\? 
T o0 sin 一 一 
sr(z) = 未/ sroar= 均 人 el | dt 


的 序列 在 任 一 有 限 区 间 上 一 致 收敛 于 f(z). 特别 地 , 若 f(z) 在 整个 区 间 -co < z < 
co 上 一 致 连续 , 则 Sr(z) 在 整个 区 间 上 一 致 收敛 . 


2.10.8 HERAK” 

定理 1 Asstt; ALEK. WAR f(s) 在 条 形 a < o < 有 AEM, HR 
[i |f(o+ti)ldt 在 条 形 内 收 化 . 此 外 , 又 令 函 数 f(s) 在 条 形 w+5<o<B-5(5>0 
为 任意 定数 ) AM l| 的 增加 而 一 至 趋 于 零 . SULKM 2 和 国定 的 o 我 们 定义 


CO 十 cot 
so) = fds, (38) 


27% 


1) H. Mellin. Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Differentialund Differenzen- 
gleichungen. Acta Math., Vol. 25, 1902, 139-164, esp. 156-162; M. Fujiwara. Uber Abelsche 
erzeugende Funktionen und Darstellbarkeitsbedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Rei- 
hen. Tohoku math. J., Vol. 17, 1920, 363-383, esp. 379-383; H. Hamburger. Uber die Rie- 
mannsche Funktionalgleichung der ¢-Funktion(Erste Mitteilung). Math. Zeitschr., Vol. 10, 1921, 
240-254; esp. 242-247. 
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则 在 条 形 a<o<B 内 bs. 
/加 = | sg (39) 
证 明 : 因为 根据 假设 ,对 aw+6< 和 coc 和 6-6 当 | 一 oo 时 f(s) 一致 收敛 于 零 ， 
(38) 中 的 积分 路 线 可 以 平行 于 它 自己 而 移动 , 只 要 保持 在 条 形 a < o < 6 之 内 ; 因 
此 g(x) 不 依赖 于 o. 假如 选 两 个 横 标 cl 和 cz, HEP a <o <o <o <B, N 


co 1 1 gı +008 
J st 19(a)de = 人 odes f Z sf(sl)dsl 


Co 02 十 coit 
+f odo ea x *? f(s2)ds2 = Jı + Jo. 
在 这 些 积分 中 , 积分 的 次 序 可 以 互 换 , 因为 对 互 换 后 的 积分 我 们 有 估计 


BARS = / ~ flor + ti)ldt f -1t(o-ogz < oo， 
一 oo 0 
|l < / ” if (ca + ti)ldt f xz-l+-oa)dz < oo. 
一 Do 1 
因此 我 们 得 到 
oo £ B 1 0I2 十 cot f(s ) 1 Cl 十 oot f(s ) 
i, : aye 7 2ri ka $2 =i? T 2ri ie $1 = gi: 
根据 柯 西 积分 公式 , 上 式 右 端的 差 等 于 f(s), 因为 在 连接 铅 垂 线 s= cz Ms = 0 
的 二 水 平 线段 上 的 积分 当 |t| 一 co 时 趋 于 零 (因为 f(s) 一 0). 


定理 2 设 g(z) 当 z >0 时 分 段 平 滑 , HR [ga 当 a<o<B 时 
It ISK, 则 反 演 公式 (38) A (39) 之 推论 . 
证 明 : $ z = e+. 我 们 于 是 有 


和 Z *f(s)ds= a e ulo+ti) dt / ev(otti)g(er)dv 
271i Jo 2r /~ 


i 一 oo 


一 Doz 
一 at f e*u- e”? g(e”)dv. 
fief. (e”) 


由 傅 里 叶 积 分 定理 (16), 最 后 一 式 等 于 eege") = g(x); 所 以 定理 得 证 . 
梅林 积分 变换 的 例子 : 
(a) 令 


2.10 ”补充 材料 和 问题 .89. 
因为 积分 f ”zo-1g(z)dz 4 o > 0 时 绝对 收敛 , 我 们 有 


f(s) = f zs 1g(z)dz = : (o > 0). 
由 此 可 得 


1 o+oot _—s 


T 
g(x) = Ori eS 


这 个 公式 在 狄 利克 雷 级 数论 中 很 重要 . 
(b) 由 T 函数 的 定义 


ds (c >0). 


T(s) = [ z*le-*dz (a >0) 
0 
可 得 ao+oot 
/ 2T *T(s)ds (a > 0). 
(c) AX eae 
rexo = | Fae, (>) 
(其 中 C(s) RRES zeta 函数 ) 可 得 


[T aT) (o > 1). 


== 
(d) FA 
n/T (s/2)¢(s)= f ae i 
= fa (o>1) 
的 反 演 为 


A(z) = 1 十 = a z-sxr-s/2T(s/2)6(s)ds (o > 1). 
梅林 变换 是 分 析 数 论 中 重要 的 工具 , 也 常会 在 其 他 分 析 的 问题 中 遇 到 . 
2.10.9 SAMAR 


假如 我 们 绘 出 一 分 段 平 滑 的 函数 f(z) 的 图 形 以 及 其 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 近似 
式 的 图 形 , 那么 我 们 可 以 看 出 部 分 和 的 图 形 在 任 一 不 包含 f(z) 的 间断 点 的 区 间 内 
逼近 于 f(x) 的 图 形 . 可 是 在 跳 断 点 的 邻近 (那里 , 傅 里 叶 级 数 不 一 致 收敛 ), 部 分 和 
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的 图 形 表现 出 摆动 , 这 些 摆动 当 部 分 和 中 所 取 的 项 数 增加 时 越 来 越 集中 而 且 离 间断 
点 越 来 越 近 , 可 是 近似 曲线 的 总 摆动 并 不 趋 近 于 f(z) 的 跳跃 .这 就 是 所 谓 吉 布 斯 
REY). 为 了 更 进一步 研究 这 个 现象 , 按 2.5 节 , 我 们 可 以 限于 考虑 特殊 的 傅 里 叶 级 
数 


co . 
T-T sin vx 
三 ed Qn). 
> i (0 < z < 27) 


2 1 
利用 公式 
T sin vx x oon (n+3): 
sn(T)= 》 一 一 一 = 一 十 ——7—4&, 
2 g 2 J, 2 sin 2t 
我 们 可 以 把 级 数 的 余 项 写 为 
5) 
co zsSin |n+—jt 
rn(z) = ch Si Go ee sin (n45)t 
me, ud 2 J, 2 sin L 
或 者 
T (+D sin tdt 
rn(z) = 5 -f 一 + Pn(z); 
其 中 
z 2 sin 二 一 t 
POE paaa t : 
Pnl(T) =f E a sin (n + 5) tdt. 
由 微分 可 见 近似 最 坏 之 点 为 
2k 
zk = 2 (k =1,2,--- n), 


在 这 些 点 上 余 项 有 极 大 或 极 小 值 . 在 zk 它 的 值 为 


kr aa 
T sin Zz 2kr 
ne =5- [= de + om (Seva): 


当 固定 而 n 增 大 时 ，pn(2kr/(2n +1)) BFR. 由 此 可 见 余 项 rtz), 也 就 是 说 
T _z) 在 zk 点 与 其 近似 式 的 差 度 (zk 趋 近 于 间断 点 ), 趋 近 于 极限 


kr ai 

Tv sin Zz 
lim rp(z,) = = — dz. 
n—oo n( k) 2 0 x 


1) 这 个 事实 初时 是 吉 布 斯 从 经 验 上 发 现 的 . J. W. Gibbs. Fourier’s series. Nature, Vol. 59, 1898- 
1899, 200 和 606; Papers. Vol. 2. Longmans, Green and Co., London, New York, and Bombay, 1906, 
258-260. 


2.10 ”补充 材料 和 问题 - 91 . 


特别 地 lim rn(zl) =% -0.2811; 也 就 是 说 近似 曲线 越过 f(z) 曲线 的 程度 约 为 断 点 跳 
跃 的 百 分 之 九 0)， 
可 以 指出 的 是 当 用 费 耶 的 算术 平均 作 近 似 时 吉 布 斯 现象 不 复出 现 . 


2.10.10 ”关于 格拉 姆 行列 式 的 一 个 定理 


设 G' 为 基本 区 域 G 的 一 个 子 区 域 , pl, pz… ,pn AG 上 的 分 段 平 滑 函 数 , 又 
设 卫 是 它们 对 区 域 G 的 格拉 姆 行列 式 而 T' 是 对 区 域 G' 的 格拉 姆 行列 式 , 则 


rer. 
证 明 可 立刻 由 本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 得 出 . 因为 为 二 次 型 
K(t,t) = f (t1~1 +--+ +tnYn)*dG 
诸 本 征 值 的 积 , 而 r’ WA 
K'(t,t) = i (tpi 十 十 如 pr) adG 


诸 本 征 值 的 积 . 由 于 显然 有 
K'(t,t) < K(t,t), 
故 立 刻 可 得 K' (t,t) 的 任 一 本 征 值 皆 小 于 或 等 于 K (t,t) 的 相应 本 征 值 . 
另 一 证 明 可 由 以 下 格拉 姆 行列 式 的 表示 得 出 , 为 简短 计 , 我 们 只 限于 考虑 基本 
区 域 0 < xz < 1 上 的 一 个 变量 r: 


piped | 
2 
yi(t1) Pi(T2) ++ yiltn) 


ipp 1| wz(zl) wz(z2) > paz(zn) 
= 一 ware dz, dzr2---dZp. 
n! Jo Jo 0 


es 


r= 


Yn(21) pn(T2) ois Pn(In) 
这 个 表示 式 完 全 和 第 1 章 的 公式 (45) 相当 32) . 


1) M. Bécher. Introduction to the theory of Fourier’s series. Ann. Math., Ser, 2, Vol. 7, 1906, 
81-152, esp. 123-132; C. Runge. Theorie und Praxis der Reihen. Goschen, Leipzig, 1904, 170-182. 
关于 吉 布 斯 现象 之 推广 于 其 他 正 交 组 , 特别 是 多 元 的 正 交 组 , 可 参看 H. Weyl. Die Gibbssche Erscheinung 
in der Theorie der Kugelfunktionen. Rend. Circ. mat. Palermo, Vol. 29, 1910, 308-323. Uber die 


Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphanomene, ibid, Vol. 30, 1910, 377—407. 
2) 可 比较 A. Kneser. Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. Schwarz. Berlin: 


Julius Springer, 1914, 177-191; Gerhard W. H. Kowalewski. Einführung in die Determinantentheorie 
einschliesslich der unendlichen und der Fredholmschen Determinanten. Leipzig: Veit, 1909. 
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2.10.11 勒 贝 格 积分 的 应 用 


假如 我 们 以 勒 贝 格 积分 代替 较 初 等 的 歼 曼 积分 , 则 本 章 中 所 讨论 的 许多 项 目 可 
变 得 更 为 美好 . 所 采取 的 函数 集 或 “空间 ”这 时 候 须 扩大 使 包含 所 有 在 勒 贝 格 意 义 
下 可 积 的 函数 , 同时 必须 应 用 勒 贝 格 理论 中 的 方法 . 

勒 幢 格 理论 的 基础 是 关于 一 个 点 集 M 的 测度 的 概念 , 这 点 集中 所 有 的 点 可 假 
设 在 一 给 定 的 有 限 区 间 之 内 . REM 的 点 缘 包 含 在 一 组 可 数 个 区 间 中 ; 这 些 区 间 
— VER A AB. 设 m 为 这 些 区 间 的 长 度 之 和 的 下 界 , 此 外 设 m 为 m 的 补 集 or’ 
的 下 界 (所 谓 补 集 即 所 给 区 间 中 不 属于 M 的 点 的 集合 ). 若 m+ m’ 等 于 区 间 之 长 ， 
则 集合 MKATA, 而 称 m 为 其 测度 . 按照 这 个 定义 , 凡 可 数 集 的 测度 为 零 ; 这 
种 集合 称 为 “ 零 集 ”. 

考虑 定义 在 区 间 Gla < z <b) 上 的 有 界 函 数 f(z), 其 值 位 于 一 区 间 J 之 内 . 
WA J ATK J, Jo,… Jn. 假如 对 任 一 这 样 的 子 区 间 万 , G 中 使 f(z) 的 值 在 
J; 内 的 点 集 为 可 测 , 则 称 函数 f(z) 在 G 内 可 测 . 在 这 种 情形 , E mi 表示 G 中 使 


f(x) 的 值 在 J; 内 的 点 集 的 测度 , 则 和 数 Sh 为 在 J; 中 f 的 任意 值 ) 当 J 


j=1 

的 分 割 加 细 而 且 子 区 间 万 的 长 度 一 致 趋 于 零 时 是 收敛 的 . 这 个 和 数 的 极限 叫做 函 
数 f(z) 的 勒 贝 格 积 分 或 简称 积分 . 它 是 通常 黎 曼 积分 的 自然 推广 而 用 同样 的 符号 
表示 . 只 在 零 集 的 点 上 不 为 零 的 函数 , 其 积分 为 零 . 因此 可 在 一 零 集 上 , 例如 有 理 
点 集 上 , 任意 改变 一 函数 的 值 而 不 影响 其 积分 的 值 . 显然 , 可 积 函 数 的 范围 由 这 新 
的 定义 而 大 大 地 扩大 . 在 勒 贝 格 意义 下 的 可 积 函 数 称 为 是 可 和 的 . 

勒 贝 格 积分 的 概念 也 可 用 于 在 所 给 区 域 上 为 无 界 的 函数 , 只 要 先 在 使 函数 满足 
-M < f(x) < N 的 子 区 域 上 积分 , 然后 令 MA N 独立 地 无 限 增 大 . 假如 积分 的 
极限 存在 , 它 就 叫做 在 整个 区 域 上 的 勒 贝 格 积分 . 

由 这 些 概念 可 以 导出 以 下 重要 的 定理 : 

(a) 鞠 贝 格 收 伍 定理 设 给 定 一 串 在 区 间 a < z <b 上 的 可 和 函数 fi(z)， 
户 (z)……, 并 设 对 区 间 中 的 任 一 z, 函数 fale) BA n 的 增加 而 收敛 于 函数 F(x), 则 
当 所 有 的 函数 f(z) 的 绝对 值 在 一 固定 而 不 依赖 于 n 和 z 的 上 界 之 下 时 , 关系 式 


Jim, J fn(x)dx = F(z)dz 


成 立 (即使 收敛 不 一 致 ). 
事实 上 , 只 要 不 等 式 
lfn(z)| < p(x) 
成 立即 可 , 其 中 yp(z) 为 一 固定 不 依赖 于 n 的 可 和 函数 . 
这 些 定理 使 我 们 在 许多 不 一 致 收敛 的 情形 中 可 以 把 无 穷 级 数 逐 项 积分 . 
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(b) 平均 收敛 . 设 函 数 filz), fo(z),--- 及 其 平方 为 可 积 , 并 设 
lim | — fm} dx = 0. 


n— oo 
m— oo 


则 称 函 数 序列 f(z) 平 均 收 敛 ， 以 下 定理 成 立 : 对 任意 这 样 的 函数 序列 , 可 以 挑 出 
一 个 子 序列 fn 它 除 了 在 一 个 零 集 的 点 上 外 在 各 处 皆 收 敛 于 一 可 和 函数 f (x). 
(c) 里 斯 - WAIL AM). 这 条 定理 可 以 用 两 种 相等 当 的 方式 来 表述 . 


费 希 儿 的 表述 : 设 函 数 户 (z), 户 (z)…… 及 其 平方 可 和 , 并 设 lim | (fn—fm)? dex 
= 0. 则 存在 一 平方 可 积 函 数 f(z), 使 有 


Jim, fUn- fax =0. 
里 斯 的 表述 : 设 wi(z),w2(z),… 为 一 任意 给 的 正 交 函数 组 , 并 设 ay, 02,--- 为 
任意 使 》`a2 收敛 的 实数 , 则 存在 一 可 和 函数 f(z), 其 平方 可 积 , 而 a = (fw). 
v=] 


假如 积分 及 函数 的 概念 在 所 讨论 的 意义 下 获得 推广 , 则 以 上 定理 在 平方 可 积 函 
数 和 坐标 ov( 其 平方 和 收敛 ) 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 的 关系 . 

(d) 函数 组 的 完备 性 和 封闭 性 . 我 们 称 一 函数 组 为 封闭 的 , 假如 不 存在 与 组 内 
所 有 的 函数 皆 正 交 的 规 一 化 函数 ; 我 们 假设 这 些 函 数 及 其 平方 皆 可 积 . 以 下 定理 成 
立 : 凡 封闭 函数 组 皆 完 备 , 反之 亦 然 . 事实 上 , 设 f(z) 在 一 正 测 度 的 集合 上 不 为 零 ， 


同时 并 正 交 于 正 交 组 中 所 有 的 函数 , 则 0 = > (fun)? < | Pdr; 所 以 本 数组 不 是 


v=1 


完备 的 . 另 一 方面 设 函 数组 不 完备 , 则 存在 一 函数 f(z) 使 得 | fde- Xa? > 0 


v=] 


其 中 ay = (fiwe); 因此 , 由 里 斯 - 费 希 儿 定理 的 费 希 儿 表 述 , 函数 fa = f- Davey 


Ms 


平均 收敛 于 函数 p(z), p(z) 和 所 有 的 函数 wv EX. 所 以 该 函数 组 不 可 能 是 封闭 的 . 
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3.1 引 论 


3.1.1 符号 和 基本 概念 


设 K(s,t) 为 两 个 变数 s Alt 的 函数 , 定义 在 区 域 a< s < b, a<t<b 上 ,并 
在 该 区 域 上 连续 ; 又 设 和 为 一 参数 . 此 外 , 设 f(s) 和 yp(s) 为 变数 s 的 两 个 函数 , 在 
区 间 a < s < b 上 连续 , 并 由 函数 方程 


f(s) = ole) —A / K(s,t)p(t)dt (1) 


相连 (除非 另 作 声明 , 所 有 积分 的 积分 区 域 都 了 解 为 上 面 所 定义 的 “基本 区 域 ”). 
函数 方程 (1) 叫做 以 K(s,t) 为 核 的 第 二 类 线性 积分 方程 . 任何 一 个 连续 函数 p(s) 
都 通过 (1) 而 变换 为 另 一 连续 函数 f(s); 这 个 变换 是 线性 的 , BAS civ + cep 相 
应 的 是 类 似 的 组 合 ci 户 + cefo 我 们 所 主要 要 讨论 的 是 解 这 个 积分 方程 的 问题 , 也 
就 是 说 , 当 f(s) 为 已 知 时 决定 pls) HAM, 或 者 说 , 求 线性 积分 变换 (1) 的 反 演 的 
问题 . 除非 男 作 声明 , 我 们 将 假定 问题 中 所 有 的 量 都 是 实 的 . 

车 函数 f(s) 恒 等 于 零 , 则 我 们 所 处 理 的 是 一 个 齐 次 积分 方程 . 若 齐 次 积分 方 
程 除 解 y = 0 之 外 还 另 有 一 解 , 则 因 这 解 乘 上 任意 一 常数 因子 后 仍 为 解 ,所 以 可 
以 假定 它 是 规 一 化 了 的 .车 yp1,wp2,… ,pn 为 齐 次 方程 的 解 ， 则 所 有 的 线性 组 合 
cipl + C202 +--+ caver 也 都 是 解 . 所 以 假如 已 有 线性 独立 的 若干 个 解 , 我 们 可 以 假 
定 它们 是 正 交 规 一 的 ; 因为 如 其 不 然 , 就 可 以 用 第 2 章 2.1 节 中 的 步骤 把 它们 正 交 
化 而 得 到 的 仍旧 是 解 . 往 后 我 们 就 假定 一 齐 次 积分 方程 诸 线性 独立 的 解 是 正 交规 
一 的 . 凡 能 使 齐 次 方程 具有 非 平凡 解 的 值 (可 能 是 复 的 ) 叫做 它 的 核 的 本 征 值 D; 
相应 的 解 pl, pz,…… ,pn( 假 定 已 规 一 化 并 互相 正 交 ) 叫做 与 此 本 征 值 和 相应 的 该 核 
的 本 征 函 数 . 相应 于 每 一 个 本 征 值 的 本 征 函 数 的 个 数 是 有 限 的 . 因为 , 对 核 K(s, t) 
及 正 交规 一 函数 组 p1, pz,…: ,ph 应 用 贝 塞 尔 不 等 式 (第 2 章 , 2.1 节 ), 我 们 有 


h 2 h 
»? J [K (s, t)|2dt > o> | f K(s, oiod] = Lal): 


对 s 积分 得 
A I [K (s, t)]}?dsdt > h. 


”1) 这 些 本 征 值 事实 上 相当 于 第 1 章 中 所 谓 的 本 征 值 的 倒数 . 


- 96 . 第 3 章 ”线性 积分 方程 


RHE Sh 有 一 上 界 . 由 此 可 见 , 每 一 个 本 征 值 辟 具有 有 限 的 重 数 (也 就 是 说 , A 
有 有 限 个 线性 独立 的 本 征 函数 ). 

在 3.6 节 中 我 们 将 会 看 到 , 积分 方程 乃 是 第 1 章 1.2 节 中 所 处 理 的 线性 代数 问 
题 的 推广 . 积分 方程 在 数学 分 析 上 的 意义 , 在 于 它 使 我 们 能 够 从 一 个 统一 的 观点 来 
考虑 数学 分 析 中 形形色色 不 同 的 问题 . 


3.1.2 ”以 积分 表示 的 函数 
联系 方程 (1), 很 自然 会 追问 可 以 表示 积分 形式 


g(s) = f K(s,t)h(t)dt (2) 
的 函数 g(s) 的 性 质 . (2) 中 的 g(s) 叫做 h(s) 的 积分 变换 . 
若 h(t) 是 分 段 连续 的 , 则 g(s) 自然 是 连续 的 . 此 外 , 若 / [h(t)]?dt < M, 其 中 


M 为 一 确定 上 界 , 则 由 (2) 所 定义 的 函数 集 事 实 上 是 同等 连续 的 ; 也 就 是 说 , 对 任 
意 正 数 < 而 言 , 存在 一 个 不 依赖 于 个 别 函数 h 的 正 数 5(e), HAS In < 6 时 就 有 
lg(s +n) — 9(s)| < <( 试 和 第 2 章 2.2 节 比 较 ). AA, 由 施 瓦 茨 不 等 式 我 们 有 


lg(s +n) —9(s)? < M f [K (s +n,t) — K(s,t)}at. 
由 于 核 是 一 致 连续 的 , 所 以 对 于 任意 小 的 o, 只 要 n 充分 小 , 不 等 式 
|\K(s+7,t) — K(s,t)|<o 


就 不 依赖 于 上 而 成 立 , 我 们 的 论断 也 就 得 证 . 
此 外 , 若 给 了 一 串 核 Kn, 并 且 


Jim, Kn(s,t) = K(s,t) 
一 致 成 立 , 则 对 一 给 定 的 h(t) 而 言 , 关系 
g(s) = jim, f Kals, t)h(t)dt 


成 立 ; 而 且 对 s 说 来 收敛 是 一 致 的 , 因为 我 们 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 . 由 此 可 见 , 对 
于 一 切 的 h(t), 所 有 形 如 


gn(8) = J Kn(s,t)h(t)dt, g(s) = J K(s,t)h(t)dt 


的 函数 形成 一 同等 连续 的 函数 组 , 只 要 h 满足 条 件 [reat <M. 这 些 函 数 也 是 一 
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致 有 界 的 , 也 就 是 说 , 它们 的 绝对 值 在 一 共同 上 界 之 下 . 这 一 点 可 由 施 瓦 蒋 不 等 式 
得 出 : 

les(se)2 < M / [Kn(s,t)]?dt; |g(s)? < M / [K (s, t)]?dt. 
3.1.3 ”退化 核 


假如 一 个 核 可 以 写成 有 限 多 项 的 和 而 其 中 每 一 项 皆 为 一 s 的 函数 与 一 t 的 函 
数 之 乘积 , 这 样 的 核 


A(s,t) = 2 oi(s)Bi(t) (3) 


t=] 
叫做 退化 核 . 在 这 里 我 们 可 以 假定 函数 ails) 为 线性 独立 的 , 函数 8;(t) 也 一 样 . 因 
为 不 然 的 话 , 这 些 函 数 中 的 某 一 个 就 可 以 写成 其 他 函数 的 线性 组 合 , 而 A(s, t) 就 可 
以 写成 项 数 少 于 p 的 退化 核 . 连续 函数 K(s,t) 可 以 用 多 项 式 来 一 致 逼近 (第 2 章 ， 
2.4 节 ) 意味 着 核 K(s,t) 可 以 用 退化 核 来 一 致 逼近 , AA s 和 + 的 任意 多 项 式 显然 
表示 一 退化 核 . 
我 们 可 以 把 退化 核 A(s,t) 变换 为 另 一 种 较为 方便 的 形式 . 假定 s 的 2p 个 函 
数 an); 2(8),--- ,@p(s); Bi(s), Ba(s),… ,Bp(s) FO q 个 正 交 规 一 函数 wi(s)， 
w2(8), ==- ,wa(s) 的 线性 组 合 表示 出 来 这 一 点 只 要 将 所 给 函数 正 交 化 总 可 以 办 到 
于 是 Ale, t) 可 写成 一 个 双重 和 
q 
A(s,t) = J ciwi(s)wi(t). (4) 
ij=1 
乘积 wi(s)wj(b) 形成 一 组 2 个 s Alt 的 函数 , 它们 定义 在 方形 a< s<b, a<t<b 
E, 并 在 这 方形 上 互相 正 交 , 因此 是 线性 独立 的 . 假如 Als, t) 是 对 称 的 , 也 就 是 说 
假如 A(s,t) HEF A(t, s), W 
q 
> (cij — cji)wi(s)w;(t) = 0; 


i,j=1 
由 于 乘积 wi(s)wj(t) 是 线性 独立 的 , 故 cij = Cji- 
一 对 称 核 K(s,t) 总 可 以 用 对 称 的 退化 核 A(s,t) 一 臻 迫近, 要 看 出 这 一 点 只 需 


以 3A(s,) + A(t, s)] 代替 A(s,t), WR 4(s,t) 迫近 对 称 核 K(s,t), 则 31As, t): 
A(t, s)] 也 迫近 K (s, t). 
3.2 ”退化 核 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 


积分 方程 一 般 理论 中 的 基本 定理 是 由 弗 雷 德 霍 姆 1 第 一 个 证 明 的 , 它们 和 线性 


1) I. Fredholm. Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta Math., Vol. 27, 1903, 
365-390. 
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方程 论 中 的 基本 定理 相当 . 这 些 定理 可 以 按 以 下 方式 叙述 : 
积分 方程 (1) 
f(s) = (8) -A | Kls,t)o(at 
当 和 一 定时 , 或 则 对 任意 连续 函数 f(s) 而 言 省 有 唯一 的 连续 解 p(s), 特别 地 , 当 
f =0 BY, p = 0; 或 则 这 一 论断 不 成 立 , 于 是 相关 的 齐 次 方程 
v(s) =A f Ks, v(t (5) 


必 具 有 r 个 线性 独立 的 解 (其 中 7 为 有 限 正 数 )w1, wo,… dr. 在 前 一 种 情形 ,和 
(1) 相关 的 “ 转 置 ” 积 分 方程 


g(s) = p(s) — / K(t, s)p(t)dt (6) 
也 对 每 一 个 y 而 言 名 具有 唯一 的 解 . 在 后 一 种 情形 , 转 置 齐 次 方程 
x(s) =A / K(t, s)x(t)dt (7) 


也 有 7 个 线性 独立 的 解 x1, x2,… , xr; 而 非 齐 次 积分 方程 (1) 有 解 的 充分 和 必要 条 
件 为 所 给 的 函数 f(s) 满足 7 个 条 件 


(fa) = J f(s)xi(s)ds=0 (6 =1,2,-++ 9). (8) 


在 这 些 条 件 满足 时 , (1) 的 解 在 差 一 个 线性 组 合 cipi + cope + … + cryr 的 限度 下 
是 确定 的 ; 而 在 附加 条 件 


(Ph) = f p(sjyile)ds=0 (i=1,2,---,r) 


之 下 它 可 以 唯一 地 确定 . 

我 们 先 对 方程 (3) 所 表示 的 退化 核 的 情形 来 证 明 这 些 定理 . 在 这 种 情形 下 , 我 
们 的 积分 方程 的 理论 几乎 立刻 可 以 化 为 关于 p 个 未 知 量 的 一 组 p 个 线性 方程 的 理 
论 . 试 将 积分 方程 写成 以 下 的 形式 : 


f(s) = p(s) -入 》、ai(s) J Bi(t)p(t)dt. (9) 
i=l 


现在 令 z; = (bip), 以 B;(s) R (9) 式 并 对 s 积分 , 我 们 就 得 到 包含 未 知 量 zx; 的 方 
程 组 


p 
fi =z- A cnr (f=1,2,...,p), (10) 
i=1 
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其 中 f; = (B;, f), cji = (Bj;, oi). 假如 这 个 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 zi zz … ,zp, M 
函数 ， 

p(s) = f(s) 二 入》 ziai(s) 
i=1 
自然 是 积分 方程 的 一 个 解 . 要 验证 这 一 点 ， 可 将 上 式 代 入 积分 方程 并 利用 方程 组 
(10). 又 , 这 时 转 置 方程 组 
卫 
gj =y; -AJ ch (11) 


i=1 


也 具有 唯一 的 解 Y1,Y2,°"* 1 Yp: 而 
Pp 
g(s) = g(s) + a` yiBi(s) 
t=1 


则 为 转 置 积 分 方程 (6) 的 一 个 解 . 
假如 情况 不 是 如 此 , 而 是 齐 次 方程 组 


Bi Yi (j = 1,2,--- ,p) (12) 
sæl 
具有 一 组 非 平庸 解 T1, IT2) »Zp, 则 
p 
p(s) = AX ziai(s) 
i=1 


为 齐 次 积分 方程 (5) 的 一 个 非 平庸 解 . (12) 的 两 组 线性 独立 解 ri, zz,…… , 2p 和 
P 
TiTa- 0, 显然 给 出 (5) 的 两 个 线性 独立 的 解 y(s) = 入》 ziai(s) 和 y'(s) = 


t=1 


P 
入 > zioai(s), 反之 亦 然 . 


i=1 


的 解 , 则 转 置 方程 


p 
95 =y; —AD eye (j =1,2,--- sD) (13) 
i=l 


亦 有 同样 多 组 线性 独立 的 解 Yk1y Yk2:*** ,Ykp (k = 1,2,- aa ,7)( 其 中 gj = 0), 而 转 置 
齐 次 积分 方程 (7) 也 就 有 r 个 线性 独立 的 解 


x1(s), x2(s), iat xr(s); 
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这 里 p 
Xk(s) = A > yriBi(s). (14) 
j=l 


根据 线性 方程 的 理论 , 方程 (10), 也 就 是 (13) 和 (6), 在 r = 0 时 具有 唯一 的 解 ; 而 
当 r > 0 时 , 非 齐 次 方程 (10), 也 就 是 积分 方程 (5) 有 解 的 充分 和 必要 条 件 为 f 满 
足 
p 
J fij =0 (k=1,2,..,7). (15) 
j=1 


由 yr; 和 f; 的 定义 知 以 上 条 件 和 
(f:xk)=0 (k =1,2,---,r) (16) 


等 当 . 
这 就 完成 了 在 退化 核 的 情形 弗 雷 德 霍 姆 定理 的 证 明 . 


3.3 ”对 任意 核 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 


为 了 利用 上 一 节 的 结果 来 处 理 具 有 任意 核 K(s,t) 的 积分 方程 的 问题 , 我们 应 
用 第 2 章 2.2 节 的 收敛 定理 . 

我 们 假设 K(s,t) 由 一 串 退 化 核 A(s, t), Ao(s,t),--- , An(s,t),--- BORE, 并 
在 积分 方程 (1) 之 外 我 们 还 考虑 其 近似 积分 方程 


f(s) = p(s) -à i] An(s,t)o(t)dt. (17) 


假如 入 固定, 则 存在 两 种 可 能 的 情形 . 

情形 1 . 对 无 穷 多 个 下 标 n, 方程 (17) 对 任 一 f(s) 都 有 一 解 prls), 而 且 所 有 
这 些 解 都 满足 (Pn, Pn) = cz < M, 其 中 M 为 不 依赖 于 n HER. 在 这 种 情形 中 ， 
我 们 可 以 弃 却 所 有 不 合适 的 n 值 , 而 将 核 A, 重新 编号 ; 因此 我 们 可 以 假定 上 述 条 
件 对 所 有 的 n AR AE I ARBOR ARTE. 

HÆ. 上 面 的 话 不 成 立 . 于 是 对 某 个 特殊 的 f(s) 而 言 , 可 能 是 : 

(a) 对 无 穷 多 个 n, 解 on(s) 都 存在 (和 上 面 一 样 , 我 们 可 以 假定 , 对 所 有 的 n, 
解 都 存在 ), 可 是 当 n 一 co 时 (pn, pn) = c2 一 00; 

(b) 只 对 有 限 多 个 n 的 值 有 解 存 在 (因此 , 我 们 可 以 假定 , 对 所 有 的 n, 解 皆 不 
存在 ), 于 是 根据 退化 核 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 , 齐 次 积分 方程 


0 = p(s) — À y An(s,t)p(t)dt (18) 


3.3 ”对 任意 核 的 弗 雷 德 填 姆 定理 . 101 - 


对 所 有 的 n BA-HR onl8). 

在 情形 I 中 , 函数 pn(s) - f(s) 为 pals) 的 以 An(s,t) 为 核 的 积分 变换 ; 根据 
3.1 节 , 它们 形成 一 同等 连续 并 一 致 有 界 的 函数 组 . 所 以 按 第 2 章 2.2 节 的 收敛 定 
H, 存在 prls) 的 一 个 子 序列 , 它 一 致 收敛 于 一 极限 函数 p(s). 在 积分 方程 (17) 中 
取 极 限 (这 是 许可 的 ), 我 们 可 以 看 出 这 极限 函数 满足 积分 方程 (1). 所 以 在 情形 I 
方程 (1) 对 任 一 f(s) BAR. 

在 情形 JI (a) F, BANS y = pn 而 将 积分 方程 (17) RA cn 并 令 pn/cn = on 
而 得 到 方程 

L= N E ， / An(8,t)on(t)dt; 


在 情形 1 (b) 中 我 们 注意 方程 (18) 当 p 二 on 时 成 立 . 对 这 两 种 情形 on 都 是 规 一 
的 ; 因 之 , 相应 积分 换 式 的 序列 an(s) - f(s)/c 和 on(s) 是 同等 连续 并 一 致 有 界 的 . 
所 以 这 些 序 列 具 有 一 致 收敛 于 极限 函数 Vl) 的 子 序 列 , y(s) 必然 满足 齐 次 积分 方 
程 (5) 

ws) =A | K(s,t)v(eat, 


而 且 是 规 一 的 . 由 此 可 见 , 在 情形 I[ 齐 次 方程 具有 非 平庸 解 , 我 们 称 之 为 零 解 或 本 
征 函数 . 

为 了 从 上 面 的 讨论 得 出 3.2 节 中 所 叙述 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 , 可 回忆 3.1 节 中 所 
证 明 的 一 个 事实 , 那 就 是 , 对 和 的 每 一 个 值 只 能 存在 有 限 的 > 个 线性 独立 的 本 征 函 
数 . 假如 > = 0, MABE IAA HERE, 因为 在 这 种 情形 中 (5) 总 有 一 规 一 的 解 ， 
所 以 我 们 所 处 理 的 仍 是 情形 1 ; 也 就 是 说 积分 方程 (1) 对 任意 f(s) 都 有 解 . 这 个 解 
是 唯一 的 , 因为 两 个 解 的 不 为 零 的 差 将 是 (5) 的 非 平庸 解 , 这 和 r = 0, 即 不 存在 这 
种 解 的 假定 相 矛 盾 . 弗 雷 德 霍 姆 第 一 定理 因此 得 到 证 明 . 

现在 考虑 7 > 0. > ppa ,办 为 (5) 的 7 个 互相 正 交 的 规 一 解 . 于 是 由 于 
A,>K), 函数 


6ni(s) = Yi(s) 一 /Anlst (i = 1,2,--- ,7; n= 1,2,3,...) 
当 n 一 oo 时 满足 6%i(s) 呈 0. 
现在 我 们 定义 A (s,t) 为 


A (st) = An(s,t) + È JO Gni(s)yil), 


WU) A‘ (s,t) 是 退化 核 , 它们 一 致 逼近 核 K(s,t). 很 容易 看 出 , 所 有 这 些 核 4'(s,t) 都 
具有 r 个 本 征 函 数 yw;(s). 


1) 箭头 一 常用 来 表示 收效 .我 们 用 空心 箭头 > RR-A. 
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当 充分 大 时 也 不 可 能 有 7 个 以 上 线性 独立 的 本 征 函 数 . 因为 若 wri1,n(s) 为 
一 串 另 外 的 本 征 函 数 , 我 们 可 以 假定 它们 和 pi, wo,… ,wv 正 交 并 为 规 一 的 , 因此 
按 收敛 原理 将 存在 (5) 的 一 个 本 征 函 数 , 它 和 piya ,如 EX, 因此 和 它们 是 互 
相 线性 独立 的 ; 这 就 和 (5) HAD r 个 线性 独立 的 本 征 函数 这 个 假定 相 矛 盾 . 

因为 弗 雷 德 霍 姆 定理 对 退化 核 而 言 是 成 立 的 , 转 置 积分 方程 


x(s) = J Al,(t, s)x(t)dt (19) 


当 n 充分 大 时 也 恰 有 7 个 线性 独立 的 本 征 函数 xin(s) (i = 1,2,… ,7). 我 们 可 以 
取 这 些 解 为 正 交规 一 的 . 既然 退化 核 A(t, s) 一 致 收敛 于 核 K(t, s), 我 们 也 就 可 以 
得 到 这 个 核 的 r 个 互相 正 交 的 本 征 函数 x1(s), x2(s),… ,xr(s), 这 里 我 们 只 要 利用 
函数 集 xi n(s) 的 一 致 有 界 及 同等 连续 性 , 应 用 收敛 原理 , 取 极限 就 行 了 . 转 置 方 程 


TEP J K(t, s)x(t)dt (20) 


不 能 有 r 个 以 上 互相 独立 的 解 , BEHEER AER (5) 也 将 必然 会 有 r 个 以 
上 的 解 . 
最 后 , 我 们 注意 


RNE / f(s)xi(s)ds =0 (i=1,2,...,7) (21) 


是 积分 方程 (1) 在 + > 0 时 有 解 的 必要 条 件 . 只 要 用 xi(s) R (1), 求 积分 , 再 更 换 
积分 次 序 并 利用 (20), 就 立刻 可 以 得 知 这 一 点 . 为 了 看 出 条 件 (21) 也 是 充分 的 , R 
们 限于 考虑 这 样 的 下 标 n, 对 它们 说 来 有 lim Xin(s) = xi(s) (i = 1,2,… ,7). 由 
(21) 知 当 n 增 大 时 ein = (f, xin) KATE. 现在 我 们 造 函数 


fn(s) = f(s) — 》 einxXin(s); 


i=1 


这 些 函 数 满足 (fn Xin) =0 (i= 1,2,… ,7). 所 以 积分 方程 
fals) = 98) -A | Ans, Dold (22) 


具有 和 vi(s), vals), ,wr(s) 正 交 的 解 pn(s), AARET E Je E EE E 
成 立 . 这 些 解 pn(s) 的 存在 意味 着 我 们 所 处 理 的 是 情形 I ; 否则 它们 将 给 出 (5) 的 
一 个 和 p(s), 2(s),… ,wr(s) 正 交 的 解 , 而 按 假 设 这 是 不 可 能 的 . 于 是 我 们 又 可 以 
根据 收敛 原理 在 积分 方程 中 取 极 限 . 由 于 f(s)>f(s), 我 们 断言 (1) 有 一 个 解 . 这 
样 就 完成 了 关于 任意 核 K(s,t) 的 全 部 弗 雷 德 霍 姆 定理 的 证 明 . 

齐 次 方程 具有 非 平庸 解 的 例 的 确 存 在 , 这 在 下 一 节 中 可 以 看 到 . 
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3.4 对 称 核 及 其 本 征 值 


像 第 1 章 中 双 线 型 的 理论 一 样 , 积分 方程 的 理论 是 核 K(s,t) 为 对 称 的 情形 , 也 

就 是 说 , 当 核 满足 关系 

K(s,t) = K(t, s) (23) 
时 , 可 以 获得 详尽 的 处 理 . 在 这 种 情形 中 , 积分 方程 与 其 转 置 方程 等 同 . 我 们 将 给 出 
一 套 对 称 积分 方程 的 理论 , 这 个 理论 与 上 一 节 的 内 容 无 关 . 

我 们 的 主要 问题 是 求 出 参数 和 的 这 样 一 些 值 , 对 于 这 些 值 齐 次 积分 方程 (5) 
具有 非 平庸 解 ( 规 一 的 ). 前 面 已 经 说 过 , 这 些 值 = Xi 以 及 相应 的 解 分 别称 为 核 
K(s,t) 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 现在 我 们 要 证 明 一 条 类 似 于 第 1 章 1.3 节 中 讲 过 的 
定理 : 凡 不 恒 等 于 零 的 连续 对 称 核 篆 具有 本 征 值 和 本 征 函 数 ; 只 要 核 不 是 退化 的 ， 
本 征 值 和 本 征 函 数 就 有 可 数 无 穷 多 个 , 反之 亦 然 . 而 且 实 对 称 核 所 有 的 本 征 值 都 是 
实 的 . 

3.4.1 ”对 称 核 的 本 征 值 的 存在 性 


我 们 首先 证 明 至 少 存在 一 个 本 征 值 . 为 此 我 们 考虑 “二 次 积分 型 ” 
J(p,9) = / K(s,t)p(s)p(t)dsdt, (24) 


它 相当 于 第 1 章 中 的 二 次 型 ; p 为 基本 区 域 上 连续 或 分 段 连 续 的 任何 函数 . 用 施 瓦 
区 不 等 式 得 关系 . 
IJ (p, 9)? < (ee)? J I K?(s, t)dsdt. 


所 以 只 要 加 上 条 件 
(y, 9) = 1， (25) 


J(e,p) 的 绝对 值 就 是 有 界 的 . 积分 型 对 任何 可 取 函 数 yp 而 言 都 等 于 零 的 充分 和 必 
要 条 件 是 核 本 身 恒 等 于 零 . 为 了 看 出 这 一 点 , 我 们 引进 “ 双 线 积分 型 ” 


J(e, 4) = J(%, 9) = J J K(s,t)o(s)(t)dsdt (26) 


并 注意 关系 
J(p+v,e+ y) = Jv, p) + 25 (p,¥) + Jv, 4%). (27) 


BR, 若 二 次 型 恒 等 于 零 则 双 线 型 亦 然 . 在 (26) 中 取 v(t) = / K(s,t)p(s)ds, 我 们 


得 到 i 
J (/ K(s, t)p(s) - as) dt = 0; 


. 104 . 第 3 章 ”线性 积分 方程 


所 以 对 任意 y 有 f K(s,t)p(s)ds = 0， 现 在 假如 对 某 一 特殊 的 t 值 取 p 等 于 


K(s,t), 我 们 就 得 到 所 要 的 恒等式 K(s,t) = 0. 

假如 核 有 这 样 的 性 质 , 它 使 J(w, y) 只 能 取 正 值 或 负 值 (y 恒 等 于 零 除 外 ), 那 
么 我 们 称 它 为 正定 或 负 定 的 ; 否则 称 它 为 不 定 的 . 

现在 假定 J(wy,w) 可 以 取 正 值 . 我 们 来 考虑 这 样 的 问题 : 求 一 规 一 化 函数 y 使 
Jip, p) 取 可 能 中 的 最 大 值 . 既然 Jy yp) 是 有 界 的 , 自然 存在 Jlo p) 值 的 一 个 最 
小 上 界 Ky = 1/1; 我 们 现在 要 证 明 有 一 适当 的 函数 p(s) 存在 使 Jlo, p) 的 值 的 确 
达到 这 个 最 小 正 上 界 . 我 们 假定 核 K(s,t) 为 一 串 形 式 同 3.1 节 之 末 所 描述 的 退化 
对 称 核 

An(s,t) = 和 cP wi(s)we(t), ff? = ft?) 
t,k=1 


所 一 致 逼近 , 可 以 看 出 , 积分 型 Jn(y, e) = J | An(s,t)y(s)y(t)dsat 在 附加 条 件 (25) 
下 的 最 大 值 问题 同一 q 个 变数 的 二 次 型 的 最 大 值 问题 等 当 . 事实 上 , 令 
(p wi) = Ti (i=1,2,... Qn), 
即 得 
lp p) = Sd risp. (28) 


i,k=1 
这 个 式 子 把 In(y, 9) HA 11,22, ,zo 的 二 次 型 , 我 们 要 在 条 件 (25) 之 下 求 其 极 
大 . 现在 将 第 2 章 2.1.3 小 节 中 的 贝 塞 尔 不 等 式 用 于 函数 p(s) 和 正 交 函数 组 wi(s)， 
w2(s), => Wa, (s), 就 有 


Qn è 
(p,p) > 》 72; 
i=1 


Qn 
因此 二 次 型 (28) 中 的 变数 必须 满足 条 件 》`z? < 1. 这 个 二 次 型 的 极 大 值 必 在 


i=1 


Qn 3 
Soa? = 1 时 达到 , 因为 否则 只 要 乘 一 适当 的 因子 就 可 以 再 增加 Jalo, y) 的 值 . 由 
t=1 


此 可 见 , 我 们 所 面 对 的 乃 是 第 1 章 1.3 节 中 处 理 过 的 主轴 变换 的 问题 . 因此 , 使 
Jnly, p) 达到 极 大 的 一 组 值 zi zz?,…… ,za 满足 方程 


Qn 
en = ints (i= 1,2,--- 09); (29) 
k=1 


而 且 比 例 因子 kin ESF Jn(y, yp) 的 极 大 值 , 要 验证 这 一 点 , 我 们 以 x; FE (29) R 
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并 求 和 , 注意 右 端 得 出 ein( 因 为 Ya? = 1), 而 左 端 即 为 Jalo 9). 现在 令 
pn(s) = T1001(s) + rawa(s) +++ + Zan wg, (5), 
其 中 zu za … ,zw 为 使 Jalo o) 取 极 大 值 的 一 组 数值 . 由 于 w 的 正 交 性 , 以 及 
So? = 1, 这 个 函数 是 规 一 的 . 从 方程 (29) 可 得 关系 
a 


pals) = > / An(s, t)pn(t)dt, (30) 


反之 亦 然 . 这 是 因为 如 果 以 wi(s) R (29), 求 和 并 注意 zi = (Yn, wi) 就 得 到 (30); 5 
一 方面 如 果 以 wi(s) R (30) 并 积分 即 得 (29). 因此 函数 pn(s) A An(s,t) 的 本 征 函 
数 , 其 本 征 值 为 uin = 1/kin; 也 就 是 说 


pn(s) = Hin ji An(3, t)pn(t)dt. (31) 


现在 我 们 令 n 无 限 增 大 . kn 必须 收敛 于 一 个 数 cl, 即 J(y, yp) 的 相应 正 上 界 ; 
为 由 关系 
|K(s,t) — An(s,t)| < € 

和 施 瓦 蒋 不等式 得 知 , 当 (p,p) < 1 时 ， 

lJ(~, 9) — In(y, p)? < €7(b— a)?, 
其 中 a kbd 为 积分 限 ; 因此 当 ”充分 大 时 , (yp,y) 的 数值 范围 和 Jy, >) 的 数值 
范围 可 任意 准确 地 重合 , 这 两 个 数值 范围 的 上 界 也 必须 如 此 ; 所 以 jim kin = ma 
存在 而 所 有 的 Kin 均 小 于 一 固定 的 界 . 由 (31) 及 3.1 节 中 的 讨论 知道 ， 对 所 有 的 
n, Qn(s) 都 一 致 有 界 并 形成 一 同等 连续 函数 组 . 按 收敛 定理 可 从 中 选 出 一 子 序列 
ppn 一致 收敛 于 一 极限 函数 wi(s). 在 方程 (30) 及 关系 式 Jh(pn, Pn) = Kin 
和 (pn,pn) = 1 中 取 极 限 , 我 们 得 到 方程 


kiya(s) = J K(s,t)i(t)dt, (Puy) =1 (32) 
以 及 
J(Wi 1) = K1. (33) 
由 此 可 见 函数 va (s) 是 二 次 积分 型 J(p, o) 最 大 值 问题 的 解 ; 它 是 核 K(s,t) 的 一 个 
本 征 函 数 .因为 我 们 已 假定 J(e,p) 可 取 正 值 , n 不 能 等 于 零 . 所 以 对 任意 一 函数 
我 们 有 不 等 式 
J(%, p) < Ky (wp, p), (34) 
这 一 点 在 y ELAT DL GEADA TEHE). 
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3.4.2 ”本 征 函 数 和 本 征 值 的 全 体 


为 求 出 其 他 的 本 征 值 和 本 征 函 数 , 我 们 要 这 样 来 做 : 
我 们 要 在 条 件 (p,p) = 1 之 外 再 加 上 条 件 


(p, v1) = 0, 


这 样 来 考虑 求 积分 J(y, p) 的 最 大 值 的 问题 . 我 们 假定 在 这 些 条 件 之 下 J(y,y) 仍 
旧 可 以 取 正 值 . 由 于 第 二 个 附加 条 件 , 积分 型 J(y, wp) 取 值 的 范围 在 现在 的 最 大 值 
问题 中 比 在 前 一 个 问题 中 窜 ; 因此 最 大 值 x。 = 1/y2 不 能 大 于 以 前 的 最 大 值 cl, 也 
就 是 说 ko < kı 而 wo > yn. 在 这 里 像 在 第 一 个 最 大 值 问题 中 一 样 , 解 的 存在 可 通 
过 化 为 二 次 型 及 取 极限 加 以 证 明 . 可 是 若 直接 把 问题 化 为 确定 另 一 个 核 的 第 一 本 
征 值 问题 , 则 更 为 方便 . 


我 们 作对 称 核 
OLAQ 
Hı 


按照 上 面 的 结果 . 在 条 件 (2,p) = 1 下 的 最 大 值 问题 


K(1)(s,t) = K(s,t) — (35) 
Jay(¢, p) = J K1y(s, t)p(s)p(t)dsdt = max. = r2 = 1/p2 (36) 

可 以 有 一 个 解 p(s), 它 满足 齐 次 积分 方程 
vals) = ua | Katebwa(bdt (37) 


因为 这 里 假定 Jale y) 依然 可 取 正 值 , 故 kz > 0. 我 们 把 方程 (37) 写成 
W1(5) 
Hı 


RA w(s), 对 s 积分 , 积分 时 更 换 重 积分 的 次 序 , 并 注意 (1, di) = 1. 这 样式 子 之 
右 端 为 零 , 而 有 


wa(s) = m T K(s,t)Wa(t)dt — po (we, v1), 


(vi, 2) = 0; (38) 
也 就 是 说 , 本 征 函数 加 MEER pi IER. 所 以 我 们 又 有 


[Kadt = Kas DwalD ats (39) 
因此 ya(s) 是 K(s,t) 的 本 征 函 数 , 而 u 是 相应 的 本 征 值 . 


Ya(8) = m | K(s,t)va(t)dt. (40) 
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由 于 关系 (v2, Y1) = 0, 我 们 可 以 认为 kz 是 在 条 件 (4 加) = 0 之 下 , 积分 型 
Jalo 9) 的 最 大 值 ; 可 是 在 这 条 件 下 有 Jale p) = Jp p) 所 以 函数 加 是 本 节 
开始 时 所 叙述 的 最 大 值 问题 的 解 ， 


我 们 可 以 这 样 继续 作 核 
K,2)(s,t) = Ka)(s,t) — cet 
= K(s,t) — di(s)vi(t) _ CAOLAN 5 
Hı H2 
及 其 积分 型 
Jay, p) = J K2)(s, t)p(s)p(t)dsdt, (42) 


只 要 上 列 积分 型 仍旧 可 取 正 值 , 我 们 就 可 以 再 求 它 的 最 大 值 . 和 上 面 一 样 , 我 们 得 
到 的 是 和 yi 及 vn 正 交 的 规 一 化 的 解 以 及 最 大 值 ks 二 1/us, 它们 满足 齐 次 积分 方 
# 

Ws(s) = pa i K(s,t)vs(t)dt. 


同样 我 们 也 可 以 找 正 交 于 加 和 wo 的 函数 并 使 原先 的 积分 型 取 最 大 值 而 求 出 这 个 
解 . 和 上 面 一 样 , 可 以 看 出 wa < ps. 

这 个 步骤 可 以 无 限 地 继续 做 下 去 , 只 要 由 核 Ko, Ko 所 得 出 的 积分 型 仍 
旧 可 以 取 正 值 . 假如 相反 地 在 这 一 串 核 中 碰 到 第 一 个 


Km(8,t) = K(s,t)— >> me (43) 


i=1 
对 它 说 来 , 无 论 p AW BA Jimly) 和 0, 那么 我 们 的 序列 就 在 本 征 函 数 vm (s) 
和 本 征 值 pm 处 中 断 . 

无 论 哪 种 情形 , 我 们 都 有 这 样 的 结果 : 核 K(s,t) 的 最 小 的 本 征 值 ji 是 在 附加 
条 件 (wp, 9) = 1 下 积分 型 Jlo, p) 所 取 的 最 大 值 ki 的 道 . 当 yp AB K(s,t) 的 第 一 
本 征 函 数 加 时 J 达到 这 个 最 大 值 . KIE palh = 2,3,---) 的 增 序列 则 可 以 依次 
这 样 来 确定 , 即 j 为 在 附加 条 件 


(y, p) =1, (CAVA) =0 (v = 1,2,3,- »&k—1) 


ZF Jip p) 所 取 的 最 大 值 sa 的 逆 . 当 wp 等 于 如 , 即 等 于 第 h 个 本 征 函 数 时 J 达 
到 这 个 最 大 值 kh. 
如 果 在 这 串 最 大 值 问题 中 遇 到 .J(w,p) 不 能 取 正 值 时 , 则 正本 征 值 序列 中 断 . 
按 类 似 的 方式 ,我们 可 以 得 出 一 串 负 本 征 值 p1,u-2,--- 及 其 相应 的 本 征 函 
数 -1(s),w-2(s),…，, 只 要 积分 型 J(p,p) 可 以 取 负 值 . 这 里 相当 于 上 面 的 最 大 值 
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问题 , 我 们 只 需 考虑 一 串 最 小 值 问题 . 于 是 我 们 得 到 一 串 无 穷 多 个 或 有 限 多 个 非 增 
的 负 本 征 值 
HL-1i 之 -2 之 人 -3 之 …: (44) 
以 及 相应 的 互相 正 交 的 本 征 函 数 vls), p-2(8), 
本 征 函 数 加 (s)(h > 0) 和 本 征 函 数 wk(s)(k > 0) EX. 这 一 事实 可 由 下 列 二 
方程 得 出 : l 
rahs) = | Ks tun 


kR_kW_k(s) = [Ke t)p_,(t)dt; 


只 要 以 prls) 乘 第 一 式 , yi(s) REA, 相 减 后 再 积分 , 并 注意 K(s,t) = K(t,s), 
就 可 以 得 到 (kh — r-k)(Vh, Y-k) = 0, 因为 kn A r-k, 所 以 Yh, Y-k EX. 

以 上 的 步骤 使 我 们 得 到 一 串 本 征 值 , 它们 可 以 是 正 负 交错 的 . 我 们 把 这 些 本 征 
值 按 其 绝对 值 的 大 小 加 以 排列 并 记 作 和 ,A2,…; 因此 有 | 和 | < |X2| <-->. 我 们 用 
poy 来 表示 相应 的 本 征 函 数 ; 这 些 本 征 函 数 成 一 正 交 函 数组 . 

假如 核 K(s,t) 只 具有 有 限 多 个 本 征 值 和 ,和 2,… An, 则 它 必定 是 退化 的 而 可 
以 表 为 

K(s,t)= > alaw, (45) 
i=1 , 


因为 按照 第 103 页 的 讨论 , K 
K(s,t) — 3 ods) = K(s,t) 
i=1 . 


必须 恒 等 于 零 , 这 是 由 于 相应 的 积分 型 
Jee) = | K(s,t)y(s)p(t)dsdt 


WHRARS/MESSTSH RK. 由 此 可 见 具有 有 限 多 个 本 征 值 和 本 征 函 数 的 核 
乃 是 退化 的 . 反 过 来 ,一 个 退化 核 只 能 有 有 限 多 个 本 征 值 和 本 征 函数 . 事实 上 , 在 
前 面 我 们 已 经 看 到 , 决定 退化 核 本 征 值 的 问题 和 一 个 二 次 型 的 本 征 值 问题 等 当 , 而 
一 个 二 次 型 是 只 有 有 限 多 个 本 征 值 的 ( 见 第 1 FH). 

按 3.1 节 的 定义 , 一 个 本 征 值 称 为 重复 或 退化 的 , 或 者 说 得 更 确切 些 是 7 重 退 
化 的 , 假如 和 它 相 应 的 有 7 个 并 且 不 多 于 r 个 线性 独立 的 本 征 函数 (可 取 为 互相 正 
交 的 ). 每 一 个 本 征 值 都 只 能 有 有 限 的 重 数 或 退化 度 . 这 个 在 3.1 节 中 证 明了 的 定理 
可 以 按 以 下 方式 得 出 : 把 贝 塞 尔 不 等 式 用 于 正 交 函数 组 yp1, po,… ,可 得 


‘| [K (5, t)]?dt > > ( J Kls, tie) (46) 
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或 者 
] [K (s, t)]?dt > s il, (47) 
由 此 可 以 得 到 两 个 结论 : 第 一 ， 正 项 级 数 
ro) =$ LO (48) 
是 绝对 收敛 的 . 第 二 , 我 们 只 要 对 s 积分 并 注音 (pipi) = 1, 就 可 以 得 到 ” 
J | [K (s, t)]?dsdt > = ni (49) 


因此 本 征 值 平方 的 倒数 之 和 收敛 . 所 以 本 征 值 不 能 有 有 限 的 聚 点 ; 假如 本 征 值 的 数 
目 为 无 限 , 它们 的 绝对 值 必须 无 限 增 大 , 而 且 彼 此 相等 的 只 能 有 有 限 多 个 . 

由 此 我 们 将 断定 上 面 依次 由 极 值 问题 所 定义 的 本 征 值 X 和 本 征 函 数 wi 乃 是 
全 部 的 实 本 征 值 和 本 征 函 数 (下 面 将 证 明 不 可 能 有 复 的 本 征 值 ). 设 x 为 一 与 wi 线 
性 独立 的 本 征 函数 , 其 相应 的 本 征 值 为 rc( 可 以 取 作 正 的 ). 于 是 由 上 面 的 论据 , x 必 
须 正 交 于 所 有 相应 于 本 征 值 A; Ao 的 本 征 函 数 . 此 外 , 设 o = jn 是 上 面 所 定义 的 
一 个 > BAG, 也 就 是 说 ， 设 Mh-1 < Ph = Hh+1 = *°* = Hh+r-1 < Hy+r (BA “退化 
情形 ”), 则 由 于 已 假定 x 和 其 他 的 本 征 函 数 vn, Vari ,wh+r-1 线性 独立 , RAN 
可 以 用 一 个 同 这 些 函数 正 交 的 X= x + Covn 十 … 十 cr-1Bhn+r-1 来 代替 x. 为 简单 
计 , 我 们 仍旧 用 x 来 表示 这 个 函数 , 因此 , 无 论 在 上 面 考虑 的 哪 一 种 情形 , x 都 正 交 
于 所 有 的 本 征 函 数 pi. 所 以 对 任意 使 uni 为 正 的 n 而 言 , 关系 

1 1 
Hx) = || K(s,x(s)x(@hdedt = Zx) < —— 

RIL, 这 是 由 于 本 征 值 的 最 大 性 的 原故 . 因此 若 存在 无 穷 多 个 正本 征 值 心 , 则 由 
lim pn = oo 可 以 推出 (xx) = 0, 也 就 是 说 x ESTE. 另 一 方面 , 若 只 存在 有 限 
多 个 正本 征 值 , W J(x,x) 在 附加 条 件 (x, vi) = 0(i = 1,2,… ,n) 之 下 不 能 取 正 
值 ; 同样 我 们 也 得 出 (x, x) = 0, 因此 x = 0. 

这 个 证 明 对 负 的 o 而 言 同样 也 对 . 所 以 凡 正 交 于 所 有 pi 的 本 征 函 数 必须 恒 等 
FẸ, 这 就 证 明了 我 们 所 说 pi 乃 是 全 部 可 能 的 本 征 函数 这 一 论断 . 

由 这 一 事实 可 以 得 出 以 后 有 用 的 有 趣 的 结论 . 

假定 mls), mls), 和 G(s), C2(s),…… 为 两 串 连 续 (或 分 段 连续 ) 的 函数 , € 
们 的 范 数 在 一 确定 上 界 M 之 下 , 则 关系 


Jim, Jam Gn) = im, /KaDm()G(Ddsdt = 0 (50) 


* 事实 上 是 在 (47) 中 先 令 oo X N, 积分 后 再 令 N >o. — 译 者 
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一 致 成 立 , 其 中 核 
Kin (8,t) = K(s,t) — > else, 
i=1 人 


也 就 是 说 , 对 给 定 的 M 说 来 , 左 端的 量 小 的 程度 只 依赖 于 n. 
事实 上 , 由 本 征 值 和 本 征 函 数 的 最 大 性 , 我 们 有 


1 4M 
[Jin (tin + Cn, Mm + bn)| 和 一 一 一 Nm + Gn) < P 
|An+1| |An+il 


M M 
Jin stm < i eee Tin n+ On < Tr DD 
| ( ) (Tn Tn )| Pasal | ( nC Cn)| hail 


由 于 |An| 一 co UR 
Tiny (+ 6,0 +0) = Tiny (7.0) + Tiny (65.0) +27n) (0,6), 


立刻 得 出 我 们 的 论断 . 
此 外 ,， 一 核 为 正定 当 且 仅 当 它 所 有 的 本 征 值 引 为 正 ， 因 为 在 且 仅 在 这 种 情形 ， 
积分 型 J(y, p) 对 规 一 化 的 y 而 言 的 最 小 值 为 正 , 而 Jo yp) 不 能 取 负 值 . 
最 后 应 指出 , 实 对 称 核 所 有 的 本 征 值 都 是 实 的 . 虽然 这 个 事实 在 3.5 节 中 将 是 
显然 的 , 我 们 这 里 用 另 一 种 更 为 直接 的 方法 来 证 明 这 条 定理 . 定理 说 明 不 存在 复数 
和 =p 十 iq( 其 中 gq 冯 0) 以 及 一 相应 的 复 函 数 p(s) = %(s) +ix(s)(w 和 x 为 实 函数 ， 


其 中 至 少 有 一 个 不 恒 等 于 零 ) 使 有 p(s) =A | K(s,t)p()dt. BARTAU 
的 复数 量 万 和 入 而 言 将 有 关系 G(s) = 入 i K(s,t)p(t)at, 而 和 前 面 一 样 可 得 


0=(A-2) J p(s)P(s)ds = 2iq I (Y? 十 X2)dsi 


也 就 是 说 g = 0, 这 证 明了 A 为 实 的 . 
3.4.3 ”本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 质 


像 二 次 型 的 情形 一 样 (第 1 章 ), 对 称 核 的 每 一 个 本 征 值 和 A, 及 相关 于 它 的 本 
征 函数 可 以 直接 由 一 个 极 大 - 极 小 问题 来 表征 ,而 不 必 涉 及 它 前 面 的 本 征 值 及 本 征 
函数 . 

1) 由 施 瓦 茨 不 等 式 立 刻 可 得 


N(nn + Gn) = (mm, M) + (Cn, Cn) +2(m, Gn) < 4M. 
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试 首 先 考虑 核 K(s,t) 的 正本 征 值 pn 并 假设 至 少 有 n 个 这 样 的 本 征 值 . 我 们 
提出 这 样 的 问题 : R J(y, vp) 的 最 大 值 , p 须 满足 条 件 (yp, 9) = 1 以 及 另外 的 n 一 1 
个 限制 . 

(y,vi)=0 (¢=1,2,---,n—1). (51) 


其 中 v1,v2,… ,vn-1 为 任意 给 的 连续 函数 . 我 们 要 问 , J(y, wp) 的 上 界 是 否 在 取 某 
个 可 采纳 的 函数 o 时 的 确 可 以 达到 . 这 个 上 界 必 以 某 种 方式 依赖 于 函数 v, 02,---, 
Un—1 的 选择 ; 所 以 我 们 可 以 用 kn{v1,v2,… ,vn-1} 来 表示 它 , 或 者 简写 为 «nf{vi}. 
特别 地 , 当 vw = 上 时 根据 上 一 节 的 定理 我 们 有 kn{v;} = kn; 而 这 个 上 界 是 当 
p = 如 (s) 时 达到 的 . 现在 我 们 说 , 对 任何 一 组 函数 v1,v2,:… ,vn-_1 而 言 有 


Kn {vi} 2 Kn- 


要 证 明 这 一 点 时 我 们 造 一 个 可 采纳 的 函数 p(s) = ciyi(s) + cayWz(s) 十 …: 十 cnyn(s)， 
这 是 本 征 函 数 Yi Yn o, Yn 的 线性 组 合 . 于 是 条 件 (y, p) = 1 和 条 件 (51) 取 形 式 


5g =l, Sii (h = 1,2,---,n—1). 
i=1 i=1 

这 是 以 nn 个 ci 为 未 知 数 的 一 组 n 一 1 个 齐 次 线性 方程 , 并 附 有 规 一 化 条 件 ; 这 样 的 

方程 组 总 是 有 解 的 . 假如 把 由 此 得 出 的 yp 代入 J(y, ¢), 我 们 得 到 


J(~,9) = > CickJ (Wi, Yr). 


i,k=1 


因为 Jopi pi) = 1/pi MA i Ak 时 J (vi, Yk) = 0, 所 以 有 


Jl, p) = Så =the mod = Kn: 
i21 A i=1 
因此 J(y,¢) 的 最 大 值 一 定 至 少 等 于 kn， 而 我 们 得 到 这 样 的 结果 : K(s,t) 的 第 n 
个 正本 征 值 和 A, 是 ks 的 逆 , 其 中 kn 是 当 函 数 v; 变更 时 kn{v;} 所 达到 的 极 小 
W: kafu} 的 定义 是 J(e,p) 在 p(s) 为 规 一 的 并 满足 另外 n 一 1 个 条 件 (51) 时 所 
取 的 极 大 值 (或 者 是 最 小 上 界 ). 这 个 极 大 值 中 的 极 小 值 当 


vi = Yi, V2 = ,Un-1 = Yn-1 及 G= Yn 


时 达到 . 
同样 我 们 可 以 定义 负 本 征 值 以 及 相关 于 它 的 本 征 函数 y_n(n > 0), 而 用 到 的 
是 在 相应 条 件 下 J(y, p) 的 极 小 值 中 的 极 大 值 . 
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在 上 述 结果 的 许多 应 用 中 , 我 们 提出 以 下 的 定理 , 它 可 由 本 征 值 的 极 大 - 极 小 
性 质 得 出 : 假如 在 一 核 K(s,t) 上 加 一 正定 核 K+(s,t)( 或 一 负 定 核 K~(s,t)), WA 
KK 二 Kt+( 或 KK 十 K-) WE (RA) 本 征 值 之 道 不 小 于 (或 不 大 于 ) BK 的 相应 本 
TEAC). 其 证 明 与 第 1 章 1.4 节 中 相应 定理 的 证 明 类 似 . 


3.5 ”展开 定理 及 其 应 用 


3.5.1 ”展开 定理 
假如 类 比 于 二 次 型 的 主轴 变换 , 我 们 知道 核 可 以 展 成 级 数 


K(s,t) = S5 pleat, (52) 
i=1 + 


而 这 个 级 数 对 每 个 变数 说 来 都 是 一 致 收敛 的 话 , 那么 就 可 以 得 出 结论 : 任 一 分 段 连 
续 函 数 h(t) 的 积分 变换 函数 


im i K(s,t)h(t)dt (53) 


皆 能 展 成 级 数 三 
9(s) => gipi(s), gi =(9,4%) = ee 
i=1 * 
可 是 关系 (52) 一 般 并 不 成 立 ; 所 以 我 们 必须 采用 另 一 种 不 同 的 方法 来 判断 g(s) 
的 展开 . & hi = (h, yi) Ah 对 正 交 组 pi, yp2,… 的 展开 系数 , 令 g(s) 为 方程 (53) 
所 定义 的 以 K(s,t) 为 核 的 h(t) 的 积分 换 式 , 又 令 


gi = (9, pi) = ` 


t 


为 9 的 展开 系数 ; 按 贝 塞 尔 不 等 式 , 级 数 Yh 收敛 . 由 方程 (47) 及 (49) 知 和 


i=l 
Rei(s)]? 
T(s) = Li 
@=> (P) 
对 s 一 致 "收敛 并 一 致 有 界 ; 根据 施 瓦 茨 不 等 式 , 有 


hnpn(s hmpm(s : 2 2 nls 2 m 4 
[| < (hà +- + ha) (ROL +g em ). 


1) 见 H. Weyl. Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearer partieller Differ- 
entialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie der Hohlraumstrahlung). Math. Ann., Vol. 
71, 1912, 441-479. 

* 收敛 的 一 致 性 在 下 面 可 证 明 , 此 处 用 不 着 . 一 一 译 者 
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既然 余 项 hz + hlp +--+ h?, Bn 充分 大 时 为 任意 小 , 而 [yn(s)}?/A2 + --- + 
[m(s)]?/A2, 又 恒 小 于 一 不 依赖 于 s 之 上 界 , 可 知 级 数 


Dgipi(s) = 》 (hi/M)pi(s) 
f=1 i=l 
绝对 并 一 致 收敛 . 其 和 
7(s) = ,lim ,gipi(s) = lim Yn(s) 
i=l 
为 一 。 之 连续 函数 . 剩 下 来 要 证 明 y(s) 就 是 o(s). 为 此 目的 我 们 造 核 
Kn(s,t) = K(s,t) — > aU i 
i=1 s 
使 有 
9(8) — Yn(s) = J Kn)(s, t)h(t)dt; 
我 们 把 这 个 方程 乘 以 一 任意 连续 函数 w(s) 并 对 s 积分 . 由 于 关系 (50), 所 得 式 子 
S AN) -lds = J J Kn (8, t)h(t)w(s)dsdt 
的 右 端 趋 于 零 而 我 们 得 到 
/ w(s)(9(s) — ys))ds =0, 
这 是 因为 (sols) 的 原故 . 以 上 式 子 对 任意 函数 w(s) BRIT, 特别 地 , 对 w(s) = 
g(s) 一 y(s) RL. 因为 g(s) 一 7(s) 是 连续 的 , 关系 (9-7, 9-7) =0 RAS g(s) 一 y(s) 
恒 等 于 零 时 才 成 立 , 这 就 是 我 们 所 要 证 的 . 因此 , 我 们 得 到 了 下 述 基本 展开 定理 : 


凡是 像 (53) 中 所 给 的 连续 函数 g(s), PPP RR BR A(t) 以 K(s,t) 为 核 的 
RIRA, BTA K(s,t) 的 本 征 函 数 展 为 一 级 数 ; 这 个 级 数 一 致 并 绝对 收效 . 


3.5.2 ” 非 齐 次 线性 积分 方程 的 解 
作为 上 述 定理 的 应 用 , 我 们 来 推导 一 个 非 齐 次 积分 方程 (1) 的 解 的 公式 : 


f(s) = p(s) -à / K(s,t)g(t)at. 


+ 今后 我 们 将 用 此 函数 表示 前 面 第 110 页 上 写作 Ki,) 的 函数 . 
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首先 我 们 假定 参数 和 不 等 于 任何 本 征 值 i. 假如 以 (wp, yi) 为 展开 系数 的 连续 函数 
9 为 积分 方程 的 解 , 则 应 用 展开 定理 于 h(t) = Av(t), 函数 p(s) — f(s) = g(s) 可 由 
一 致 并 绝对 收敛 的 级 数 


OEP OR OEDD OTS, / K(s,t)p(t)at (54) 
i=] 
给 出 , 其 中 ci = (9,y,). 可 是 由 于 (54) 式 , 我 们 必须 有 
a= (ae) =A ff K(s,thes(s\e(thdsdt 


= a p) = (ps f) 十 Z long), 


由 此 可 得 
Ci = 放生 人 (fi = (pi, f)). (55) 
因此 我 们 得 到 yp 的 级 数 展开 
ols) = f(s) +A D oils), (56) 
imj” 


它 必 为 (1) 的 解 . 这 个 事实 的 真实 性 ， 也 就 是 说 (56) 的 确 是 (1) 的 解 , 很 容易 看 
出 . 首先 ,这 个 级 数 绝对 并 一 致 收敛 . 证 明 这 一 点 时 我 们 只 须 注意 当 ;i 充分 大 时 ， 
对 于 任意 给 定 的 入, 关系 | 和 ; 一 和 | > |Ail/2 必定 成 立 . 因此 除去 有 限 多 项 外 , RHR 


2| 和 | x AON 为 原 级 数 之 长 函数 ; 这 个 长 函数 的 一 致 收敛 性 我 们 已 经 证 
i=1 


明 . 现在 假如 我 们 把 级 数 (56) 代入 (1), 就 立刻 可 以 验证 它 满足 方程 (1). 

和 3.3 节 中 的 理论 一 致 , 仅 当 入 = Xi 为 一 本 征 值 时 这 个 解 不 复 成 立 ; 但 即使 在 
这 种 情形 , 只 要 f(s) 与 属于 本 征 值 Xi 的 所 有 本 征 函 数 wi EX, 那么 这 个 解 还 是 
成 立 的 . 

因为 根据 3.3 节 , 只 有 当 和 为 本 征 值 时 , 积分 方程 (1) 才 对 某 些 函数 f(s) 而 言 
RAR, 所 以 我 们 的 核 除了 A; 这 些 值 之 外 不 能 有 其 他 本 征 值 . 在 第 110 页 中 证 明 
的 , 实 对 称 核 所 有 的 本 征 值 皆 为 实 的 这 一 论断 , 现在 看 来 是 不 证 自明 的 . 


3.5.3 ” 累 次 核 的 双 线 公式 
$ h(ao) = K(o,t), 我 们 得 到 展开 定理 的 另 一 个 应 用 . 这 时 , 对 “ 累 次 核 ” 


K®(s,t)= | K(s,0)K(o,t)de 


3.5 “展开 定理 及 其 应 用 


我 们 有 展开 式 
K (3,1) = 5H) S Klotilda 
或 者 有 = 
K®)(s,t) = > anpi 
同样 , 相继 的 累 次 核 


K®(s,t) = / K)(s,0)K(o,t)do 


= J K(s,01)K (01, 02)K (02, t)doidoz, 


se 


K()(s,t) = J Ko-D(s 0)K(0,t)do 


= f- f Kls, od Ko on) Klon-1,t)do -don~ 


可 有 展开 式 
K™(s,t) = De hs (n = 2,3,---), 
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(57) 


(58) 


所 有 这 些 级 数 都 对 s 和 对 上 绝对 并 一 致 收敛 , MA s 和 + 上 二 者 一 起 一 致 收敛 ( 见 


第 3.5.4 小 节 ). 
由 (57) 可 得 于 
K)(s, s) = > wer, 
i=1 i 
因此 
lim (xon, s) 一 >> ier} = 0. 
i=1 i 
可 是 这 就 等 于 说 


a 2 
lim / [xes - yea] dt = 0; 
i=1 r 


(59) 


也 就 是 说 级 数 了 p(s)pi()/ 和 ; 平均 收敛 于 K(s,1). B s 固定 时 , 这 个 级 数 对 t 


i=1 


一 致 收敛 , 因此 它 代表 一 个 t 的 连续 函数 L(s,t), 我 们 就 一 定 有 K = L， 因 为 这 
时 候 我 们 可 以 把 (59) 中 的 极限 取 在 积分 号 下 , 而 得 J [K(s,t) — L(s,t)]? = 0, 所 以 


K-L=0. 
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3.5.4 Mercer Æ” 

当 n > 1 时 , 我 们 有 相当 于 方程 (52) 的 公式 (58), 而 方程 (52) 是 不 能 一 般 地 
来 证 明 的 . 可 是 对 某 种 特殊 情形 , 我 们 有 以 下 定理 : 设 K(s,t) 为 一 定 号 连续 对 称 
A, 或 者 设 它 只 有 有 限 多 个 负 的 或 正 的 本 征 值 ， 则 展开 式 (52) 成 立 , 而 且 它 绝对 并 
一 致 收敛 . 

在 证 明 中 我 们 先 假 定 K(s,t) 为 正定 , 也 就 是 说 , 所 有 的 本 征 值 A; 皆 为 正 . RN 
首先 注意 , 对 每 一 正定 核 H(s,t) PEA H(s,s) > 0 皆 成 立 . 因为 设 H(so, 80) < 0, 
则 将 有 点 s= so,t = so 的 一 个 邻 域 ls — so| < e, |t 一 so| < 存在 , 使 在 这 个 区 域 中 
到 处 有 H(s,t) < 0. 于 是 我 们 可 以 定义 函数 p(s): 当 |s 一 sol <£ NS p(s) = 1 Æ 
其 他 各 处 p(s) = 0. 对 这 个 函数 而 言 我 们 有 


J [ 206,d0s)o(e)asat <o, 
这 和 H 为 正定 的 假设 相 矛 盾 . 现在 假如 把 这 个 结果 用 于 正定 核 
H = K(s,t) — >is va 
我 们 就 得 到 are 
K(s,s) 一 y eer > 0. 


所 以 正 项 级 数 ere 
Pils 
对 各 个 s 的 值 而 言 皆 收敛 . 由 关系 


(2 ont) |... Pm(s) eld)’ 
VAn VAn Vim Da 

[pn(s)]? [pm(s)]? [pn (2)]? of [pm (t)]? 
< (apr tet = I i% a d 


( 施 瓦 蒋 不 等 式 ) 知 级 数 》`yi(s)pi(b/Xi 也 绝对 收敛 ; 而 且 当 s Rt 为 固定 时 它 对 
t=1 


t 或 s 一 致 收敛 . 因此 这 个 级 数 所 定义 的 函数 当 t 固定 时 对 s 是 连续 的 , 反之 亦 然 . 
因此 按 第 3.5.3 小 节 它 等 于 核 K. 


1) T. Mercer. Functions of positive and negative type and their connection with the theory of 
integral equations. Trans. Lond. Phil. Soc. (A), Vol. 209, 1909, 415-446. 
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最 后 我 们 证 明 这 个 级 数 同时 也 对 两 个 变数 而 言 一 致 收敛 ; 因为 有 了 上 面 的 不 等 
式 , 我 们 只 需 验证 级 数 
= [pi(s)]? 


的 一 致 收敛 性 . 可 是 按照 刚才 证 明 的 事实 , 这 个 级 数 等 于 连续 函数 K(s, s), 同时 我 
们 又 知道 有 这 样 一 条 定理 : 设 单 变数 的 连续 正 值 函数 级 数 收敛 于 一 连续 函数 , 则 
在 问题 的 区 间 中 该 级 数 的 收敛 是 一 致 的 。 
l 有 限 多 个 负 本 征 值 的 存在 不 会 更 改 级 数 (52) 的 收敛 性 , 因为 我 们 可 以 减 去 属 
于 负 本 征 值 的 项 ypi(s)yi(t)/ 和 i 而 使 这 个 核 成 为 正定 的 . 这 样 就 完全 证 明了 我 们 的 
定理 . 
3.6” 诺 伊 曼 级 数 和 预 解 核 


前 面 关于 积分 方程 的 理论 给 我 们 一 个 法 则 , 能 够 任意 准确 地 实际 算出 方程 的 解 
来 . 可 是 它 并 不 像 第 1 章 中 线性 方程 的 理论 那样 给 出 形式 美好 而 简洁 的 解 . 要 找 
出 较 明晰 的 解 , 我们 用 类 似 于 第 1 章 中 所 用 的 方法 . 我 们 把 积分 方程 (1) 改写 为 


p(s) = f(s) +A / K(s,t)p(t)dt, 并 把 这 样 得 到 的 表示 式 代 换 积分 号 下 的 olt). 不 断 
地 重复 这 个 步骤, 我 们 就 可 以 借助 累 次 核 把 (1) 写 为 


p(s) = f(s)+ 和 J K(s,t)f(t)dt + X? / K)(s, t)p(t)dt 
= f(s)+ 和 J K(s,t)f(t)dt + à? J K®)(s, t) f (t)dt 


+3 / K®)(s, t)p(t)dt 


ee i 


而 且 可 以 看 出 , 和 第 1 章 中 一 样 , 积分 方程 的 解 由 无 穷 级 数 
(s) = f(s) +A f K(s,t)f(t)dt + X? J K®)(s, t)f(t)dt +--- (60) 
给 出 , 只 要 这 个 级 数 是 一 致 收敛 的 . 如 果 此 外 我 们 还 假定 级 数 
K(s,t) = K(s,t) +AK)(s, t) + 2K )(s, t) + --- (61) 


1) 试 比较 第 48 页 的 脚注 . 
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一 致 收敛, 则 积分 方程 (1) 
f(s) = (8) -A | Kls, told: 

的 解 可 由 下 列 “ 逆 积 分 方程 " 表示 : 
p(s) = f(s) +A | Ks, Df (Cat. (62) 


函数 K(s,t) = K(s, t; A) 因此 叫做 逆 核 或 预 解 核 . 

级 数 (60) 和 (61) 叫做 诺 伊 楼 级 数 . 当 | 和 | 充分 小 时 , 它们 显然 是 收敛 的 , 例如 
可 取 | < 1/M, 其 中 M 为 K(s,t) 的 绝对 值 的 上 界 . 由 此 可 见 , 当 |A| 充分 小 时 ， 
预 解 核 是 和 的 解析 函数 . 它 还 满足 关系 


K(s,t;A) = K(s,t) + à [ Kis, a)K (o, t; A)do, 
K(s,t;d) = K(s,t) +A J K(o,t)K(s,0; do, (63) 


K(s,t; A) — K(s,t; A’) = (À — A’) f K(s,0;A)K(o, t; MN)do; 


可 以 由 直接 代入 而 立刻 证 明 . 

假如 核 K(s,t) 是 对 称 的 , 我 们 可 以 求 出 预 解 核 的 一 个 值得 注意 的 表示 式 , 这 个 
式 子 表现 出 解析 函数 K 如 何 依赖 于 入. 假设 | 和 | 充分 小 , 我 们 利用 对 称 核 K)(s, t), 
K®)(s,t),--- 的 级 数 展 开 (58), 并 求 出 在 (61) 中 出 现 的 几何 级 数 的 和 ; 这 样 立刻 得 
到 


K = K(s,t) + >» ee. (64) 
按 3.5.1 小 节 和 3.5.2 小 节 中 的 作法 , 我 们 看 出 右 端的 级 数 对 凡 不 为 本 征 值 的 入 值 
PUK, 而 且 收 敛 对 s 和 + 上 是 一 致 的 . 

关系 (64) 迄今 只 是 对 充分 小 的 |A| 有 了 证 明 , 它 给 出 预 解 核 K(s,t;\) 在 整个 
复 入 平面 上 的 解析 开拓 , MAE A 为 其 一 阶 极点 . 因此 (64) 代表 预 解 式 的 部 分 
分 式 分 解 . 我 们 可 以 把 所 得 的 结果 表述 如 下 : 对 称 核 的 预 解 式 为 和 的 半 纯 函数 ， 它 
在 积分 方程 的 本 征 值 处 具有 一 阶 极点 . 它 在 极点 Xi 的 留 数 给 出 属于 这 本 征 值 的 本 
TERR. 由 诺 伊 曼 级 数 和 表示 式 (64) 知 诺 伊 曼 级 数 的 收敛 半径 等 于 平方 最 小 的 本 
征 值 之 绝对 值 . 

按照 函数 论 的 一 般 理论 , 预 解 式 KK(s,t; 入) 既然 是 一 半 纯 函数 , 就 可 以 表 为 两 个 
整 超越 函数 的 商 ; 预期 这 两 函数 中 的 每 一 个 皆 可 展 为 到 处 收敛 的 舌 级 数 , ER 
的 系数 可 以 直接 由 所 给 的 核 求 得 . 在 代数 方程 的 情形 , 第 1 章 1.2 节 中 的 公式 给 出 


3.7 #EREBAA -119- 


了 这 种 表示 . 很 自然 地 我 们 会 想到 在 这 里 也 可 以 得 到 类 似 的 公式 . 此 外 , 我 们 还 可 
以 期 望 这 些 公式 并 不 只 限于 对 称 核 才 有 , 而 是 对 任意 连续 的 非 对 称 核 尼 成 立 . 这 样 
的 表示 式 是 由 弗 雷 德 霍 姆 所 得 到 的 , 他 利用 这 些 公式 作为 积分 方程 理论 的 起 点 . 在 
下 一 节 我 们 将 要 推导 弗 雷 德 霍 姆 公式 , 推导 时 同样 是 用 退化 核 A.(s,) 来 一 致 逼近 
所 给 的 核 然 后 令 n 一 co RRM. 


3.7” 弗 雷 德 霍 姆 公式 


因为 以 后 不 会 用 到 弗 雷 德 霍 姆 公式 ， 我 们 将 省 去 包含 行列 式 计 算 的 某 些 中 间 
PRD. 
在 这 里 我 们 主要 运用 同 第 1 章 1.2 节 中 一 样 的 步骤 和 用 语 . 对 一 退化 核 


K(s,t) = A(s,t) = 》 ap(s)Bp(t) 


p=1 


B, 如 果 我 们 如 前 令 zp = (P, Bp), 则 积分 方程 (1) 化 为 


p(s) = f(s) +A} zpap(s) = f(s) + AE(z, a(s)). (65) 


p=1 


利用 符号 Yp 一 (f, Bp), kpg = (ap, Ba) 我 们 得 到 Tp 的 一 个 方程 组 


Yp = Zp —A S kpqzq- (66) 
q=1 
这 个 方程 组 的 解 由 下 式 给 出 ; 
_ _Atu,¥) 
Equa) = — Se, 
因此 (1) 之 解 为 
gls) = f(s) + AB(a(s),2) = fls) - AIH, (67) 


在 (67) 中 , 我 们 有 


Alu, y; A) =A1 (u, y) — AAM2 (uD) + + (—1)"™ A A (vu, y), 


1) 这 个 方法 首次 为 豪 萨 所 用 .Sur un cas élémentaire de Péquation de Fredholm. Bull. Soc. 
math. France, Vol. 35, 1907, 163-173. 还 可 以 参照 H. Lebesgue. Sur la méthode de M. Goursat pour 
la résolution de l'équation de Fredholm. ibid., Vol. 36, 1909, 3-19. 

2) 参看 G. Kowalewski. Einführung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit, 1909. 
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A(A) = 1— AA, +--+ + (—-1)"A"A,; (68) 
其 中 
0 Up, Up, °°" Upp, 
yp kpıpı kp1 pa A Kpipn 
An(u, y) = y: Ypa jpap Kpapa … Kpaph 
Yor Kpnp: jphpa … kpnpn (69) 
Kp. ps kp pa a kpipn 


wo 


kpi, pi jphpa ne kph pn 
在 (69) 中 求 和 下 标 pi, pz,… ,ph 独立 地 由 1 变 到 n, 而 pi < pz <… < ph. 


行列 式 A(a(s),y) 显然 可 写成 积分 形式 / Anla(s), B(t)]f(t)dt, 故 积分 方程 的 
解 可 表 为 


ols) = f(8) +A Kls,5 f(a (62’) 


其 中 预 解 式 


K(s,t; A) = A N aa BUEN Bi (70) 


在 公式 (69) 中 可 以 不 对 所 有 pi < po < … < pn 的 下 标 求 和 而 对 所 有 可 能 的 
pop ,ph 的 组 合 求 和 , 把 得 到 的 结果 除 以 h. 利用 这 个 事实 及 kp, 的 定义 , 并 
运用 关于 行列 式 的 一 些 简单 的 定理 , 我 们 得 到 公式 


D(s,t; A) = A(a(s), A(t); A) 
= Do(s,t) — = Dis, t)\+ Dale, t)\? —... 


_31)\n-1 
+ CH Pel, t)A"-?, (71) 


= pees 1 1 2 (-1)" n 
D(A) = AA) = 1 = GDiA+ 5 D2? 一 … 十 二 人 Dam， 


在 这 里 我 们 用 了 简写 符号 


3.7 弗 雷 德 替 姆 公式 . 121 . 


4(s， t) A(s, 81) AAR A(s, Sh) 
pb= fff A(s1,t) A(81, 81) = A(81, Sh) ds;dsq---dsp, 


ee 


A(Sh, t) A(Sh, 31) cisa A(Sh, Sh) 


(72) 
A(sı, sı) A(s1, 82) eee A(s1, Sh) 
A(s2,$1) A(S2,82) +- A(S2, 8p) 
p= fff ds1ds2 .dsh, 
A(Sh,81) A(sh,s2) +- Alsn, Sn) 


HP h = 1,2,---,n, 而 Do(s,t) = A(s,t). 

因此 入 的 有 理 整 函数 D(s,t;A) 和 DO) 已 用 所 给 的 核 显 明 地 写 出 . 级 数 (71) 
可 以 形式 地 继续 写 下 去 而 成 一 无 穷 级 数 , AAS h >n R h>n-1 Rt, & (72) 的 
定义 , Dh 或 Dh(s,t) 这 些 量 对 退化 核 4(s, = S` ap(s)6 p(t) 而 言 此 等于零. 

p=1 

现在 假如 我 们 用 一 串 退 化 核 来 一 致 逼近 任意 的 连续 核 K(s,t), WANN 

AF (72) 收敛 于 与 核 K(s,t) 相应 的 行列 式 . 无 穷 级 数 
D(s, t; A) = Do(s,t) 一 * Dils, t)t---, 


入 》2 
D(\)=1- 7 Di+ gP 


(此 处 将 (72) 中 的 A 换 为 K) 在 非 退 化 核 的 情形 表示 一 和 的 超越 整 函数 . 要 看 出 这 
一 点 , 只 需 证 明 级 数 对 任 一 和 METS A. 设 对 所 有 的 s 和 + 上 有 |K(s,t)| <M, 
则 由 行列 式 的 阿达 马 不 等 式 (第 1 章 , 1.5.2 小 节 ) 有 


[Da(s,t)| < y (h + DMM {b — a)", 


IDa] < Vhr M” (b — a)". 


(73) 


现在 知 级 数 
oo 和 Ah oo 和 
Ee il a 1+ >. VE len 


对 任 一 入 的 值 而 言 皆 收敛 0) , 它们 又 是 (73) 的 绝对 值 级 数 的 长 函数 . 因此 就 证 明了 
我 们 的 论断 . 随 之 , 对 任 一 和 的 值 而 言 , 收敛 关系 


Jim, Dn(s, t; A) = D(s, t; À), Jim, Dy(A) = D(A) 


1) 首先 有 L/h! < eh/hh 这 一 事实 , 因为 hh /hl! 乃 是 eh 展 式 中 出 现 的 一 项 . BIR A 的 
系数 的 h 次 根 小 于 M(b-— a)e/h/?, 故 当 h 一 oo 时 它 趋 于 零 ; 对 另 一 级 数 也 一 样 . 
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对 s 和 + 一 致 成 立 , 这 里 以 n 为 下 标的 量 属于 第 n 次 近似 退化 核 4A,(s,t), 没有 下 
标量 属于 K(s,t). 所 以 只 要 入 不 是 DOA) 的 零点 Xi, 对 核 K(s,t) 的 预 解 核 而 言 我 
们 有 

Do(s,t) 一 pie A) +: 


K(s,t;A) = EE = = lim Kn(s, t; A); (74) 
gP! M z] X D; 一 

因此 , 解 任意 核 K(s, t) 的 积分 力 和 时 我 们 有 公 AK 

ols) = F(0) +A | Klst fat (75) 
上 面 这 些 公式 , 为 了 纪念 它们 的 发 现 人 , 称 为 弗 雷 德 霍 姆 公式 . 显然 关系 
D, = f Dats, s)ds (76) 
成 立 . 此 外 我 们 还 有 23) 

D'(A) = 一 foe, s; A)ds, (77) 


而 m 级 微 商 则 由 下 式 给 出 : 
rye car ff fo( addi 
$1,52,°°* ,Sm (- Atp 81, 82,°°* ,Sm 
( ty, t2,--- | a) = n, ( ti, t2,--- stm ), We 
而 
Da ( $1,52,°** ,Sm ) 
tj, 2,--+ ,tm 


K(sı, tı) pee K(s1,tm) K (81,01) eo K (81, cn) 
K(s2,t1) … K(s2,tm) K(s2,01) --- K(s2,on) 


其 中 


se 


= Jf- J K(smti) ::: K(Sm,tm) K(8m,01) ::: K(Sm,on)|d01---don. 
K(oi,ti) © K(o1,tm) K(o1,01) +++ K(o1,0n) 
K(on,ti) ++: K(on,tm) K(on,o1) -> K(on,on) 

(80) 


1) 见 前 面 所 引 Fredholm 的 论文 . 
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最 后 我 们 附带 说 明 , 当 入 = X 为 D(A) 的 零点 , 而 为 预 解 式 K(s,t; 入 ) 的 一 阶 
极点 时 , 可 以 从 K(s,t; 入 ) 在 这 些 点 的 留 数 求 得 本 征 函数 . 这 一 点 很 容易 用 我 们 的 
公式 来 证 明 0. 


3.8 ”积分 方程 理论 的 另 一 推导 


上 面 所 令 述 的 积分 方程 一 般 理 论 是 以 这 样 的 事实 为 基础 的 : 我 们 可 以 从 近似 
积分 方程 的 一 族 解 中 选 出 一 个 序列 来 , 它 一 致 收敛 于 所 给 方程 的 一 个 解 . 可 是 在 第 
2 Æ, 2.3 节 中 所 引进 的 一 一 函数 序列 的 独立 性 测度 和 渐 近 维 数 的 概念 , 使 我 们 可 
以 把 积分 方程 的 理论 建立 在 一 个 略为 不 同 的 基础 上 .因为 这 个 步骤 能 给 我 们 关于 
这 个 理论 的 另 一 些 启发 , 所 以 把 它 写 在 这 里 . 


3.8.1 一 个 引 理 
设 W1(s),W2(s),… A—-# BA, 其 范 数 辟 在 一 一 定 上 界 M 之 下 , 且 关 系 
Vals) -A f K(s,)¥n(dt > 0 (81) 


在 一 致 收敛 的 意义 下 成 立 , 则 函数 rn(s) 形 成 一 个 具有 渐 近 维 数 r 的 平滑 函数 序列 . 

证 明 时 注意 若 将 (81) 中 的 加 (z) 换 为 函数 xn(s) = ziyWni + zzWn2 +- 
+ zpy%np， 则 该 关系 仍然 成 立 ，. 此 处 设 系数 11,12, ,zp 的 绝对 值 是 有 界 的 ， 而 
函数 

pni, Pnzs np 

为 序列 Un 中 的 任意 p 个 函数 , 当 n 趋 于 无 穷 时 它们 的 下 标 n 也 趋 于 无 穷 . 若 
在 函数 加 (s) 中 存在 一 串 r 个 的 函数 组 ， 其 中 每 个 的 下 标 n ROWERS, m 
每 一 组 的 独立 性 测度 皆 在 一 定 下 界 a 之 上 , 换 句 话说, 若 原 序 列 的 渐 近 维 数 至 少 
为 r， 那 么 我 们 可 以 把 这 些 组 内 的 函数 正 交 化 ; 在 正 交 化 过 程 中 所 出 现 的 系数 将 
都 小 于 上 界 1/Va( 第 2 章 , 2.3.1 小 节 )， 因 此 我 们 得 到 一 串 r 个 互相 正 交 的 函数 
wnii(s)G = 1,2,- ,7;n 二 1,2,…), 对 它们 说 来 极限 方程 


Jim | (onals) 一 入 / K (8, t)ung(t)at) =0 (82) 
对 s 一 致 成 立 . 对 每 一 n 而 言 , 通常 利用 贝 塞 尔 不 等 式 2 的 论据 使 我 们 得 到 结果 


r 2 
f J [K (s, t)}?dsdt > 3 J | / K(s, tuns (t)dt ds; 


1) 关于 弗 雷 德 霍 姆 理论 的 形式 处 理 的 详细 讨论 ,可 参看 G. Kowalewski. Einführung in die Deter- 
minantentheorie，Leipzig; Veit, 1909. 
2) RAK 3.4.2 小 节 . 
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[[ixeor > 


因此 我 们 找到 原 序列 的 渐 近 维 数 的 一 个 上 界 ; 至 于 这 个 序列 是 平滑 的 这 一 点 , 可 立 
刻 从 (82) 得 出 . 因为 若 en 表示 一 随 n 之 增 大 而 趋 于 零 之 数 , 则 由 施 瓦 茨 不 等 式 有 


[wn(s)]? < MX2 f [K (s,t)]?dt + en, 


由 上 式 及 方程 (82) 可 得 


这 就 是 说 如 (s) 是 一 致 有 界 的 ; 同样 , 由 J (ithe, +--+ Tp, )?ds < € 可 得 关系 


(titn, +: + Epon)? <S E)? fixe t)]?dt + En. 


所 以 序列 是 光滑 的 . 
3.8.2 “对称 核 的 本 征 函 数 

我 们 将 用 刚才 证 明 的 引 理 来 得 出 对 称 核 K(s,t) 的 本 征 函数 , 我 们 用 一 串 退 化 
MAK A,(s,t) 来 一 致 逼近 K(s,t). 像 前 面 一 样 , > u, u, 及 Ap， 
依次 表示 Ap(s,t) 的 正本 征 值 和 负 本 征 值 , 令 其 相应 的 本 征 函数 为 Y (s), p(s), 
… ,yo(s) p(s), .这 里 我 们 假定 重 本 征 值 须 重复 写 适当 的 次 数 . > 


Ilp p) = / ji An(s, t)p(s)p(t)dsdt 

以 及 
J(p,9) = J K(s,t)o(s)p(t)dsdt 

依次 为 关于 An 和 K 的 积分 型 , 并 假设 Jlo, 0) 可 取 正 值 , 这 一 点 是 可 以 的 . 这 样 
km = 17utm) 就 是 当 p 为 规 一 化 函数 时 Jn, p) 的 最 大 值 ; 令 ci = 1/jp 为 同样 规 
一 化 条 件 下 J(w, p) WER. 由 于 当 n 充分 大 时 , Jlo, p) 和 Jalo, yp) 的 值 相 差 可 小 
于 任意 给 定 的 正教 BATA im pP =m. BAH VP) -u f Anl, tH at 
=0 可 得 关系 

WA (s) — pm / K(s,t)y™ (t)dt = 0, (83) 
这 是 因为 hu(s,t) > K(s,t) 之 故 . 因此 利用 引 理 , 函数 uO 成 一 具有 有 限 正 维 数 
的 平滑 序列 (+ 若 为 零 则 和 函数 Y 规 一 化 的 性 质 相 矛 盾 ) 按照 第 2 章 2.3 节 ， 


这 些 函 数 确 定 一 线性 函数 空间 ， 其 正 交 规 一 分 量 为 1,1(s), 1,2(5),: 和 ,Up1r(5)， 这 
些 函数 必然 是 齐 次 积分 方程 


Pui(s) = p | K(s,t)pii(t)dt (¢=1,2,--- ,7) 
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的 解 , 因此 函数 加 ; 为 K(s,t) 的 属于 本 征 值 yi 的 本 征 函 数 . 

完全 用 同样 的 方式 我 们 可 以 得 出 K(s,t) 的 其 余 本 征 值 和 本 征 函 数 ， 例如 ， 
kf = 1/u 为 条 件 (p,p) = 1 及 (ou = 0 (i = 1,2,---,h-1) F alpo) 
的 极 大 值 中 的 极 小 值 (变动 v1(s),v2(s),… ,un _i(s))， 

假如 我 们 类 似 地 定义 kp, = 1/jpn 为 Jlo, p) 的 上 界 的 下 界 (Eu), 由 于 Jalo, p) 
和 Jlo p) 的 值 相 接近 , 我 们 就 又 有 lim pf” = jn. 由 此 得 出 关系 


Y (8) — pn J K (s, t) (t)dt => 0, 


而 其 他 的 论据 如 前 . 要 得 到 负 本 征 值 及 相应 的 本 征 函 数 , 我 们 必须 考虑 相应 的 最 小 - 
最 大 问题 ， 假 如 某 种 符号 的 本 征 值 只 有 有 限 多 个 ， 则 在 若干 个 步骤 后 终止 就 
行 了 . 
3.8.3 ” 非 对 称 核 

上 述 方法 同样 也 简化 了 非 对 称 积分 方程 (1) 的 处 理 .我 们 只 需 扼 要 地 述 叙 一 
=; 我 们 采用 和 前 面 一 样 的 记号 . 在 情形 1 ,可 设 py 及 c 如 此 使 对 所 有 的 no 而 言 
范 数 c2 SELER M 之 下 . 于 是 差 pn pm = Cam 的 范 数 有 界 ——4M. 此 外 
lim [cn -à f KG, tam ta] =0, 


nm— 


ERX s 一 致 成 立 . 所 以 按 引 理 , 重 序列 Gm 的 任 一 子 序 列 只 要 n 和 m 都 趋 于 无 
穷 , 它 就 具有 有 界 的 渐 近 维 数 >, 而 且 r 的 上 界 只 依赖 于 K(s,t) 和 和. 因此 通过 极 
限 过 程 , 我 们 的 重 序列 Com 确定 一 线性 函数 空间 ( 见 第 2 章 , 2.3 节 ). 只 要 不 是 每 
一 个 子 序列 的 渐 近 维 数 都 为 零 , 也 就 是 说 只 要 不 是 Gam > 0, 那么 这 个 空间 就 具有 
AR > 个 正 交 分 量 1(s),W2(s),… ,wr(s). 在 Gam > 0 的 情形 pn(s) 直接 就 一 致 收 
敛 于 积分 方程 (1) 的 一 个 解 . 在 + > 0 的 情形 vls) 是 齐 次 方程 的 解 . 我 们 用 函数 


nn(s) = pn(s) 十 Z1W1(s) ya» Iryr(s) 
来 代替 pn, 这 个 函数 和 如 (s),ya(s)…… ,wr(s) 正 交 . 对 这 些 函 数 说 来 必然 有 关系 


区 一 à f Ko, tna (ta — f(s) > 0. 


和 上 面 一 样 , 现在 可 以 对 差 nn 一 mm = bmn 应 用 引 理 ; 我 们 很 容易 得 到 这 样 的 结论 ， 
就 是 这 个 序列 的 任 一 子 序列 的 维 数 必 为 零 , 也 就 是 说 函数 mh,(s) 一 致 收敛 于 一 个 与 
函数 bils) 正 交 的 积分 方程 的 解 . 

同样 , 在 情形 I[ 利 用 引 理 , 我 们 得 到 一 个 齐 次 积分 方程 的 解 组 成 的 线性 空间 , 它 
是 序列 on(s) = pn(s)/cn 的 极限 集 . 
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这 样 , 我 们 的 第 二 种 处 理 方法 就 对 在 这 里 出 现 的 收敛 情况 提供 了 更 精确 的 说 
明 . 特别 地 , 我 们 看 到 , 考虑 以 A,,(s,t) 为 核 的 近似 积分 方程 , 原 齐 次 方程 或 非 齐 次 
方程 的 解 就 可 以 得 到 随意 的 近似 . 


3.8.4 ”本 征 值 和 本 征 函 数 对 核 的 连续 依赖 性 


在 考虑 积分 方程 的 解 如 何 随 着 核 改变 的 问题 时 ,我 们 限于 讨论 对 称 核 K(s, t) 
的 本 征 值 问题 . 设 核 K(s,t) 是 一 串 对 称 核 K,(s,t)(n = 1,2,---) 的 一 致 极限 . 假如 
我 们 考虑 满足 条 件 (yp, yp) < M 的 函数 p, 则 以 K,, AK 为 核 的 二 次 积分 型 jn(P,P) 
和 J(y, vp) 的 值 当 n 充分 大 时 相差 为 任意 小 . 所 以 在 条 件 (p,Pp) = 1, (pvi) =0 F 
这 两 个 二 次 型 的 最 大 及 最 小 值 的 差 也 是 如 此 ， 因 此 这 些 最 大 中 的 最 小 值 和 最 小 中 
的 最 大 值 也 一 样 . KAYAK: 第 h 个 正本 征 值 及 第 h 个 负 本 征 值 随 其 核 连续 地 改 
X. 关于 本 征 函 数 , 由 于 可 以 差 符号 及 出 现 重 本 征 值 , 我 们 不 能 期 望 有 严格 的 连续 
性 . 可 是 , 以 下 的 事实 却 是 成 立 的 : 令 An 为 核 K(s,t) 的 > 重 本 征 值 , 也 就 是 令 


An = lim A”) = lim AM”), =- = lim A 1， 


RAVE AM, BAM) 而 言 以 上 关系 不 成 立 . 则 当 n 增 大 时 , 核 Kn(s, 的 本 
征 函 数 Ys) VO, (s) ye, (8) 所 张 的 线性 空间 一 致 收敛 于 K(s,t) 的 对 
应 于 本 征 值 An 的 诸 本 征 函数 所 张 的 线性 空间 . 

这 条 定理 是 本 征 函 数 连续 性 的 完备 表述 . 根据 引 理 几乎 立刻 就 可 以 得 到 证 明 ， 
只 要 注意 对 本 征 函 数 序列 WO, (s)(0<k <r) 而 言 , 极限 关系 


[uec SAh / K(s,t)\, (t)dt| => 0 


RIL, 并 且 这 个 序列 一 定 有 渐 近 维 数 7. 


3.9 本 理论 的 推广 


由 3.1 节 到 3.6 节 以 及 3.8 节 中 所 展开 的 讨论 可 以 在 两 个 方面 作 有 效 的 推广 . 

BH, 若 考虑 的 是 多 个 自 变 数 (例如 mm 个 ) 函数 的 积分 方程 , 则 所 有 的 论据 仍 
然 成 立 . 因此 , 设 f(s) 和 ols) 为 变数 si, s2,… ,sm 在 固定 有 限 区 域 G 上 的 连续 
函数 ; 又 设 K(s,t) 为 变数 81,82, ,sm 和 th, te,--- ,tm 的 连续 函数 , 每 一 组 变数 
FUL KM G AW; > ds 表示 G 的 体积 元 素 ds1ds2…dsm, 而 dt 表示 相应 的 体积 
元 素 dtidt2.…dtm, 所 有 积分 沸 了 解 为 在 区 域 G LR, 于 是 积分 方程 


f(s) = 9(s) —A J K (s, t)p(t)dt 


1) 关于 线性 族 收敛 的 概念 可 参看 第 2 章 , 2.3.2 小 节 . 
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为 m 个 变数 的 函数 ols) 的 积分 方程 , 其 核 K(s,t) 为 一 2m 个 变数 的 函数 ; 这 样 ， 
我 们 的 整个 理论 将 一 定 成 立 . 

其 次 , 核 为 连续 的 这 一 条 件 实 不 必要 . 这 个 条 件 可 以 放宽 而 不 影响 结果 , 我 们 
不 企图 得 出 使 我 们 的 理论 成 立 的 最 普遍 的 条 件 ; 我 们 只 把 理论 加 以 扩充 使 它 足够 去 
处 理 一 些 最 重要 的 应 用 .我 们 先 考虑 核 K(s,t) 为 两 个 变数 的 函数 . 对 分 段 连续 的 
核 而 言 , 除了 Mercer 定理 外 , 我 们 以 前 的 论断 仍 成 立 , 所 加 的 只 是 些 不 关 紧 要 的 修 
改 , 因为 在 第 2 章 中 已 指出 , 任意 分 段 连续 的 函数 可 用 连续 函数 随意 平均 逼近 . 此 
外 , 对 在 有 些 点 上 为 无 穷 的 核 , 我 们 的 论据 也 能 加 以 证 明 , 只 要 积分 


] [K (s, t)]?dsdt, J [K (s, t)]?ds, f [K (s, t)]?dt 
存在 ,而 后 两 个 积分 作为 + 和 s 的 函数 在 一 定 上 界 之 下 即 可 . 例如 核 在 s = t 点 趋 
于 无 穷 但 小 于 5 级 , 也 就 是 说 如 果 K(s,) 可 表 为 K(8,t) = 万 (s,bls — t- 的 形 
式 , 其 中 0 < a < 5, H(s,t) 到 处 连续 , 则 两 条 件 即 满足 . 要 证 明 对 这 样 的 核 说 来 我 
们 所 得 的 定理 成 立 , 只 需 用 连续 退化 核 4,(s,t) 来 逼近 这 个 核 而 使 下 述 条 件 成 立即 
可 : Í [K (s, t) 一 An(s, t)? dt 4 n 一 œ 时 一 致 趋 于 零 且 / [An(s +7, t) — An(s, t)]?dt 


当 |n| 趋 于 零 时 对 s 和 n 而 言 一 致 趋 于 零 ， 这 样 就 可 以 作出 我 们 所 有 的 论断 ， 同 
样 , 在 两 个 自 变 数 的 情形 , 若 当 si = th, so — te 时 核 为 小 于 一 级 的 无 穷 , 则 所 有 我 
们 的 定理 皆 成 立 , 因为 在 这 种 情形 积分 i J [K (s1, sz; 王 , 妇 )]2dsidsz 的 收敛 性 不 受 影 
响 . 类 似 地 , 在 三 个 自 变数 的 情形 , 我 们 可 以 允许 有 小 于 3/2 级 的 奇 点 , 一 般 说 来 对 
n 个 自 变数 而 言 允 许 K 有 小 于 n/2 级 的 奇 点 . 

最 后 , 我 们 不 加 证 明 地 指出 , 我 们 的 理论 不 难 推广 到 只 满足 前 面 关 于 K2(s,t) 
的 可 积 性 所 作假 定 的 积分 方程 . 这 并 不 需要 再 附加 像 核 的 连续 性 这 类 要 求 . 


3.10 ”补充 材料 和 问题 


3.10.1 问题 
证 明 : 
(a) 核 


soi ns sin nt = 1 
n 2 


n=1 


的 本 征 值 为 A, = 2n/7, 本 征 函 数 为 sinnt. 
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(b) 对 称 核 
1. 1—h? 
27 1 — 2h cos (s — t) + h? 
当 |h| < 工时 本 征 函 数 为 1, sin ns, cos ns, 相应 的 本 征 值 为 1, 1/h”, 1/h”. 
(c) 对 称 核 


co 
K(s,t) = A evar | eT dr (s<t) 
一 Do 


(0 < s,t < 2r) 


的 本 征 函数 为 埃 尔 米 特 正 交 函 数 es /2(d"e-” /ds"), 其 本 征 值 为 和 , = 2n + 2. 
(d) 对 称 核 


oo -一 了 
K(s,t) = e(s+)/2 f dr (0<s<t) 
t 
的 本 征 函 数 为 拉 盖 尔 正 交 函 数 
_s/2 en e~8h/(1~h) 
e Ohm 1h j 
h=0 


相应 的 本 征 值 为 An =n +1. 
3.10.2 ”奇异 积分 方程 


假如 核 具 有 过 分 高 级 的 奇 点 , 或 者 当 基 本 区 域 为 无 限时 , 核 在 无 穷 趋 于 零 不 够 
快 , 则 上 述 普遍 理论 可 以 不 成 立 (前 一 节 所 考虑 的 核 是 收敛 得 够 快 的 ). 

现在 我 们 要 来 给 出 一 些 积分 方程 的 例子 , 其 本 征 值 的 重 数 为 无 穷 . 

积分 公式 


125 t [x _ 8 
f sin se ( itt rta) t= pi ie a 


对 a 说 来 是 恒 成 立 的 . 所 以 在 基本 区 域 0 < s, t < oo E, 对 应 于 本 征 值 = 1 核 
sin st 有 无 穷 多 个 本 征 函 数 . 

埃 尔 米 特 正 交 函 数 为 核 eist 的 本 征 函数 , 其 本 征 值 为 证 "/V2r. 因此 土 1/ V27， 
土 i/ V27 四 个 数 中 的 任 一 个 都 是 这 个 核 的 本 征 值 , 而 重 数 为 无 穷 . 

在 有 限 区 闻 内 含 无 穷 多 个 本 征 值 的 积分 方程 ?可 由 下 面 的 例子 给 出 : 


gls) =à f 7 e-le-tlo(t)dt; 


1) Æ R. Neumann. Die Entwicklung willkürlicher Funktionen nach den Hermiteschen und 
Laguerreschen Orthogonalfunltionen usw.. Dissertation, Breslau, 1912. 

2) 与 此 有 关 的 积分 方程 曾 由 堆 普 夫 处 理 过 , E. Hopf. Über lineare Integralgleichungen mit posi- 
tivem Kern. Sitzungsber. Akad. Berlin(math，phys，KI.), 1928, 233-275， 又 可 参看 在 此 文中 所 引 的 
U. Wegner, G. H. Hardy 和 E. C. Titchmarsh 的 论文 . 
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它 的 解 是 ecis, 而 本 征 值 为 和 = za +02). 因此 任 一 入 > 3 皆 为 本 征 值 . 
3.10.3 tk. 施 密 特 关于 弗 雷 德 霍 姆 定理 的 推导 
试 取 入 = 1 并 将 核 K(s,t) 写成 


K(s,t) = 》 ax(s)B,(t) + k(s, t), 
v=1 
其 中 J [k(s, t)|?dsdt < 1. 按 3.6 节 , k(s,t) 的 诺 伊 曼 级 数 在 和 = 1 收敛 , 所 以 它 代 


表 核 k(s,t) 的 预 解 式 ks 引 将 积分 方程 (1) 写 为 
fils) = ee) — | kls, ola 


其 中 ， 

fils) = f(s) 十 》 ，zvav(s) (zv = (9, By)), 

v=1 
于 是 我 们 有 公式 
p(s) = f(s) 十》 zvav(s) 十 if K(s, t) | flt)+ >, zasto) dt 
v=1 v=1 
或 者 
fals) = f(s)-+ f «(ss 
= o(s)- f 中 a. (s)B,(t) + moa (tat, 
v=1 

其 中 


加 (s) = i «(s,T)a,(r)dr. 
这 样 , 所 给 的 积分 方程 一 步 就 化 为 一 具有 退化 核 的 方程 . 
3.10.4” 解 对 称 积分 方程 的 恩 斯 库 格 法 ?) 


我 们 考虑 一 正定 核 K(s,t), 其 第 一 个 本 征 值 大 于 1, 也 就 是 说 对 这 个 核 说 来 不 
等 式 
I (elas ~ ff Febels)e(Dasdt > 0 


1) E. Schmidt. Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen. Part II. 
Auflösung der aligemeinen linearen Integralgleichung, Math. Ann., Vol. 64, 1907, 161-174. 

2) D. Enskog. Kinetische Theorie der Vorgänge in mässig verdiinuten Gasen. Uppsala: Disser 
tation, 1917. 
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对 所 有 的 o BRL. 积分 方程 (1)( 设 入 = 1) 可 以 写成 f(s) = Jl), 其 中 

He) = os) - || Kls, dodat. 
从 任 一 完备 函数 组 pron 我 们 现在 用 类 似 于 第 2 章 中 所 讲 的 正 交 化 步 又 来 千 
出 一 组 函数 w(s),w(s),… ， 它 具有 性 质 viJ(vn)ds = tx 5. 这样 的 函数 组 叫做 
一 “对 核 K (5,1) 而 言 的 极 性 完备 组 ” 假如 我 们 令 ov = || oJ(ow)as = f vwfas, 
则 只 要 级 数 一 致 收敛, 立刻 可 以 得 到 p(s) =Y auls). 又 , 无 论 选择 哪 一 个 分 段 
连续 函数 p(s), 函数 v 都 满足 “完备 性 关系 ” 


J we) pls)as = Yo. 
v=1 


3.10.5 ”决定 本 征 函 数 的 凯 洛 格 法 3 
由 一 个 任意 的 规 一 化 函数 pols) 出 发 , 我 们 从 关系 式 p41(s) = dvr f K(s,t) 


x pr(t)dt, Np, = 1, 定 出 函数 wv(s) 和 数 A,. 通过 取 极 限 可 得 出 核 或 其 累 次 核 的 
一 个 本 征 值 及 相应 的 本 征 函 数 . 
读者 可 建立 本 方法 和 渐 近 维 数 法 间 的 关系 并 从 这 一 观点 出 发 来 推导 . 


3.10.6” 核 的 形式 函数 及 其 本 征 值 
对 于 和 一 给 定 核 相 联 的 积分 算 子 而 言 , 存在 类 似 于 第 1 章 中 关于 和 矩阵 的 谱 关 


n 


A. 特别 地 , 让 我 们 考虑 一 有 理 整 函数 f(u) = 》 au”, CHE u = 0 时 为 零 ; 我 们 用 


v=1 


对 称 核 K(s,t) 的 相应 累 次 核 来 代替 u 的 方 次 , 就 可 以 得 到 核 
H(s,t) = f[IK] = Sra KOs, t). 
v=1 
于 是 下 述 定 理 成 立 : HHA BRK pi fo K 的 本 征 函数 等 同 , 而 H 的 相应 本 
FEM Z thn K 的 本 征 值 之 逆 ki 间 有 下 列 的 关系 : 
mi = j(Ki)- 
1) 6ik 为 “ 克 罗 内 克 数 ”, 其 定义 为 6ii = 1; 4ifk, 5, = 0. 


2) O. D. Kellogg. On the existence and closure of sets of characteristic functions. Math. Ann., 
Vol. 86, 1922, 14-17. 
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事实 上 , 我 们 可 以 直接 验证 K 的 对 应 于 本 征 值 Xi = 1/«i 的 每 一 个 本 征 函 数 pi 也 
Æ H 的 本 征 函数 , 相应 本 征 值 为 1/f(xi). 


J / [H(s, t)]?dsdt = Sisto? 


成 立 , 我 们 看 出 H 不 再 有 其 他 的 本 征 值 和 本 征 函数 
3.10.7 ”没有 本 征 函数 的 一 个 非 对 称 核 例 子 


核 


Ce . . 
yoi vs sin (v + 1)t 
v=1 


在 区 域 0 < s, t < 27 中 没有 本 征 函 数 . 这 是 因为 累 次 核 为 


) oe eee sin vs sin(v+n)t 
K™)(s,t) = x" 2 asi tn 1 


因此 诺 伊 曼 级 数 对 所 有 的 和 值 而 言 省 收敛 . 又 可 以 证 明 对 这 个 核 来 说 对 应 于 K 的 
D(A) 为 一 常数 而 能 得 到 同样 的 结论 0. 
3.10.8 ” 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 2) 

若 当 s <t 时 K(s,t) = 0, 则 积分 方程 可 以 写成 


f(s) = (8) -à S K(s,t)p(t)dt. 


这 一 类 型 的 积分 方程 特别 由 沃 尔 泰 拉 处 理 过 . 读者 可 以 证 明 这 个 方程 的 预 解 式 是 入 
的 整 超 越 函 数 , 所 以 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 对 每 一 个 入 而 言 具 有 唯一 的 一 个 解 , 因此 ， 
KE 和 为何 皆 无 本 征 函 数 而 诺 伊 曼 级 数 恒 收 敛 . 
3.10.9” 阿 贝尔 积分 方程 3 

阿 贝 尔 研究 了 一 种 特殊 的 沃 尔 泰 拉 型 的 积分 方程 , 这 种 方程 在 许多 应 用 上 极为 
重要 . 这 方程 是 为 了 要 解 以 下 问题 而 引起 的 ; 设 质量 为 m 的 质点 在 重力 的 影响 下 
沿 一 在 铅 垂 平面 内 的 平滑 曲线 运动 . 设 质点 沿 曲线 由 高 度 z 运动 到 曲线 的 最 低 点 
所 需要 的 时 间 t 为 一 给 定 的 z 的 函数 , 曲线 的 方程 为 何 ? 这 个 问题 导致 积分 方程 

p(t)dt 


f(z) = i Wagan 


1) Æ Goursat: Cours d’analyse ( 见 参考 书目 录 ) 一 书 中 可 以 找到 类 似 的 核 . 

2) V. Volterra. Leçons sur les équations intégrales et les équations intégrodifférentielles. Chap- 
ter II. Paris: Gautier-Villars, 1913. 

3) Abel. Solution de quelques problèmes à l'aide d’intégrales définies. Christiania, Works, 
1881, I, 11-27; Bécher. Integral Equations. Cambridge: Cambridge University Press, 1909, 8. 
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如 果 设 f(z) 为 当 z 二 0 时 为 零 的 连续 可 微 函 数 , 则 积分 方程 的 解 为 
pay f Lee 
m Jo vi-t 

其 中 g 为 重力 加 速度 ; 曲线 的 方程 则 为 
y= f ° AIP jdt. 


更 一 般 地 , 我 们 可 以 研究 方程 


》 


f(z) = (0<a<1), 
当 f(z) 连续 可 微 时 , 它 的 解 是 
_sinan f(a) sin an f7 f'(s)ds 
pe) = -yat a J, GNE 


3.10.10 RF ERRA HE H O 
我 们 可 以 从 一 个 非 对 称 核 K (s, t) 造 出 两 个 对 称 核 K'(s,t) = / (i 
和 K"(s,t) = J K(o,s)K(o,t)do. 于 是 存在 一 串 函数 对 及 相应 的 和 值 使 有 


puls) =A | K(s,thvv(thdt, wls) =A | KE, s)pult)dt, 

puls) =X | Klss ovat Wels) =X f K"(6, Ove (at 
凡 可 写成 ‘| K(s,t)h(t)dt 的 函数 皆 可 用 正 交 组 p, 展 成 一 绝对 并 一 致 收敛 的 函数 
级 数 ; 同样 , 凡 形 如 K(t, s)h(t)dt 的 函数 可 用 函数 y 展 成 级 数 . 关系 式 KK(s,t) = 
三 ww 成 立 . 只 要 右 端的 级 数 对 每 一 变数 而 言 一 致 收 敏 . 核 K 由 值 和 , 


及 两 个 独立 的 正 交 组 唯一 确定 . 
3.10.11 第 一 类 积分 方程 
第 一 类 积分 方程 是 具有 下 列 形式 的 积分 方程 : 


f(s) = J K(s, t)p(t)dt. (84) 


1) E. Schmidt. Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. I. Entwicklung 
willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener. Math. Ann. Vol. 63, 1907, 433—476. 
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例如 在 前 面 我 们 就 看 到 过 这 类 方程 : 假如 第 一 类 积分 方程 (53) 的 解 存在 , 那么 其 中 
的 函数 g(s) 就 可 以 用 核 的 本 征 函数 展 成 级 数 . 别 的 例子 有 传 里 时 积分 变换 和 梅林 
积分 变换 (第 2 章 2.10.8 小 节 ). 第 一 类 积分 方程 的 理论 中 独特 的 困难 是 由 于 以 下 
事实 引起 的 : 对 连续 核 K(s,t) 而 言 , 方程 (84) 把 所 有 分 段 连续 函数 p(s) 的 流 形变 
换 为 一 较为 罕 的 流 形 , 因为 凡 由 变换 所 得 的 函数 f(s) 必然 是 连续 的 . A K(s,t) 可 
微 , 则 每 一 分 段 连续 的 函数 (事实 上 是 每 一 可 积 函 数 ) 皆 变 换 为 一 可 微 函数 . 因此 ， 
一 般 说 来 ,f(s) 为 连续 的 积分 方程 不 能 以 连续 函数 o 为 解 . 对 较 广 的 函数 类 f(s) 
而 言 , 也 只 有 当 K(s,t) 具有 某 种 不 正规 性 时 才能 期 望 (84) 可 解 . 读者 可 以 从 这 一 
观点 来 考虑 前 前 后 后 这 类 积分 方程 的 例子 ; 无 限 区 域 的 作用 与 核 的 蜡 点 相当 . 


核 为 对 称 时 , 我 们 可 以 试 求 形 如 p(s) = Sia) 的 解 , 其 中 zv = ( 户 wv) 
v=1 


为 f 对 核 的 本 征 函数 组 p1, yp2,… 的 傅 里 时 系数 . 假如 这 个 级 数 一 致 收敛 一 一 由 
于 v 增 大 时 AL 亦 增 大 , 这 个 条 件 给 了 f(s) 以 限制 — 那么 它 的 确 给 出 了 (84) 
的 解 . i 

一 般 的 情形 全 包括 在 皮卡 2 的 一 条 定理 之 内 . 这 定理 给 出 任意 (可 为 非 对 称 的 ) 


核 K 的 第 一 类 积分 方程 f(s) = / K(s,t)p(t)dt 有 平方 可 积分 的 解 p(s) 的 充 要 条 
件 : 车 yi,Wi; ABBA 10 小 节 中 所 定义 的 属于 K(s,t) HFA, A 为 相应 的 
AGHA, 则 上 述 积分 方程 当 且 仅 当 级 数 
oo 2 
a? f(s)pi(s)d 
2, (J s)pi(s s) 
收敛 时 可 解 . 
3.10.12 无 穷 多 变数 法 
车 wi(s),w2(s),… 为 一 基本 域 上 的 完备 正 交 组 ， 若 定义 ri = (pwi) fi = 
(f,wi), kpa = J K(s, t)wp(s)wa(t)dsdt, 则 积分 方程 (1) 立刻 导致 无 穷 多 个 变数 的 
线性 代数 方程 组 
fi= 7i— 入 》 hija; (i =1,2,---), 
j=1 


其 中 包括 无 穷 多 个 未 知 量 zl, zz, 级 数 5 ~?, 》、 f? 及 》、 局 的 收敛 性 可 由 
i=1 


i=1 i,j=1 


1) E. Picard. Sur un théoréme général relatif aux équations intégrales de premiére espéce et 
sur quelques problémes de physique mathématique. Rend. Ciro. math. Palermo, V. 29, 1910, 
79-97. 
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贝 塞 尔 不 等 式 导出 . 于 是 这 一 方程 组 的 求解 理论 就 导致 关于 积分 方程 (1) 的 定理 . 
3.10.13 ”本 征 函 数 的 极 小 性 
一 对 称 核 的 本 征 函 数 pl,pz,……，, 或 一 非 对 称 核 的 两 正 交 组 w 和 yi 及 其 相 


应 的 本 征 值 Xi, 皆 可 由 以 下 极 小 问题 得 出 : 用 退化 核 A(s, t) = Sas) Walt) 
i=1 

来 逼近 核 K(s,t), 使 得 j J (K 一 4An)?dsdt 为 任意 小 .读者 可 证 明 6; = pi, Yi = 

pi, Ai = 入 i 为 问题 的 解 . 

3.10.14 ” 极 性 积分 方程 


对 形 如 K(s,t) = A(s)S(s,t) HRMS, 其 中 S(s,t) 对 称 而 4(s) 除了 有 限 多 
个 跳跃 点 之 外 连续 , 我 们 可 以 导出 类 似 对 称 核 情形 中 所 得 的 那些 结果 . S(s,t) 为 正 
定 或 负 定 的 情形 , 也 就 是 说 核 只 有 正 (或 只 有 负 ) 本 征 值 的 情形 , 已 经 充分 地 研究 
过 . 在 这 种 曾 为 希 尔 伯 特 0 和 加 贝 2 处 理 过 的 情形 中 , 我 们 称 积分 方程 为 极 性 的 或 
第 三 类 的 . 像 对 称 核 的 情形 一 样 , 预 解 式 只 有 一 阶 的 实 极点 , 相应 的 留 数 给 出 “ 极 
性 本 征 函 数 ”. 对 这 些 本 征 函数 而 言 , 类 似 于 希 尔 伯 特 关于 对 称 核 的 展开 定理 成 立 . 
特别 地 , ERR KO (st) 不 恒 等 于 零 , 则 至 少 存在 一 个 本 征 值 . 此 外 , 只 要 假定 
S(s,t) 为 正 , 则 预 解 式 只 有 一 阶 实 极点 的 定理 成 立 . 又 当 S(s,t) 为 正 而 KC2)(s,) 
不 恒 等 于 零 时 , 至 少 存在 一 个 本 征 值 的 另 一 定理 亦 成 立 3). 


3.10.15 ”可 对 称 化 的 核 4) 
预 解 式 只 有 一 阶 实 极 点 的 核 可 以 用 下 述 简单 的 方式 来 表征 : 一 个 核 K(s,t) 若 
具有 此 性 质 , 则 必 存 在 一 个 核 S(s,t) 使 核 f senko, t)dr gf K(s,7)S(r, t)dr 


是 对 称 的 . 这 样 的 核 K(s,t) 叫做 可 对 称 化 的 . 反 过 来 , 若 对 某 一 适当 的 正定 对 称 核 
S(s,t) 而 言 , 至 少 有 上 述 两 个 积分 中 的 一 个 是 对 称 核 , 则 K(s,t) 的 预 解 式 的 极点 为 
实 的 并 为 一 阶 的 . 


3.10.16 ”由 函数 方程 决定 预 解 核 
可 以 证 明 K(s,t) 的 预 解 式 唯一 决定 于 方程 (63). 


1) D. Hilbert. Integralgleichungen. 第 15 章 . 在 这 里 极 性 积分 方程 具有 略为 不 同 的 形式 . 

2) E. Garbe. Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. Math. Ann., Vol. 76, 1915, 
527-547. 

3) J. Marty. Sur une équation intégrale. C. R. Acad. sc. Paris, Vol. 150, 1910, 515- 
518. Développements suivant certaines solutions singulières. 同文 , 603-606. Existence de solutions 


singulières pour certaines équations de Fredholm. 同文 , 1031-1033. 
4) J. Marty. Valeurs singulières d’une équation de Fredholm. Paris: C. R. Acad. sc, Vol. 150, 
1910, 1499-1502. 


参考 文献 . 135 . 


3.10.17 IE (fA) 定 核 的 连续 性 


可 以 证 明 若 正 (fh) 定 对 称 核 K(s,t) 5 0< s, t < 1 时 分 段 连续 , 并 在 s =t 
各 点 连续 而 且 有 连续 的 本 征 函数 , 则 它 在 区 域 0 < s, t < 1 内 处 处 连续 . 


3.10.18 ”了 哈 默 斯 坦 定理 


假定 核 K(s,t) 在 基本 区 域 0 < s, t < 1 上 连续 , 并 在 该 区 域内 有 一 致 有 界 的 
一 级 微 商 , 则 双 线 公式 不 但 对 累 次 核 KO) (s,t) 成 立 , 而 且 对 核 本 身 也 成 立 . 微 商 有 
界 的 要 求 事实 上 可 以 用 宽 得 多 的 条 件 来 代替 1. 
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第 4 章 变 分 法 


数学 物理 的 许多 问题 都 和 分 析 的 一 个 中 心 部 门 即 变 分 法 有 着 关联 ， 在 这 一 章 
中 , 我 们 将 讨论 变 分 法 的 某 些 基 本 概念 , 用 它们 来 求 得 一 些 数学 物理 方程 以 及 其 
解法 . 


4.1 变 分 法 的 问题 


4.1.1 ”函数 的 极 大 和 极 小 


变 分 法 是 由 推广 初等 极 大 极 小 的 理论 而 产生 的 . 为 了 更 好 地 了 解 它 , 我 们 先 来 
研究 熟知 的 初等 理论 . 在 一 给 定 的 闭 区 域 G 内 给 了 一 个 连续 函数 f(z,y,---), 问题 
是 要 求 G 中 的 一 点 zo,yo,……, 在 这 一 点 上 函数 相对 于 G 中 邻近 于 20, y0,--- 的 各 
点 而 言 具 有 极 大 或 极 小 值 ( 极 值 ). 这 个 问题 永远 有 解 , 因为 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 
凡 在 闭 区 域 G 内 连续 的 函数 各 具 有 最 大 及 最 小 值 , 或 者 在 区 域 之 内 , 或 者 在 区 域 的 
边界 上 达到 . 设 函 数 f(z,y,…) EG 可 微 而 且 设 在 某 一 内 点 zo, vo,… 达到 了 极 
值 , 则 在 zo,yo,…: 这 一 点 上 函数 f(z,y,…) 对 每 一 变量 的 微 商 皆 为 零 ; 换 句 话说 ， 
f 的 梯度 为 零 . 可 是 这 个 必要 条 件 完全 不 是 充分 的 , 这 可 以 从 扭转 点 和 鞍点 的 存在 
看 出 (例如 f(x) = zs,zo = 0; f(x,y) = £y, to = yo = 0). 一 般 说 来 , 使 函数 诸 微 商 
ASH A, 即使 df = 0 的 点 , 叫做 定常 点 . 定常 点 如 给 出 相对 于 某 一 邻 域 的 极 大 或 
Be), 则 称 为 “ 极 值 点 ”. 

假如 变数 不 是 独立 的 , 而 是 受到 了 一 些 限制 如 gi(z,y,:…) = 0,g2(7x,y,…) = 
0,… ,gn(ZT,y,…) = 0, 我 们 可 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求 出 定常 点 或 极 值 点 的 必要 条 
件 . 这 个 方法 包括 以 下 步骤 : 为 了 要 求 出 自 变数 的 区 域内 一 点 而 使 f(z,y,…) AR 
值 或 者 至 少 有 定常 值 , 我 们 引进 h 十 1 个 新 参数 , MRF Xo, Xi，… An, FEE RH 
F = dof 十 和 gi 十 和 292 + + Angh. 现在 我 们 由 以 下 方程 决定 zo0,yo,:… FE, 以 
及 比 数 Ao, Ar, An: 


OF OF 

p S pa Orei 

OF OF 

一 -一 == = eee — = = 1 
OM 91 0, ’ OM Gh 0, ( ) 


这 里 方程 的 数目 和 未 知 量 的 数目 相等 . 这 些 方 程 乃 是 所 要 求 的 在 给 定 限制 下 f(z， 
y,…) 取 定 常 值 或 极 值 的 条 件 . 
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”车 Ao £0, 我 们 可 以 (以 后 就 这 样 做 ) 令 Xo = 1, 因为 下 对 Xi 这 些 量 而 言 是 齐 
次 的 . 拉 格 朗 日 法 不 过 是 这 样 一 种 措施 , 它 保持 着 对 称 性 而 避免 了 利用 附加 条 件 从 
函数 f(z,y,…) 中 明显 消去 h 个 变数 . 

现在 我 们 来 考虑 几 个 初等 却 有 启发 性 的 例子 . 

(a) 在 所 有 具有 给 定 的 底 边 和 周 长 的 三 角形 中 , 等 腰 三 角形 有 最 大 面积 , 在 所 
有 具有 给 定 的 底 边 和 面积 的 三 角形 中 , 等 腰 三 角形 有 最 短 的 周 长 . 这 些 事实 可 以 不 
用 计算 而 加 以 验证 , 只 要 考虑 以 所 给 底 边 为 焦点 间 联 线 的 椭圆 . 即使 是 这 个 简单 的 
例子 , 也 表现 了 一 种 我 们 在 后 面 12.2 节 还 会 遇 到 的 可 逆 的 特征 . 

(b) 光 的 折射 和 反射 . 按 费 马 最 小 时 间 原 理 , 光线 在 两 点 间 沿 其 真实 路 线 进行 
时 所 需 的 时 间 比 沿 任 一 满足 给 定 条 件 的 假想 的 (“ 虚 ”) 路 线 所 需 的 时 间 少 . 从 这 一 
原理 立刻 可 得 在 任 一 均匀 介质 中 光 行 直线 的 事实 .假如 光线 必须 遇见 一 给 定 的 曲 
线 (镜子 ) 而 又 不 穿 过 它 , 则 简单 地 分 析 一 下 光 所 需 时 间 的 微 商 就 说 明 构 成 其 路 径 
的 两 个 直线 段 , 必须 在 接触 曲线 的 点 上 和 该 点 的 切线 作成 等 角 (反射 定律 ). 另 一 种 
情形 , 假如 所 给 的 曲线 是 两 个 区 域 的 边界 , 在 这 两 个 区 域内 光速 依次 为 cu 和 co, 而 
且 光 线 由 一 个 区 域 传 入 另 一 个 区 域 , 那么 它 必须 由 两 个 线段 组 成 , 这 两 个 线段 满足 
熟知 的 折射 定律 (斯 内 尔 定律 ) sin ai/sin az = c1/c2, 其 中 al 和 ag 为 边界 曲线 
的 法 线 和 交点 上 两 线段 间 的 夹 角 . 

(c) 斯 泰 纳 的 一 个 问题 . 给 定形 成 一 锐角 三 角形 的 三 个 点 A, Ao, As, 求 第 四 点 
P 使 得 距离 的 和 PA +PA2+PA; 为 最 小 . 考虑 以 A 为 圆心 而 过 P 点 的 圆 , 则 P 
点 在 圆 上 的 位 置 必 须 能 使 PA + PAo 为 最 小 . 按照 反射 定律 , 这 就 意味 着 线 PA, 
和 PA: 和 半径 PAs 作成 等 角 . 若 将 下 标 1, 2, 3 轮换 , 则 有 同样 的 论据 成 立 ; 所 以 
AıPA2, A2P A3, A3PA1 这 三 个 角 须 相等 且 等 于 2r/3. 问题 因此 得 解 . 

(d) 多 边 形 的 等 周 问题 . 在 所 有 本 身 不 相交 , 具有 偶数 2n 条 边 , 而 且 给 定 边 长 
为 AU 的 诸多 边 形 中 , 求 出 面积 最 大 的 那 一 个 . 所 要 求 的 多 边 形 NA, A2,…… ,42n) 
是 2n 正 多 边 形 . 证 明 这 一 点 时 我 们 首先 肯定 N 为 凸 多 边 形 . Hn 不 凸 , 则 可 作 一 
条 完全 在 nm 外 的 直线 , 它 通过 两 个 不 相 邻 的 顶点 A, 和 hi; 于 是 我 们 可 以 向 这 条 线 
映射 多 边 序列 Ak Ak+1.… AA 而 得 到 具有 同样 边 长 的 一 个 多 边 形 , 它 的 面积 比 
起 原 多 边 形 来 增加 了 AA: A 的 两 倍 . 因此 我 们 可 以 限于 考虑 凸 多 边 形 . 其 
次 我 们 来 证 多 边 形 所 有 边 长 皆 相 等 . 因为 若 相 邻 的 两 边 A14。 和 AA 边 长 不 等 ， 
则 按照 (a) 的 结果 , 我 们 可 用 一 A, 来 代替 Ao, 使 ALA, + ALA = 4i42 + A243, 
且 三 角形 A 42?4s 的 面积 大 于 A 4?4s 的 面积 . 因此 以 A 为 顶点 的 多 边 形 的 面积 
较 以 A. 为 顶点 的 为 大 , KAN 具有 最 大 面积 的 假定 相 了 矛盾. 最 后 , 为 了 要 证 明 多 
边 形 n 可 以 内 接 在 一 圆 内 , 我 们 用 联接 相对 顶点 A, 和 Any 的 对 角 线 把 中 分 为 
两 个 多 边 形 . 这 两 个 多 边 形 ni 和 ns 的 周 长 显 然 是 相等 的 ; 它们 的 面积 也 须 相 等 ， 
因为 车 mi 的 面积 比 m 的 为 大 , 我 们 可 以 用 mi 对 对 角 线 的 映像 来 代替 ma 而 得 到 
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一 个 新 的 多 边 形 m*, 它 的 周 长 依然 为 U 而 面积 却 为 ni 的 两 倍 , 因此 它 比 9 的 面 
BAK. 现在 我 们 来 证 明 , 对 每 一 个 顶点 A, 而 言 , 角 Al An Ang: 必 为 直角 . 因为 车 - 
对 mi 的 Ar 顶点 而 言 这 个 角 不 是 直角 , 我 们 就 可 以 把 mi 分 解 为 三 角形 Al Ah An+1 
以 及 两 个 多 边 形 Hi 和 Ho, 它们 和 三 角形 在 4:; An 和 AnAny 两 边 相 接 . 考虑 直 
角 三 角形 A AnA 它 的 两 边 4 An 和 AnA 依次 等 于 AAn 和 An Angi. 这 
个 三 角形 的 面积 较 AArAn 的 为 大 . 假如 我 们 把 多 边 形 H 和 H 接 在 这 个 新 三 
角形 的 两 边 上 并 把 所 得 的 多 边 形 对 线 AA 映射 , 就 得 到 周 长 为 21 而 面积 较 N 
的 为 大 的 多 边 形 , 这 和 假定 矛盾 . 所 以 A1 hh An+1 为 一 直角 , 而 所 有 的 顶点 皆 在 一 
圆周 上 . 这 就 完全 证 明了 正 多 边 形 的 极 大 性 质 1). 

以 上 的 处 理 是 以 斯 泰 纳 的 一 个 经 典 的 概念 为 基础 的 , 它 表明 在 个 别 的 情形 , 通 
过 直接 的 几何 途径 比 一 般 的 分 析 方 法 更 容易 得 出 所 要 的 结果 . 

(e) 其 他 的 例 , 极 小 中 的 极 大 . 我 们 已 经 遇见 过 其 他 典型 的 定常 值 的 例子 , 它们 
既 非 极 大 也 非 极 小 , 而 是 极 小 中 的 极 大 或 者 极 大 中 的 极 小 . 例如 , 我 们 曾 定义 二 次 
型 的 本 征 值 为 极 小 中 的 极 大 . 利用 类 似 的 性 质 我 们 定义 了 切 比 雪夫 多 项 式 . 


4.1.2 ZA 


变 分 法 也 是 起 源 于 求 极 值 或 定常 值 的 问题 . 不 过 它 的 目标 是 求 泛 函 的 极 值 而 不 
是 求 有 限 个 自 变数 的 函数 的 极 值 . 所 谓 “ 泛 函 ”, 是 指 一 个 量 或 一 个 因 变数 , 它 的 值 
依赖 于 一 个 或 多 个 函数 (以 整个 函数 为 变量 ), 而 不 是 依赖 于 若干 个 离散 的 变数 . 换 
句 话 说, 泛 函 的 定义 域 是 可 取 函 数组 成 的 一 个 集合 或 “空间 ”, 而 不 是 坐标 空间 的 一 
个 区 域 . 作为 简单 的 例子 可 考虑 z = zo 和 z = z1 二 值 之 间 曲 线 y = y(z) 的 弧 长 
L. 这 个 弧 长 可 由 以 下 积分 给 出 : 


Tı 
L= / y 1+ y?dz; 
To 


因此 L 的 值 依赖 于 整个 “变量 函数 ” y(z), 我 们 可 以 取 这 个 变量 函数 为 任意 具有 分 
段 连续 微 商 的 连续 函数 . 这 样 的 泛 函 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 到 处 可 以 遇见 , 数学 分 
析 中 的 许多 重要 问题 是 和 这 一 类 的 泛 函 关系 联系 着 的 . 

另 一 个 例子 是 位 于 cy 平面 的 区 域 G 上 一 曲面 z = z(x,y) 的 面积 . 它 可 由 积 


J 1/1 +22 + z2dady?) 
G 


给 出 , 是 变量 函数 z(x,y) HIM. 


1) 注意 极 大 的 存在 可 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 得 出 . 因为 车 设 一 个 顶点 在 原点 , 则 其 他 的 在 一 有 限 闭 区 域 
之 内 (由 于 要 求 周 长 一 定 ),， 面 积 为 顶点 位 置 的 连续 函数 . 
2) 在 本 书 的 全 部 令 述 中 , 将 用 下 标 表 示 偏 微 商 , 即 


z = Dj(z,y…)/Baci fay = P f /Axdy 等 等 . 


分 
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在 前 一 章 中 我 们 还 遇见 过 其 他 泛 函 的 例子 . 例如 当 K(z,y) 一 定时 , 函数 
g(x) = | K(z,v)hly)dy 

为 h(y) 之 泛 函 而 依赖 于 一 参数 z D, 积分 型 
j K(z,y)p(z)p(y)drdy 


WA p(x) 之 泛 函 . 在 本 章 中 我 们 主要 将 处 理 一 类 泛 函 , 它们 是 包含 变量 函数 、 其 
微 商 以 及 自 变 数 的 一 个 已 知 函 数 的 积分 , 例如 一 曲线 的 弧 长 就 是 如 此 . 

有 限 多 个 变数 的 函数 须 有 定义 域 ; 在 泛 函 的 情形 我 们 就 需 确定 可 取 函 数 的 区 域 
或 “空间 ”, 而 从 其 中 来 取出 我 们 的 变量 函数 . 例如 , 这 个 空间 可 以 是 具有 分 段 连续 
一 阶 微 商 的 所 有 连续 函数 的 集合 ( 试 参照 下 一 节 ). 

虽然 泛 函 不 能 表 为 有 限 多 个 变数 的 函数 , 我 们 可 以 把 它 看 作 一 无 穷 多 个 变数 的 
AA. 假定 变量 函数 可 以 展 成 晨 级 数 或 健 里 叶 级 数 , 则 泛 函 依赖 于 展开 系数 , 这 些 
系数 就 组 成 无 穷 多 个 变数 .自然 必须 限定 这 些 变数 的 区 域 而 使 符合 于 加 于 变量 函 
数 的 条 件 . 


41.3 ” 变 分 法 的 典型 问题 


变 分 法 所 牵涉 到 的 是 确定 泛 函 的 极 大 或 极 小 值 , 一般 说 来 即 定常 值 2 的 问题 ; 
就 是 要 在 可 取 函 数 的 区 域 中 求 出 这 样 一 个 变量 函数 , 在 这 函数 上 泛 函 取 所 要 求 的 定 
常 值 或 极 值 , 然后 就 可 以 定 出 这 个 极 值 . 微 积分 中 通常 的 极 值 问题 一 般 并 不 牵涉 到 
绝对 的 极 大 极 小 , 而 只 是 对 极 值 点 邻近 的 诸 函 数值 而 言 的 相对 的 极 大 极 小 ; 和 这 一 
事实 类 似 , 我 们 在 这 里 所 求 的 , 将 也 只 是 对 极 值 3 变量 函数 某 一 邻 域内 的 变量 函数 
而 言 泛 函 的 相对 极 值 . 为 此 目的 , 我 们 必须 定义 某 一 函数 f(z,y… ) 的 邻 域 的 概念 . 
设 ATER, 我 们 说 函数 有 i(z,y,…) 在 函数 f(z,y,…) 的 (h) 邻 域 之 内 , 假如 在 
函数 的 定义 域内 恒 有 |f- fil <h®. 

现在 我 们 已 经 有 条 件 来 表述 变 分 法 的 基本 问题 了 , 这 就 是 要 在 某 一 给 定 的 可 取 
函数 的 区 域 中 求 出 所 给 泛 函 的 一 个 (或 几 个 ) 变量 函数 , 在 这 函数 上 泛 函 取 相对 的 
极 值 , 所 谓 相对 是 和 区 域内 而 且 又 在 极 值 函数 的 充分 小 的 (h) 邻 域内 的 其 他 变量 函 
数 来 作 比 较 . 假如 极 值 问题 中 的 泛 函 除 变 量 函 数 外 还 明显 依赖 于 可 变 参数 x, y,---, 


1) 我 们 经 常用 “函数 的 函数 ”或 “函数 变换 ”来 表示 一 个 本 身 依 赖 于 一 些 参数 的 泛 函 . 

2) 在 3.1 节 中 我 们 将 给 “ 泛 函 的 定常 值 ”一 语 以 精确 的 定义 . 

3) 所 谓 极 值 变量 函数 即 是 使 所 给 泛 函 取 定 常 值 的 函数 . 

4) 在 有 些 问 题 中 宜 于 逐步 使 邻 域 的 概念 精确 化 ， 我 们 说 函数 file y, o) 是 在 f(z,y,…) 的 一 级 
(h) BIRA, 假如 在 |f 一 fil <h 之 外 还 满足 关系 |fz 一 户 z| < h, |fy 一 fiyl < h,…. 一 般 说 来 , 我 们 可 
WR ni 十 1 级 的 邻 域 , 只 要 以 上 不 等 式 对 f 以 及 其 n Mn 级 以 下 的 微 商 而 言 皆 成 立 . 
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也 就 是 说 泛 函 不 是 一 个 数值 而 是 这 些 参数 的 函数 , 那么 我 们 求 极 值 时 除 定 出 变量 函 
Bb, 就 还 必须 定 出 这 些 参数 . 现在 我 们 用 一 些 简 单 的 例子 来 说 明 变 分 法 的 问题 . 
(a) 短程 线 . 在 一 给 定 的 曲面 上 , 求 出 两 点 之 间 最 短 的 曲线 . 假定 用 直角 坐标 
ry, z 中 的 参数 方程 来 表示 这 张 曲面 : z = z(u,v), y = ylu, v), z = z(u,v), 又 假定 我 
们 采用 通常 惯用 的 符号 e = z2 + y? +22, f = zurv + Yuyo + Zuzu, g = T2 + y2 + 22, 
那么 曲面 上 由 方程 v = v(w) 确定 的 曲线 在 wo 和 wi 之 间 的 弧 长 L 可 由 以 下 积分 


给 出 : 
= We 十 2ju' + gv?2du. 
uo 


”因此 问题 就 在 于 求 出 函数 v(w), 它 使 积分 取 极 值 . 
(b) 光线 ; 最 速 落 径 . 按照 费 马 原理 , 在 二 维 不 均匀 介质 内 光线 走 的 路 径 是 以 下 
变 分 问题 的 解 : 
T= [3 A ir 极 小 ， 


lay) 

其 中 c(z,y) 是 在 介质 中 的 光速 . 

在 这 一 问题 中 , 和 在 上 一 个 问题 一 样 , 所 有 联接 路 径 给 定 的 端点 而 具有 分 段 连 
续 微 商 的 连续 曲线 都 是 可 取 的 . 和 光线 问题 有 着 紧密 联系 的 , 乃 是 最 速 落 径 的 问题 ， 
就 是 通过 这 个 问题 雅 各 布 . 伯 努 利 在 1696 年 开始 推动 了 变 分 法 的 发 展 . 问题 是 这 
PE: 在 两 点 4(zo,0) 和 B(z1,y1)( 其 中 y > 0) 之 间 要 联 一 条 曲线 , 使 得 在 y 方向 重 
力 的 作用 下 一 不 受 摩擦 的 质点 沿 这 条 曲线 由 4 走 到 B 需要 的 时 间 最 少 . 质点 的 初 
速 为 零 . 按照 初等 力学 , 在 落下 一 段 距 离 y 后 质点 的 速度 为 V2gy, 其 中 g 为 重力 
加 速度 . 于 是 所 费时 间 可 表 为 积分 


1+y? 
2gy ji 
可 取 函 数 的 集合 包含 所 有 具有 连续 二 级 微 商 而 满足 条 件 y(zo) = 0,y(z1) = v 的 正 
函数 . 
(c) 最 小 旋转 面 . 假定 曲线 y = = y(z) > 0 4 x 轴 旋转 ， 介 于 平面 zx = zo 和 
z = zl 之 间 所 得 的 曲面 有 面积 F -ar f” y/T Pde, 因此 使 有 最 小 放 转 面积 的 


曲线 y = y(z) 确定 于 变 分 问题 is 
J yvy 1+y°dr = min. - 


(d) 等 周 问题 . 这 个 问题 最 初 的 表述 是 : 求 一 周 长 给 定 而 所 围 面积 为 最 大 的 财 
曲线 . 设 该 曲线 是 凸 的 , 并 为 > 轴 分 为 面积 相等 的 两 部 分 ( 见 4.1.1 小 节 (d)), 我 们 


(2) 
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就 到 达 以 下 问题 : 适当 地 选择 5 和 yl) 使 积分 


a y(x)dx 


£ 
T V1l+y%dr =I 
0 


取 一 给 定 的 值 . 这 里 y(z) 可 以 是 任意 在 区 间 0 < zx <E 上 满足 条 件 y(0) = y(€) =0 
的 具有 分 段 连续 一 级 微 商 的 连续 函数 
我 们 也 可 以 给 出 一 个 类 似 的 问题 而 使 其 上 限 € 为 固定 的 . 
这 个 问题 , 即 所 谓 特殊 等 周 问题 , 可 以 化 为 一 较 简单 的 变 分 问题 , 为 此 只 要 引进 
弧 长 s | VIFyde 为 独立 变数 , 。 的 变化 范围 为 区 间 0 < s <1. 因为 ds? = 
0 


da? + dy”, 现在 问题 就 变 成 : 求 函 数 y(s) 使 积分 


为 极 大 , 而 同时 积分 


f yvy 1 — (dy/ds)?ds 
0 
为 极 大 , 其 中 y(s) X s 的 具有 分 段 连续 微 商 的 连续 函数 . EEH y(s) 后 , 我 们 可 求 


ae f y1- (2) as, (3) 


这 样 就 得 到 所 求 曲线 的 参数 表 式 (又 可 参照 第 2 章 2.10.1 小 节 中 等 周 问 题 的 赫 尔 
维 茨 解 ). 

一 般 说 来 , 凡 使 一 积分 式 取 极 值 而 同时 另 一 积分 式 取 一 给 定 值 的 问题 都 叫做 等 
周 问题 . SHOR 就 提供 了 一 个 这 样 的 例子 : 这 时 我 们 要 求 一 条 两 端 固定 具有 定 
长 的 均匀 和 柔 绳 在 重力 作用 下 的 形 位 . 因为 平衡 位 置 要 求 重心 尽 可 能 地 低 , 我 们 就 达 
到 以 下 的 变 分 问题 : 求 一 函数 y(z) 使 积分 


Tı 
/ yvy 1+ y°?dr 
To 


尽 可 能 地 小 而 使 积分 
i= [ V1+vy2dr 


取 给 定 的 值 , 同时 还 给 定 边 值 y(zo) = yo,y(zl) = y1- 
另 一 问题 是 求解 N 
f (y"} dz = min. 
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Tı 
i ydz = 1, 
Zo 


其 中 函数 y(z) 在 区 间 的 两 端点 为 零 , 而 函数 本 身 及 其 直到 二 阶 的 微 商 到 处 连续 . 另 
一 极其 重要 的 等 周 问题 是 : Ko Ay 的 函数 u, u 和 它 的 一 阶 微 商 在 区 域 G 连续 且 


满足 条 件 J L u2dzdy = 1, 要 这 个 函数 使 积分 


[fo + u2)dady + [owas (4) 


AB) GBT 为 区 域 G 的 边界 , o AT 的 弧 长 s 的 一 个 确定 函数 ). 

第 3 章 中 关于 对 称 核 的 本 征 函 数 的 极 小 问题 是 等 周 问题 的 另 一 例子 . 

不 言 自明 的 是 在 所 有 这 些 问题 中 , 可 取 变 量 函数 的 空间 必须 由 连续 性 条 件 确 
E, 这 样 才能 使 所 有 问题 中 的 泛 函 有 意义 . 


4.1.4 ” 变 分 法 特有 的 困难 


在 通常 极 大 极 小 的 理论 中 , 解 的 存在 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 基本 定理 给 以 保证 . 相反 
地 , 变 分 法 的 特有 困难 是 问题 可 以 有 意义 地 提出 却 可 以 没有 解答 因为 一 般 说 
来 不 可 能 把 可 取 函 数 的 区 域 选择 为 一 “ 紧 致 集 ”, 使 在 这 集合 内 聚 点 原理 成 立 ， 以 
下 是 一 个 简单 的 几何 的 例子 : 要 在 r 轴 上 的 两 点 间 连 一 最 短 的 具有 连续 曲率 的 线 ， 
它 在 两 端点 和 zx WEH. 这 个 问题 就 没有 解 . 因为 , 这 样 一 条 线 的 长 度 总 比 联 接 两 
端点 的 直线 为 大 , 可 是 这 长 度 又 可 以 和 直线 的 长 度 任意 接近 . 因此 可 取 曲 线 之 长 度 
有 一 下 确 界 却 没有 最 小 值 . 

另 一 不 可 解 的 变 分 问题 的 例 是 这 样 : + y(z) 为 连续 函数 , 有 分 段 连续 的 微 商 ， 
HWE y(-1) = -1,y(1) = 1, 而 要 求 y(z) 使 积分 


1 
J l zty?dz (5) 


为 最 小 . 很 容易 看 出 , 可 以 选 适当 的 函数 使 这 个 积分 为 任意 小 (例如 当 z < -s 时 
y= 一 1,|z|<e 时 y=z/e,z >e 时 y=1), 可 是 对 任 一 可 取 函 数 而 言 它 总 不 是 零 . 
因此 , 在 变 分 法 的 某 些 问题 中 不 能 事先 认为 极 值 一 定 存在 . 每 一 问题 或 每 一 类 
问题 的 解 都 需 有 其 特殊 的 存在 证 明 . 以 后 我 们 将 看 到 , 就 是 这 一 事实 给 变 分 法 中 的 
许多 问题 带 来 了 根本 的 困难 . 不 过 在 这 一 章 中 我 们 主要 将 表述 达到 极 值 的 必要 条 
件 , 至 于 在 满足 这 些 条 件 后 是 否 的 确 达 得 到 极 值 的 问题 可 以 暂时 保留 . 
在 表述 这 些 必要 条 件 之 前 , 我 们 将 考虑 直接 解 变 分 问题 时 可 能 用 的 方法 . 


附加 条 件 为 


1) 见 4.3.2 小 节 . 
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4.2 直 接 解 ? 


变 分 问题 的 直接 和 全 部 的 解 有 时 可 以 用 包含 两 个 步骤 的 一 般 方法 得 到 : 首先 
我 们 立 出 一 适当 的 和 原 问 题 近似 的 一 般 的 极 值 问题 , 在 这 问题 中 只 有 有 限 的 n 个 
变数 要 决定 , 然后 我 们 再 在 近似 问题 的 解 中 令 n 一 co 而 取 其 极限 . 


4.2.1 “等 周 问题 


4.1.3(d) 的 等 周 问题 提供 了 一 个 例子 : 要 求 以 2 为 周 长 而 具有 最 大 面积 的 闭 
曲线 K; 这 条 曲线 要 是 分 段 平滑 的 , 也 就 是 说 , 除了 有 限 个 棱角 外 , 它 要 有 连续 的 
切线 . 我 们 如 果 假 定 有 一 条 曲线 K 是 问题 的 解 , 我 们 就 可 以 推断 K 是 一 个 圆 . 
为 完全 和 4.1.1(d) 同样 , 我 们 可 以 证 明 K 是 凸 的 而 且 每 一 条 分 K 为 周 长 相 等 的 两 
部 分 的 割 线 AB 也 必定 分 面积 为 相等 的 两 部 分 ; 此 外 对 K 上 的 每 一 点 P 而 言 , 角 
APB 一 定 是 直角 , 因为 否则 按 4.1.1(d) 的 做 法 , 我 们 可 以 得 到 一 条 曲线 K, CA 
和 天 同样 的 周 长 却 有 较 大 的 面积 . 但 是 这 些 论断 都 是 以 暗中 假定 问题 的 确 具 有 一 
个 解答 为 基础 的 , 而 这 个 假定 却 需要 证 明 ; 所 以 我 们 将 用 另 一 种 方法 来 解 这 个 问题 ， 
它 同 时 给 出 了 所 必需 的 存在 证 明 . 我 们 考虑 各 可 取 曲 线 的 面积 值 所 成 的 集合 . 因为 
这 些 数 都 在 上 界 Po 之 下 (这 曲线 自然 可 以 放 在 以 | 为 半径 的 圆 内 ), 因此 按 分 析 
中 的 初等 原则 , 它们 的 集合 有 一 上 确 界 M, 集合 中 没有 大 于 M 的 数 , 可 是 对 任意 
小 的 e 而 言 M 的 任 一 (e) 邻 域内 都 含有 集合 中 的 数 . 换 句 话说 , 存在 一 可 取 曲 线 
Ki, Ko,--- 的 “ 极 大 化 序列 ”使 得 Kn 的 面积 Fa 当 n 增 大 时 收敛 于 M. 现在 我 
们 可 以 按 任意 准确 度 用 一 内 接 多 边 形 mn 来 近似 曲线 Kn, On 的 边 数 充分 大 使 得 其 
面积 和 边 长 和 K, 的 相差 为 任意 小 . 不 破坏 其 近似 的 性 质 , 我 们 可 以 拉 伸 多 边 形 而 
使 其 周 长 确 为 21. 这 样 , 极 大 化 序列 Ki, K2,… 就 可 以 用 一 多 边 形 的 极 大 化 序列 
m1, my,… 来 代替 . 我 们 可 以 假定 这 些 多 边 形 的 边 数 是 偶数 , 因为 凡 (2m 一 1) 边 形 
皆 可 看 作 有 相 邻 两 边 接 成 一 直线 段 的 2m 边 形 . 由 4.1.1(d) 我 们 知道 所 有 以 2 为 
边 长 的 2m 边 形 中 正 2m 边 形 有 最 大 的 面积 . 所 以 把 每 一 多 边 形 n, 用 其 相应 的 正 
多 边 形 来 代替 就 得 到 我 们 问题 的 更 好 的 极 大 化 序列 . 可 是 当 边 数 增加 时 , 这 些 多 边 
形 收敛 于 以 2; 为 周 长 的 圆 , 又 因为 多 边 形 的 面积 收敛 于 M, 所 以 圆 的 面积 就 是 M, 
因此 它 的 确 是 我 们 的 变 分 问题 的 解 . 


4.2.2 ” 瑞 利 -里 茨 方 法 、 极 小 化 序列 
以 上 的 讨论 是 以 下 述 的 一 般 概念 为 基础 的 : 我 们 考虑 任 一 形 如 D[y} = min. 的 
变 分 问题 , HPI Diy] 是 包含 函数 y 及 其 直到 K 级 微 商 的 一 个 已 知 式 的 积分 ， 


“1) 变 分 的 直接 解法 将 在 第 二 卷 中 较 全 面 地 加 以 处 理 . 
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而 且 这 里 的 积分 区 域 和 可 取 函 数 wp 的 区 域 都 是 给 定 的 . 至 于 Diy] 是 一 重 或 多 重 积 
分 则 没有 关系 . 我 们 假定 对 可 取 变 量 函 数 y 而 言 Diy] 的 值 所 作成 的 集合 具有 一 下 
确 界 d( 至 于 d 是 否 是 一 个 当 函 数 yp =u 时 Dio) 确 能 达到 的 极 小 , 则 尚 成 问题 ). 这 
样 就 存在 一 串 可 取 函 数 pl pz,… 使 得 jim Dlpn] = d, 而 且 对 每 一 可 取 函 数 y 而 
BRA Diy] > d RE. 这 样 的 一 个 函数 序列 就 叫做 变 分 问题 的 极 小 化 序列 ， 变 分 
问题 的 直接 解法 总 是 在 于 造 出 极 小 化 序列 而 企图 以 这 序列 为 基础 通过 极限 过 程 来 
获得 问题 的 解 . 
韦 . 里 茨 0 很 成 功 地 运用 了 的 方法 (尤其 是 在 数学 解 上 ) 包含 以 下 步骤 : 我 们 先 
做 出 确定 而 完备 的 一 组 “坐标 ”函数 wi, wo,…, 这 组 函数 定义 在 积分 区 域 中 , 而 且 
有 这 样 的 性 质 ?), 即 所 有 有 限 个 这 种 函数 的 线性 组 合 pn =ciwitcgwet-:-+cnwn & 
为 问题 的 可 取 比 较 函 数 , 而 且 对 任 一 可 取 函 数 p 而 言 , 存在 一 适当 的 这 种 线性 组 合 
Pn 使 得 Diy] 和 Dion) 相差 为 任意 小 . 这 样 就 存在 极 小 化 序列 yp1, po,… , 其 中 的 
每 个 on 皆 为 函数 wi, we,--- ,wn 的 线性 组 合 ciwi 十 czwz 十 … 十 cnwn. 因此 我 们 如 
果 对 每 一 n 都 定 出 一 个 函数 pn, 也 就 是 定 参 数 cl c2,… ,cn, 而 要 求 Dyn] = dn X 
极 小 , 那么 我 们 就 得 到 一 个 更 好 的 极 小 化 序列 . 这 个 要 求 乃 是 Dion] 的 一 通常 的 极 
小 问题 , D[pn] 为 n 个 参数 c1, co,…… ,cn 的 函数 , 因此 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 总 是 
有 解答 的 ( 需 在 Dien] 为 c1,c2,:… ,cn 的 连续 可 微 函 数 的 条 件 下 ; 我 们 这 里 假定 这 


个 条 件 是 满足 的 ) ci 的 值 决定 于 n 元 的 线性 方程 组 oe =0(i=1,2,-++ ,n). 这 


时 我 们 可 以 期 望 所 得 的 极 小 化 序列 收敛 于 所 要 求 的 解 ， 不幸 的 是 问题 并 不 如 此 简 
单 , 在 4.2.4 小 节 中 我 们 将 看 到 这 一 点 . 一 般 说 来 我 们 只 能 说 这 样 得 到 的 D[pn]=dn 
的 值 收敛 于 所 要 求 的 下 确 界 或 极 值 . 至 于 极 小 化 序列 本 身 是 否 收敛 于 所 求解 答 的 问 
题 乃 是 在 理论 上 很 困难 的 问题 , 这 需要 另 作 讨论 . 在 下 面 有 几 处 我 们 还 要 加 到 这 一 
问题 . 

上 述 方法 在 有 些 情形 虽然 没有 证 明 收 敛 性 , 但 在 数学 计算 上 还 是 有 用 的 . EE 
一 个 别 问 题 它 的 成 效 有 赖 于 坐标 子 数 wi 的 适当 选择 . 在 下 一 小 节 中 我 们 将 用 实例 
来 说 明 这 个 方法 . 


4.2.3 ”其 他 直接 方法 、 有 限 差 法 、 无 穷 多 个 变数 法 

在 许多 情形 下 , 我 们 可 以 扩充 可 取 函 数 的 区 域 而 得 到 极 小 化 序列 ， 例 如 不 仅 
取 连 续 可 微 函数 , 而 且 还 取 具有 分 段 连续 微 商 的 连续 函数 ， 我 们 现在 来 考虑 形 如 
Diy) = f” F(zsv,y)dz 的 单 积分 的 极 小 问题 . 设 y = pi(z),y = pala) 为 一 


1) 韦 - HR. Uber eine neue Methode zur Lösung gewisser Variationsprobleme der mathematis- 
chen Physik. Journ. f. d. reine u. angew, Math., Vol. 135, 1909, 1-61; #4%. Paris: Gauthier-Villars, 
1911, 192-250. 在 里 茨 以 前 , 瑞 利 曾 成 功 地 运用 过 类 似 的 概念 . 

2) 这 种 函数 组 的 存在 性 问题 将 在 第 二 卷 中 较为 全 面 地 加 以 讨论 . 
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极 小 化 序列 , 又 设 F(z,y,y) 满足 必须 的 连续 性 条 件 , 于 是 由 y = pn(z) 所 给 的 曲 
线 自 然 可 以 用 多 边 曲线 y = pn(z) 来 近似 而 使 积分 Dien) 和 D[pn] 相差 为 任意 小 . 
所 以 我 们 有 可 能 造 出 包含 分 段 线性 函数 的 极 小 化 序列 , 对 这 些 函 数 说 来 在 每 一 子 区 
间 内 差 商 和 微 商 相同 . 因此 我 们 若 用 mm 个 点 把 积分 区 间 分 为 具有 等 长 Ac 的 若干 
部 分 , 而 且 只 限于 考虑 在 每 一 子 区 间 内 皆 为 线性 的 函数 , 则 变 分 问题 化 为 以 下 通常 
的 极 小 问题 , 或 者 可 以 用 这 个 问题 近似 地 来 代替 , 即 
Wi+l — Yı ; 
2 (zou a a ) Az = min. 

这 里 要 求 的 是 在 子 区 间 端 点 函数 的 值 yo,yi,… Ymy. 这 样 当 m = 0, 1,2.… 时 得 
到 的 函数 依然 形成 一 最 小 化 序列 0 . 

我 们 可 以 把 这 个 方法 看 作 里 茨 方法 的 特殊 情形 , 只 要 适当 地 取 分 段 线性 函数 为 
坐标 函数 . 

至 于 在 何 种 情形 下 有 限 差 问题 的 解 收敛 于 极 小 问题 的 解 , RIKER I SP 
以 讨论 . 

当 被 积 函 数 中 包含 高 阶 微 商 , 例如 二 阶 微 商 时 , 我 们 可 以 按 类 似 的 方法 来 作 . 于 
是 在 近似 问题 中 二 阶 微 商 将 由 二 阶 差 商 (yi+a 一 yit 十 妇 )/(Azi)? KRE. 

我 们 的 变 分 问题 又 可 以 看 作 无 穷 多 个 变数 的 函数 论 中 的 问题 . 例如 , 在 赫 尔 维 
茨 的 等 周 问题 解 (第 2 章 ) 中 , 涉及 的 变数 为 傅 里 叶 系 数 , 而 L? 一 4rz 的 分 析 式 给 
出 了 问题 的 解 . 也 可 以 像 这 样 来 解释 里 茨 方法 , 只 要 我 们 假定 函数 能 展 为 傅 里 时 级 
数 cwi + czwz +++» 而 把 该 方法 看 作 求 出 无 穷 多 个 系数 cl ca,… 的 法 则 . 困难 的 
收敛 问题 需 另 作 探 讨 . 

现在 我 们 来 用 一 些 例子 说 明 这 些 一 般 的 讨论 . 

(a) 下 列 积分 

Diol = {| (2 + 2)arey (6) 


积 过 和 矩形 0 < x < a,0 < y < 。b, 我 们 要 求 其 极 小 ; 在 这 里 可 取 比 较 函 数 皆 在 RAD 
段 平滑 2), 在 其 边界 上 为 零 , 并 满足 附加 条 件 


Hf) = /人 /raw =1. (7) 


我 们 假定 函数 yp 可 展 为 傅 里 叶 级 数 p = S cmn Sin(mrz/a)sin(nry/b); 按 
m,n=1 
照 第 2 章 这 是 一 定 可 能 的 . 问题 就 是 要 从 极 小 的 要 求 定 出 无 穷 多 个 参数 cmn. AA 


1) 这 里 所 叙述 的 方法 实质 上 就 是 欧 拉 在 其 著作 :“Methodus inveniendi lineas curvas maximi min- 
imive proprietate gaudentes” (M.Bousquet, Lausanne and Geneva, 1744) 中 用 来 得 到 “ 欧 拉 微 分 方程 ” 
的 方法 . 
2) 见 第 2 章 中 之 定义 . 
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函数 p。 和 py 是 分 段 连续 的 , 我 们 可 以 对 这 些 展 开 系数 为 (rmy/ajcnn, (rn/b)cmn 
的 函数 应 用 三 角 函 数组 的 完备 性 关系 , 于 是 得 到 积分 D 和 五 包含 参数 enn WH 
mR: 

D= PT Sm (= + m) ; H= PE an: (8) 
因为 条 件 H = 1, 问题 的 解 显然 为 除 c 外 各 系数 cnn = 0, 而 ct 必须 等 于 2/Vab. 
因此 我 们 的 变 分 问题 的 解 为 函数 


而 极 小 值 为 


这 一 事实 又 可 以 表 为 对 每 一 在 矩形 边 上 为 零 的 分 段 连续 函数 有 关系 
Dipl >? (4 + ga) Hla, (9) 


因为 对 规 一 化 了 的 函数 = wo/V 互 [p] 而 言 这 个 关系 就 相当 于 Diy] > d. 
(b) 圆 的 狄 利克 雷 问题 0). 试 求 积 过 z,y 平面 上 的 圆 K(z? +y? <1) 的 积分 


Dp] = Í i (p3 + pp)drdy 


的 极 小 , 假定 可 取 比 较 函 数 o E K 内 为 平滑 而 且 在 K 的 边界 上 取 给 定 的 值 . 我 们 
E K 上 引进 极 坐 标 ", 0, 而 化 积分 为 


27 1 2 1 
Djp] = f f (2 十 Ze) rdrdb. 
0 Jo r 


这 时 可 以 确定 边 值 为 一 傅 里 时 级 数 7(0) = Lao + J (an cos nd + bn sin nd). 此 外 并 


假定 这 个 边 值 函数 f 有 平滑 的 微 商 ; BOR 2 章 25.3 小 节 , 这 就 意味 着 n?|as| 和 
n2|ba| EER. 现在 我 们 可 以 假定 函数 p 表 为 以 下 形式 : 


p= Z fol) + ln) cos n6 + gn(7) sin nð), 


其 中 所 (7),gn(7) 必须 满足 关系 式 所 (1) = an, gn(1) = bn. 因为 三 角 函 数组 的 完备 
性 关系 , 我 们 就 得 到 方程 


.Dia = WPrar tr > [ [O+ | rar 


1) 虽然 和 历史 事实 不 符 , 但 这 一 名 称 从 黎 曼 的 时 代 起 就 为 人 们 所 惯用 . 


* 148 - 第 4 章 变 分 法 


oo 1 2 
+r D f [oo 十 Ta] rdr. 
n=1 
因此 为 了 要 解决 原先 的 极 小 问题 , 我 们 处 理 以 下 一 串 的 极 小 问题 : 


1 n2 1 n2 
J (六 + ft) rdr = min f (o? + 77a) rdr = min. 
0 0 


(n =0,1,2,---), 

其 中 fn 和 on 为 平滑 函数 , 而 当 7 = 1 时 依次 取 值 为 a A bn. 

由 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 迫近 定理 , 函数 1, rr? 一 定 满 足 这 些 极 小 问题 的 里 茨 解 
中 坐标 函数 所 需 满足 的 条 件 . 让 我 们 取 fn (EK gn) 为 多 项 式 cao 十 cnir 十 … 十 cn mr", 
EH m 之 nn 而 cn,o 十 cn1 十 … 十 Cem = an( 或 bn,). 读者 很 容易 验证 问题 的 解 不 依赖 
于 mm 而 是 fn = anr"( 或 者 gn = bar”). 因此 所 得 极 小 化 序列 中 的 各 个 函数 皆 相 等 ， 
所 以 它们 就 等 于 变 分 问题 的 解 . 

变 分 问题 的 解 fn 或 gs 又 可 以 不 用 里 茨 方法 而 按 下 法 直接 求 得 : 4n = 0 


时 , 我 们 需 使 [ fl2rdr 为 极 小 ; 显然 车 fo = 常数 = a0, 及 = 0 便 使 积分 取 极 小 
值 . 当 n> 0 时 , 我 们 必须 有 f.(0) = gn(0) = 0; 否则 因为 fa 可 微 , 因此 可 以 写成 
所 (0) + rhn(r), 其 中 ha(r) 为 连续 函数 , 这 样 积分 中 的 第 二 部 分 将 为 无 穷 . 现在 我 
们 把 第 一 个 积分 写 为 
1, on, \2 1 f l, n,\2 
J (E-Z) rartan | fafndr= | (fa- fa) rdr +n). 


fn(1) = an 这 一 值 是 固定 的 , 因此 我 们 立刻 可 以 看 出 只 要 令 f/ 一 nf/r = 0 就 得 到 
极 小 值 nf2(1) = na2, 这 样 得 到 f = car"; 因为 fnll) = an, 我 们 就 有 cn = an 或 
者 fn = anr”. 对 gn(r) 可 得 相应 的 结果 . 因此 原先 的 极 小 问题 的 解 为 


u(7,0) = 520 + > rT" (an cosnb + bn sin n0), (10) 


而 极 小 值 为 _ 
T Y nla? + b2). 
n=l 
在 此 应 该 强调 的 是 , 假如 对 于 边界 值 函数 作 较 弱 的 假定 , 例如 只 要 求 连续 性 ， 
弄 么 上 面 所 解 的 极 小 问题 就 可 以 不 青 有 意义 .例如 , 落 取 直 一 致 发 仇 的 级 数 p(0) = 
Yo pa coll 所 定义 的 连续 边界 函数 , 则 和 数 r 3 ma}, = 7) al) WEB. 
在 这 种 情形 很 容易 证 明 不 存在 使 Dg] 为 有 限 的 可 也 比较 函数 
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(c) 令 g(z,y) 为 由 0< zg<a,0<y<<b 所 定义 的 矩形 R 上 的 平滑 函数 . 我 们 
要 求 一 函数 y, 它 在 这 和 矩形 内 连续 并 有 连续 的 一 级 微 商 , 在 边界 上 为 零 , 而 使 积分 


Jip] = ‘| ji (yz + y? — 2pg)drdy (11) 
AR). 在 RZA, RNS 


g(x, y) 25. Amn sinm sinn 
m,n=1 4 
以 及 
co 
= sin ma sinn—, 
p >D Cmn b 


m,n=1 
其 中 参数 cm 是 所 要 决定 的 . 由 于 三 角 函 数 的 完备 性 关系 , 这 个 变 分 问题 就 化 为 决 
ap! = e (= 十 i) Can -2 y QmnCmn 


m,n=1 


为 最 小 的 问题 . 我 们 立刻 可 以 看 出 


Amn 


Cmn = rm a + n2/02)’ 


1 ann Tx TY 
u(z, y) 一 TPP miono a sinn (12) 


, 


给 出 了 极 小 问题 的 解 . 这 个 函数 的 确 满 足 所 有 的 要 求 , 因为 这 个 级 数 以 及 逐 项 微 商 
后 所 得 的 级 数 都 一 致 收敛 . 为 了 要 看 出 这 一 点 , 只 需 注意 绝对 收敛 的 级 数 


lemn| mlemn| nlamn| 
2 mia? Fra m?/a? + n?/b?’ Qo mja? + ntj? m? /a? + n?/b?’ Do majat + nT m? /a? + n?/b? 
表示 了 长 函数 . 往 后 我 们 将 会 看 到 (157 页 ) 函数 u 满足 微分 方程 wzz+auwy = 9(z,y); 
试 将 此 例 和 例 (a) 及 (b) 比较 . 
4.2.4 ”关于 变 分 直接 方法 的 一 般 讨 论 


我 们 已 经 谈 到 在 肯定 变 分 的 直接 方法 有 效 时 一 个 主要 的 困难 是 : 即使 解 的 存 
在 不 成 问题 , 极 小 化 序列 却 不 一 定 收敛 于 一 极限 函数 . | 
极 小 曲面 的 变 分 问题 给 出 了 一 个 简单 的 例子 , 在 这 问题 中 我 们 要 求 积 分 


If 4/1 + 22 + 22dady 
G 
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的 极 小 ; 我 们 以 所 有 通过 一 给 定 空间 曲线 而 具有 分 段 连续 微 商 的 曲面 2 = z(z,y) 为 
可 取 曲 面 , 此 处 空间 曲线 的 投影 即 为 G 之 边界 . 假如 特别 地 我 们 取 这 曲线 在 z, y- 
平面 内 , 例如 取 之 为 具有 单位 面积 的 圆 , 则 函数 2 = 0 给 出 了 极 小 , 也 就 是 说 z, y- 
平面 本 身 给 出 了 极 小 . 凡 通 过 上 述 圆周 而 面积 收敛 于 1 的 任何 一 串 曲面 都 是 一 个 
极 小 化 序列 . 现在 我 们 立刻 可 以 造 出 一 些 可 取 的 比较 曲面 , 它们 的 面积 和 1 任意 接 
近 , 可 是 在 有 些 孤 立 点 上 表示 它们 的 函数 z(z,y) 却 为 任意 大 . 例如 , 考虑 一 高 为 1 
底 半径 为 < 而 垂直 地 放 在 平面 2 = 0 上 的 圆锥 , 我 们 就 取 由 这 个 锥 以 及 上 述 圆 在 锥 
底 之 外 的 部 分 所 作成 的 曲面 为 比较 曲面 . 当 < O 时 , 这 些 曲面 作成 的 极 小 化 序列 
并 不 收敛 于 问题 的 解 . 很 容易 看 出 , 甚至 于 有 可 能 造 出 一 极 小 化 序列 , 它 的 发 散 点 
在 圆 内 到 处 稠密 . 

另外 一 个 例子 是 狄 利克 雷 问题 , 要 求 的 是 积分 Dl) = 1 人 (2 十 oz2)dzdy 的 极 


小 , 我 们 取 所 有 在 G 内 连续 并 分 段 平 滑 而 在 边界 上 为 零 的 函数 为 比较 函数 ， 显 然 
问题 唯一 的 解 是 p = 0, 因为 其 他 的 可 取 函 数 使 积分 有 正 值 . 以 G 的 任 一 点 P 为 
极点 引进 极 坐 标 7,9, 我们 可 以 把 积分 写 为 J Í (ez + y3/r2)rdrdd. 我 们 考虑 以 P 


为 心 的 一 个 圆 r < a, 它 整 个 在 G ZA, 而 且 半径 a < 1. 现在 我 们 令 在 这 圆 外 
p=0 在 r=a 及 =az 间 的 圆 环 上 wp = log(r/a)/loga, 而 在 圆 r <a? 内 
y = loga/loga = 1. REM, y 为 一 可 取 比 较 函 数 ; 而 相应 的 积分 值 等 于 


Qn aie | 2T 
traj a sarar = “bea: 
现在 我 们 令 a R- PÉTERÉ a1,az,:… 而 考虑 相应 的 函数 vi, y2,---, 我 们 就 
看 出 有 Diyn] 收敛 于 零 ; 因此 这 些 函 数 作成 变 分 问题 的 一 个 极 小 化 序列 . 可 是 在 P 
点 所 有 的 函数 取 值 为 1, 所 以 这 序列 不 收敛 于 问题 的 解 p = 0. 

在 变 分 问题 | y?dz = min. 的 情形 中 , 若 取 y(z) 为 = 的 连续 并 分 段 平滑 的 
函数 ， 且 在 两 端点 处 yle) 为 零 , 则 很 容易 看 出 所 有 的 极 小 化 序列 的 确 必 须 收敛 于 函 
数 y = 0. 可 是 极 小 化 序列 中 各 函数 的 微 商 并 不 一 定 收敛 于 零 , 例如 当 z < En Yn = 
T, 24 En S T < En, yn =2en— T, 42> 2En, Yn = O( lim En = 0), 这 个 序列 就 说 明 
了 这 一 事实 . 

在 第 工 卷 中 我 们 将 看 到 如 何 来 克服 这 些 困难 ; 事实 上 , 变 分 的 直接 方法 引起 了 
分 析 的 好 些 重大 进展 . 

以 下 几 节 中 我 们 讨论 经 典 的 “间接 ”方法 , 这 个 方法 的 基础 是 化 变 分 问题 为 微 
分 方程 . 从 欧 拉 和 拉 格 朗 日 起 , 数学 家 们 就 一 直 偏 重 于 用 这 类 方法 , 它 通过 一 个 一 
般 的 变 分 法 则 来 解决 极 小 问题 , 这 种 法 则 本 身 已 成 为 分 析 的 重要 工具 . 
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由 欧 拉 首先 导出 的 一 变 分 问题 的 微分 方程 是 一 个 函数 在 使 某 一 给 定 积分 取 极 
值 时 所 必须 满足 的 必要 条 件 , 但 是 它 却 不 永远 是 充分 条 件 . 我 们 把 变 分 问题 返 化 为 
一 微分 的 问题 时 便 得 出 这 些 欧 拉 方程 . 除非 另 作 声明 , 我 们 永远 假定 所 有 问题 中 出 
现 的 函数 及 其 微 商都 是 连续 的 . 
4.3.1 ” 变 分 法 中 “最 简单 的 问题 ” 


首先 让 我 们 考虑 最 简单 的 变 分 问题 , 即 求 积分 
J[y] = / CF (z, y, y')dz (13) 


的 极 小 问题 , 其 中 29,21, y(x0), y(a1) 之 值 为 给 定 . 函数 F 对 三 个 变量 r, y, y FO 
次 连续 可 微 . 函数 y 的 二 阶 微 商 y” 也 假定 是 连续 的 . 设 y = y(z) = f(z) 为 所 求 
的 给 出 极 小 的 极 值 函 数 , 也 就 是 说 , 设 在 函数 f(z) 的 一 个 充分 小 的 邻 域 (h) 内 当 
y = f(z) 时 积分 Jy) 为 最 小 . 现在 考虑 定义 在 区 间 zo < z 和 zi 上 的 函数 n(x), 它 
在 这 区 间 内 具有 连续 的 二 阶 微 商 , 在 两 端点 为 零 , 此 外 则 完全 为 任意 的 .我 们 造 函 
KR g = yten(z) = y+ ôy, 其 中 e 为 一 参数 . ôy = en(x) 这 个 量 叫做 函数 y = f(r) 的 
ED. 车 参数 。 具有 充分 小 的 绝对 值 , 则 所 有 的 变动 函数 5 SEAM y = f(z) 
的 一 个 任意 小 的 邻 域内 . 积分 Jig] = Jly + en) 可 看 作 是 一 个 e 的 函数 O(c), 故 当 
e= 0 时 对 所 有 在 0 的 一 充分 小 邻 域内 各 © 的 值 而 言 O(c) 必须 具有 极 小 值 , 因此 
8(0) = 0. 现在 假如 将 积分 6(e) = f ” F(a,y + envy! 十 en)dz 对 < 在 积分 号 下 
求 微 商 (这 是 许可 的 ), 我 们 就 得 到 方程 ” 


Tı 
: Í (Fyn + Fyn')dz = 0, 
zo 


这 是 一 个 必要 条 件 , 对 所 有 满足 上 述 要 求 的 函数 n(x) 而 言 它 必 须 成 立 . 用 分 部 积 
分 变换 积分 中 的 第 二 部 分 , 注意 nlo) = 7(z1) = 0, 我 们 就 得 到 方程 


T G T Fy) de 0 
7 — 7 fy’ =U, 
ioe y dx ¥ 


它 对 每 一 个 函数 7 而 言 皆 成 立 . 
利用 以 下 的 变 分 法 基本 引 理 则 上 述 方程 立即 导致 所 求 的 微分 方程 ， 这 引 理 


E: 设 elz) 是 z 的 连续 函数 ， 若 关系 式 i n(z)p(z)dz = 0 对 所 有 在 边界 为 
零 而 具有 二 阶 连续 微 商 的 连续 函数 n(z) 而 言 皆 成 立 , 则 etz) 恒 等 于 零 . 这 条 对 重 
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积分 而 言 也 成 立 的 引 理 是 很 容易 间接 加 以 证 明 的 . 设 p(x) 不 为 零 , 例如 在 > = E 处 
为 正 , 则 必定 存在 一 个 邻 区 G, 由 £o < z < & 所 决定 , 在 G 内 pl) WIE. 我 们 在 G 


中 取 函 数 n(x) = (x — £o) (e — £1)*, Æ G 外 取 n(z) = 0. 于 是 我 们 有 T nydz > 0, 


这 和 假设 矛盾 . 假如 我 们 要 求 函数 n 的 前 阶 微 商 皆 连 续 , 则 论断 y= 0 依然 成 
立 ; 在 这 情形 我 们 只 要 令 n= (x — &)” (x — &), 其 中 2> k. 

由 基本 引 理 我 们 立刻 可 得 函数 dFy/dr - 为 ( 此 后 用 -[F], 来 表示 这 个 式 子 ) 
对 z 而 言 恒 等 于 零 , 也 就 是 说 , 函数 y(z) 满足 微分 方程 


. 
—[Fly = q — F, =0, (14) 


或 者 详细 写 出 来 是 
y” Fyry' + y'Fyy + Fyz 一 Fy =0. (14’) 


这 就 是 在 整个 分 析 及 其 应 用 中 一 再 出 现 的 基本 欧 拉 微 分 方程 它 的 作用 是 给 出 了 
极 值 存在 的 一 个 必要 条 件 . 这 是 一 个 二 阶 微分 方程 , 在 它 的 一 般 解 中 出 现 两 个 任意 
常数 , 这 正 是 为 满足 边 条 件 一 般 所 需要 的 常数 的 数目 . 现在 我 们 这 样 来 给 定义 : 欧 
拉 微 分 方程 的 每 一 个 解 都 是 极 小 问题 的 极 值 函 数 了 (或 曲线 ). 微分 式 [F]y 叫做 F 
对 y 的 变 分 微 商 . 它 在 变 分 问题 中 的 地 位 和 通常 极 小 问题 中 的 微 商 或 梯度 相 类 似 . 

假如 像 在 微分 方程 理论 中 所 习惯 的 做 法 , 我 们 要 在 欧 拉 方程 中 解 出 最 高 一 阶 的 
微 商 , 我 们 必须 设 

Fyy £0. 

这 个 不 等 式 叫 做 勒 让 德 条 件 ; 在 研究 极 值 函 数 是 否 的 确 给 出 极 植 的 问题 中 这 个 条 件 
极为 重要 . 

上 面 讨 论 中 的 主导 思想 是 把 极 值 函数 y(z) REN e 为 参数 的 函数 族 y(z) + 
en(z) A. 这 个 参数 在 式 子 中 是 线性 的 这 一 事实 是 无 关 紧 要 的 . 经 常 也 适宜 于 把 极 
值 函数 媒 在 较为 一 般 的 函数 族 y(z,s) 中 ; 我 们 只 要 令 


n(x) = ule, e)le=0, 


前 面 的 讨论 依然 成 立 . 
现在 我 们 来 引进 一 些 常用 的 名 词 . 我 们 称 函 数 en = 6y 为 y(z) 的 变 分 ; 同样 地 
称 式 子 


Tı 
6J =e6'(0) = ef (nF, +7'Fy)dx . 
zo 


1) 见 140 页 脚注 3 的 定义 . 
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zı 
Zo 
Ti 


zl 
=| [Fl ydydx + Fy dy 


(15) 
为 积分 了 的 变 分 或 者 说 得 更 精确 些 是 它 的 一 阶 变 分 , 这 里 的 7 了 甚至 于 可 以 在 两 端 不 
AX. 这 些 都 和 微分 学 的 符号 相 类 , 在 那里 我 们 称 包 含 任意 参数 < 的 式 子 sj'(z) = 
df 为 函数 f(z) 的 微分 . 因此 泛 函 取 极 小 值 的 必要 条 件 对 所 有 满足 边 条 件 的 y 十 6y 
而 言 其 一 阶 变 分 为 零 . 

一 般 说 来 , 使 5J 为 零 的 函数 (用 几何 的 语言 即 曲线 ), 也 就 是 说 极 值 函数 (或 
曲线 ), 有 时 候 又 称 为 定常 函数 (或 定常 曲线 ). 这 个 用 语 表 明 我 们 所 处 理 的 可 以 包含 
不 是 真正 极 值 的 情况 , 正 像 在 微分 学 的 相应 的 问题 中 一 样 . 事实 上 , 在 许多 情形 下 ， 
我 们 所 主要 有 兴趣 的 是 变 分 之 为 零 而 不 是 极 值 的 问题 . 我 的 兴趣 只 是 在 于 求 定 常 值 
的 那些 问题 也 一 样 叫做 变 分 问题 . 

前 面 所 考虑 的 例子 使 我 们 有 以 下 的 变 分 微 商 : 


(a) F = ye +2fv' + gv’, 


d f+gv eu 十 2jou' tg _ 


du Je af Fg . 2Je+2fu't gv? 
(b) F= ie = ¥(z,y)J/1 + y?, by” = (by — pay Nl + y’); 
(c) F=yVi + yP, yy" =1+y?((b) 的 特殊 情形 ); 
(d) F=yV1—y?, yy" =y? -1. 
在 4.4 节 中 我 们 将 再 讨论 如 何 积分 这 些微 分 方程 的 问题 . 
4.3.2 ”多 个 未 知 函数 的 问题 


在 第 1 小 节 中 所 讨论 问题 的 直接 推广 是 决定 若干 个 z 的 函数 y(z),z(z)…… 而 
使 积分 


Tı 
=f Play got alate (16) 


取 极 值 (或 定常 值 ) 的 问题 , 这 里 函数 在 边界 点 上 的 值 也 可 以 是 给 定 的 .同样 我 
们 也 引进 在 边界 上 为 零 的 任意 函数 m(z), C(x),… ,并 假设 y = y(x) = f(z), z = 
z(x) = g(x),--- 这 一 组 函数 给 出 了 极 值 . 和 上 面 一 样 , 这 使 我 们 得 出 的 结论 是 变数 
€1,€2,°°° 的 函数 


Tı 
B(e1, E2,- ) =f F(z,y + €17,2 + €26,°-- YY + E1, z’ + E2Ç',--- dx 
Zo 
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必须 在 el = 0,62 = 0,… 时 取 极 值 . 这 样 我 们 就 必须 有 (88/8e1)o = 0, (88/68e2)o 
二 0,.… ,或 者 


0J = £1 (=), + €2 (=). + 
= [en + Fyn! )er + (F$ + Fer€')eg + +++ ]dx = 0. 
这 个 式 子 叫做 J 的 一 级 变 分 . 同样 也 可 以 把 它 表 为 
oe ea) 


Tı d 
+e f (F- ZF) drt, 17 
:人 《已 -而 (17) 


在 目前 的 情形 边界 项 为 零 . 当 我 们 任意 选 函 数 n, C- 中 的 一 个 而 令 其 他 的 为 零 ， 
我 们 需 有 5J = 0, 因此 前 面 用 过 的 论断 说 明 以 下 欧 拉 方 程 成 立 : 
d 
—[F]y = Pm ~ Fy (18) 
= Fyyy! + Fy a2" +-+- + Fyyy! + Fyz’ +-+: + Fy's — Fy =0, 


0. =e, Fyn 


d 
-(F],= g” — F; 


= Fay yl + Fuzz” + et Feyy’ + Fezz +- t Fee — F, =0, 


因此 , 作为 “空间 曲线 "y = f(z),z = 9(z),… 具有 极 值 性 或 定常 性 的 必要 条 
件 , 我 们 得 到 二 阶 微 分 方程 组 (18); 这 个 方程 组 中 方程 的 个 数 等 于 所 要 求 的 未 知 函 
数 y,z,… 等 的 个 数 . 

4.3.1 小 节 中 所 有 的 讨论 依然 都 成 立 ， 可 以 附带 说 明 的 是 一 级 变 分 为 零 不 只 是 
极 值 情形 的 必要 条 件 , 例如 当 我 们 要 求 积 分 对 函数 y(z) 的 变 分 而 言 为 极 小 而 同时 
对 函数 z(z) 的 变 分 而 言 则 为 极 大 时 , 它 也 是 必要 条 件 . 

在 这 里 , 凡 代 表 微 分 方程 组 的 解 的 每 一 条 曲线 也 都 叫做 极 值 线 . 

以 下 问题 给 出 了 一 个 欧 拉 方程 (18) 的 简单 的 例子 : 在 通常 的 欧 几 里 得 空间 或 
者 更 一 般 地 说 在 一 具有 弧 长 元 素 

ds? = glldz2 + goody” + g33dz” + 2g12dzdy 十 2glsdzdz + 2g23dydz 

的 黎 曼 空间 定 出 两 点 间 最 短 的 曲线 , 在 这 情形 我 们 有 


F = (gil 十 2gl2y' + 29132’ + gooy’? + 2g23y'z' 十 gaaz/2)172， 


| 1) 下 标 0 表示 我 们 令 el = cz = .… = 0. 
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因此 得 出 这 种 空间 的 “短程 线 ” 微 分 方程 如 下 : 


d (912 十 9g222 + 9232" 1 /Og Ogi2 , 
Q. _ 9911 , 22912 pes 
( F Sy + By y + 0 


2F 


, 


dr F OF \ ay dy 
在 欧 几 里 得 空间 则 有 


ds? = dz? + dy? + dz?, F = V1 +y? +22, 
这 些 方程 就 变 为 


d / f 1 /9 0 
5 (eee +e (9B + 278+...) <0 


7 t 


KE EA E EN ee 
dr J1+y? +z? dzVI+92+  ° 

空间 所 有 的 直线 都 满足 这 两 个 方程 . 
在 光速 为 (2, y, z) 的 三 维 介质 中 光 的 传播 决定 于 变 分 问题 
T= is UE y = 


min .. 
P(x, y, z) 


更 一 般 说 来 , 我 们 可 假定 光速 也 依赖 于 光线 的 方向 , 故 可 表 为 式 子 p(z,y, 2,y',2") = 
v. 因此 几何 光学 中 求 光线 的 问题 相当 于 一 个 一 般 的 变 分 问题 ,其 中 
p VEA 


92, y zyz) 
4.3.3 ”高 阶 微 商 的 出 现 


按 类 似 的 方法 可 以 得 出 另 一 变 分 问题 的 欧 拉 方程 , 在 这 变 分 问题 中 我 们 要 求 积 
分 站 
J= f F(z, Y, y’, y”, PR y™)dz (19) 


的 定常 值 , 其 中 F 为 变量 z,y,y/,… y 的 给 定 函 数 , 问题 中 可 取 的 比较 函数 为 
所 有 具有 直到 2n 阶 的 连续 微 商 而 其 (n _ 1) 及 (n _ 1) 以 下 各 阶 微 商 (函数 本 身 
可 看 作 零 阶 微 商 ) 则 在 边界 上 取 给 定 值 的 函数 . 我 们 仍然 取 n(x) 为 任意 具有 2n 阶 
连续 微 商 的 连续 函数 ， 且 有 边界 点 £= zo Re = zi LA nla) = w(x) = … = 
n?-))(a) = 0. 和 前 面 完全 一 样 , 我 们 得 到 一 阶 微分 SJ = ef + eje-o 的 表示 式 
如 下 : 


To 
6v = ef (Fyn + Fyn +--+ Fyn )dz. 
Tı 
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重复 地 分 部 积分 , 我 们 可 以 从 积分 中 消去 函数 n 的 所 有 的 微 商 , 而 把 它 化 为 
0. = ef” n [a 一 Fy 十 -一 Fyn 一 … 十 (一 ae ve dz. (20) 


因此 , 按 基本 引 理 ( 见 4.3.1 小 节 ), 我 们 得 到 2n 阶 微分 方程 


d d? 
[Fly=F,- ant + aah — 十 (一 1)” L Fyw =0, (21) 


它 是 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 . 这 个 方程 也 叫做 欧 拉 方程 . 在 (21) 的 通 解 中 所 出 现 
的 2n 个 积分 常数 由 2n 个 边 条 件 决定 . 
若 要 定 出 若干 个 函数 y, > :… 为 变 分 问题 


Tı 
/ F(z,y,2,-°- ,YZ ,YZ . ++ )dz = min. 
To 


的 解 , 我 们 需要 按 同 样 的 方式 考虑 相应 的 一 组 欧 拉 微分 方程 . 
4.3.4 多 个 自 变数 的 情形 


决定 重 积分 的 极 值 的 问题 使 我 们 得 到 一 个 或 多 个 包含 未 知 函 数 的 偏 微分 方程 ， 
就 像 前 面 那些 问题 使 我 们 得 到 和 常 微分 方程 一 样 . 例如 , 试 考虑 求 重 积分 


J= Jf F(z,y, u, Uz, Uy )drdy (22) 
G 


的 极 值 的 问题 , 此 处 积分 积 过 一 给 定 的 区 域 G, 所 要 定 的 函数 u 是 连续 的 , 有 直到 
二 级 的 连续 微 商 , 而 且 在 G 的 边界 上 取 给 定 的 值 . 我 们 引进 一 任意 函数 (cx, y), 往 
后 我 们 将 对 这 函数 加 上 边界 条 件 7 = 0, 这 样 就 得 到 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 


á d 
isal a Se 23 
i g (=: ©) (z [u a enl) e=0 
等 于 零 ; 这 就 相当 于 方程 
iis: i (Fan + Fasta + Frm dod (23) 
G 


同样 我 们 也 可 以 用 分 部 积分 来 变换 这 个 式 子 . 我 们 如 常 假定 G 的 边界 曲线 工具 有 
分 段 连续 变动 的 切线 . 于 是 按照 高 斯 积分 定理 2 我 们 有 


If (nzFu, + Ny Fu, )drdy 


1) 例如 可 参看 R. Cowan; Differential and Integral Calculus, # I1, 360 页 , 修订 第 二 版 . New 
York: Interscience Publishers, Inc., 1947. 有 中 译本 , 中 华 书局 出 版 . 
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= 人 (Fu, dy — Fu,dx) 一 J fn (è Fu, + Žr, ) dxdy. 


因此 我 们 得 到 


0 0 
6J = ef fat 一 Jz" 一 Fu, } dady +e | n(Focdy — Fayda) 


= If 6ulFludrdy + J bu(fu,dy — Fu,dr) = 0, 
G r 
假如 和 有 固定 边 条件 的 假定 一 致 , 我 们 加 上 在 边界 上 有 n= 0 的 条 件 , 我 们 就 得 


到 

sie || nfr- ZR. -六 Pw} dedy = 0. (24) 
方程 5J = 0 必须 对 任意 连续 可 微 的 函数 7 都 成 立 . 在 4.3.1 小 节 中 所 叙述 的 对 单 
积分 的 引 理 对 重 积分 也 是 成 立 的 , 而 且 可 以 按 同 样 的 方式 来 证 明 ; 所 以 我 们 的 结论 
是 u(x, y) 必须 满足 欧 拉 微 分 方程 


L aad, (25) 


ð 
—|F]u = sd aq fue 十 Oy 


或 者 更 明确 一 些 是 


Fyu.u, Urz + 2Fucuy Uszy + Fy Uyy + Fu uuz + Fu,uuy 十 Fue + Fu,y — F, =0. 


yuy 


从 这 方程 所 有 的 解 作成 的 流 形 中 我 们 必须 利用 给 定 的 边 条 件 定 出 一 个 特 解 ( 边 值 
问题 ). 

同样 , 假如 要 确定 的 是 多 个 未 知 函 数 , 我 们 就 得 到 一 组 这 样 的 方程 , 假如 函数 
F 所 包含 的 微 商 一 直到 n Br uz, uy ,uyy.…y, 我 们 就 得 到 一 个 2n 阶 的 微分 方程 


0 ð 8? 8? 
[Flu =Fu 一 agus 一 十 Tu 十 Br 
82 Or 
+ Bm t aie (= r Uyyy 一 0. (26) 


我 们 可 以 考虑 例子 F= (wu2 +u?) 135 页 ). 这 里 欧 拉 方 程 就 是 “ 势 方程 
Au = tgs + Uyy = 0. 


函数 = 2 (Au)? = iu, +set + dul, 使 我 们 得 到 欧 拉 方 各 


atte 


Au = WUzzzrz + 2Uzzyy + Uyyyy = 0; 
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对 带 有 常数 的 被 积 函数 (Au)? 一 c(wzzuyy — uzy), 我 们 可 以 得 到 同样 的 欧 拉 方 程 . 
极 小 曲面 的 问题 , 也 就 是 说 , 被 积 函数 


F = 4/14 224 22 


使 我 们 得 到 欧 拉 微 分 方程 
Zzz(l + 22) 一 2zzyzzzy + Zyy(1 + 22) = 0. 
4.3.5 ” 欧 拉 微 分 式 之 恒 等 于 零 


一 被 积 函数 F(z,y,y,…) 的 欧 拉 微 分 式 有 时 可 以 对 所 有 的 可 取 变 量 函数 而 
言 恒 等 于 零 . 因为 我 们 可 以 作出 可 取 变 量 函 数 使 得 yy... 在 任 一 点 x 取 预 先 
给 定 的 值 , 所 以 欧 拉 式 [F], 对 所 有 的 函数 y 而 言 恒 等 于 零 就 相当 于 这 个 式 子 在 把 
z,y,y，"… 看 作 自 变量 时 恒 等 于 零 ， 如 果 变量 函数 依赖 于 多 个 独立 变数 ,同样 的 事 
实 也 成 立 . 

最 简单 的 是 被 积 函数 为 Flay y) 的 情形 .假如 表示 式 F- Fyz — Eyyy — 
Fyyy! AS, 就 有 Fyy = 0, 所 以 F 具有 形式 F = 4(z,y) 十 WB(z,y). 因此 欧 
拉 微 分 方程 只 不 过 变 为 可 积分 条 件 

ðA OB 
By Ox 
这 时 候 按照 积分 学 的 熟知 定理 可 知 积分 
z z (z,y) 
f Faz = [ (A+ By')dz = Adz + Bdy 
zo Xo (z0,yo) 


的 确 不 依赖 于 积分 路 线 0. 假如 我 们 把 上 限 z 看 作 变 量 , 这 积分 就 变 成 上 限 的 函数 
G(z,y); 我 们 可 得 
F(z, yy’) a ao y). 

因此 F 的 欧 拉 微分 式 恒 等 于 零 必须 而 且 只 需 以 上 关系 成 立 . 

对 被 积 函数 Fly y, y) 而 言情 况 是 类 似 的 . 在 这 种 情形 欧 拉 微分 式 
[Fly 恒 等 于 零 的 充分 和 必要 条 件 也 是 FRA 

dG 
F=—, 

其 中 G(z,y y’, OF yy") 只 包含 y 的 到 (n = 1) 阶 的 微 商 . 

我 们 可 以 用 简单 的 计算 来 验证 这 个 条 件 是 充分 的 , 或 者 我 们 可 以 用 以 下 的 看 


1) 不 久 我 们 将 看 到 与 路 线 无 关 这 一 事实 又 可 直接 由 欧 拉 式 之 恒 等 于 零 得 出 . 
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法 肯定 这 一 点 : 若 已 = ZS, 则 积分 f ”Fdz 只 依赖 于 函数 y WRI n- 1 阶 
的 微 商 在 端点 的 值 ; 所 以 只 要 保持 边 值 一 定 , 当 函数 在 区 间 内 变动 时 积分 的 值 不 变 . 
所 以 一 阶 变 分 或 欧 拉 式 恒 等 于 零 

证 明 这 条 件 为 必要 时 , 我 们 考虑 包含 参数 a 的 一 族 函数 y(z,a), HS yy, 
yo-0 具有 确定 的 边 值 (不 依赖 于 a). 假如 我 们 用 J(a) 表示 含有 变量 函数 y(z, a) 
的 积分 , 则 一 阶 变 分 的 公式 使 我 们 有 


807 f™ ay, 
ba = |. 四 开心 =0 


这 是 因为 [Fh EFFE. 因此 J 不 依赖 于 a, 而 只 是 坐标 zo, zl UR y 和 它 的 前 
n 一 1 阶 微 商 在 端点 的 值 的 函数 . 若 设 初 值 点 zo 固定 而 令 上 限 2, 变动 , 我 们 得 到 
以 下 形式 的 方程 : 


Tı 
f F(z, Y, y’, a ,y™)dz = G(x, Y, y’, way sy), 


因此 对 上 限 求 微 商 就 可 以 得 到 我 们 全 部 的 论断 . 

具有 多 个 变数 的 变量 函数 的 积分 , 只 要 被 积 函数 F(z, y, u, ur uy) 仅仅 包含 一 
阶 微 商 , 那么 情况 也 是 类 似 的 . 用 和 前 面 同样 的 方法 , 我 们 就 得 到 以 下 定理 : 欧 拉 
A [Flu 对 变量 函数 以 而 言 恒 等 于 零 的 充分 和 必要 条 件 是 F TRA 


F = Az + B}, 
RP A fo BA Ly 和 4 的 函数 ,上 列 形式 的 式 子 叫 做 散 度 式 . 
一 散 度 式 F(a, yu Uz, ty) 也 可 以 用 以 下 条 件 来 刻画 : SHU RAC 内 部 的 
子 区 域 上 改变 时 , 重 积分 j i Fdzdy 的 值 保持 不 变 . 
事实 上 , 按照 高 斯 积分 定理 , 我 们 有 


If Fdzdy = [ae — Bdz), 


式 中 右 端的 积分 为 一 沿 正 向 在 G 的 边界 曲线 上 所 作 的 线 积分 . 
假如 被 积 函数 FF 包含 高 于 一 阶 的 偏 微 商 , 则 情况 比较 复杂 . 在 这 情形 下 , 欧 拉 
式 恒 为 零 当 且 仅 当 可 表 为 
F=A,+By 


(BN F 为 一 散 度 式 ) 的 这 条 定理 依然 成 立 ; 可 是 一 般 说 来 , 我 们 不 可 能 选择 4 和 B 
使 得 在 这 些 函数 中 出 现 的 微 商 较 在 F 中 出 现 的 阶 数 低 . 
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二 阶 散 度 式 最 简单 的 一 个 例子 是 F = wzzuyy — uzy. 这 时 候 我 们 有 
F = (uzlyy)2 — (Uctcy)y = —(Uytcy)2 + (Uyuzz)y 
= ~ Flu) yy — 2(uatty oy + (u?)zal. 


另 一 个 例子 是 恒等式 


2 
_Uretlyy 一 Way _ 


0 
(TT By 


UrzUy č _ 
2 +1) /1 +u} +u? 
a 
Oz 


UryUy 
(u2 +1) /1+ u? +u]. 


AF 


UzrrUyy 一 wz, 

是 曲面 z = ulz, y) 的 高 斯 曲率 乘 以 因子 /1+ 好 十 好 ; 它 之 可 以 写 为 散 度 式 表示 了 
一 个 熟知 的 事实 , 就 是 在 一 段 曲 面 上 曲率 的 积分 , 也 就 是 该 段 曲 面 的 全 曲率 , RK 
赖 于 该 段 曲 面 沿边 界 的 狭 条 . 

我 们 的 讨论 可 导致 以 下 定理 : 如 果 两 个 变 分 问题 的 被 积 函 数 之 差 为 一 散 度 式 ， 
则 该 二 问题 的 欧 拉 方 程 一 致 , 因此 其 极 值 线 族 或 极 值 面 族 一 致 . 
4.3.6 ” 齐 次 形 的 欧 拉 方 程 

在 有 些 关 于 利用 极 小 条 件 决定 曲线 或 曲面 的 几何 问题 中 , 不 任意 选 定 某 坐 标 为 
独立 变数 往往 更 为 方便 . 这 时 候 我 们 可 以 用 参数 方程 x = r(t) y = y(t) 表示 曲线 
(或 参数 方程 x = z(w,v),y = y(u, v), z = z(u,v) 表示 曲面 ), 其 中 Mu Rv) 为 独 
立 变数 , 而 且 方 程 

z=y=0 
(或 zu — LvYu = YuZv — Yo2u = ZuLy — ZyLu = 0) 

不 同时 成 立 . 在 这 里 我 们 用 一 点 表示 对 t 的 微 商 . 我 们 从 考虑 最 简单 的 变 分 问题 开 
始 , 这 时 泛 函 的 形式 为 


t1 
J= a F (a, Y, tt) az =f S(x, y, £, y)dt = min., (27) 
0 


= ý 
S=<a2F (2.4). 


其 中 
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对 微 商 z,y 说 来 , 函数 S 是 “ 齐 ” 一 次 的 , 这 就 是 说 对 任意 一 个 它 都 满足 齐 次 关 
系 

S(x, y, kt, ky) = ks(z, Y, Ť, ù), (28) 
因此 满足 方程 

tY + yy =, (29) 

后 者 可 由 (28) 式 对 上 求 微 商 而 令 k= 1 得 出 . 相反 地 , BIA z Ay 任意 齐 一 
KRY 函数 , 也 就 是 说 , 若 S 满足 方程 (28), 则 变 分 问题 | Sdt = min. 确定 一 不 依赖 
于 参数 选择 的 曲线 . 因为 若 作 参数 变换 上 = tr), 其 中 dt/dr > 0, RIKI to <t < t 
变 为 区 间 to <r < Ti, 利用 (28) 我 们 可 得 


dr dy my is at .dt 
[ s(n) =/ o (zmt) dr 


7 dt 
= S(x,y, t, y)—dr 
元 Ge 


ty 
- | S(x,y, t, y)dt. 
to 


因此 对 不 改变 前 进 方向 的 参数 变换 而 言 , 我 们 的 变 分 问题 为 一 不 变 问题 ; 极 值 线 不 
依赖 于 参数 的 选择 . 
由 齐 次 问题 可 得 两 个 欧 拉 方 程 


Sz — $s=0, 3, - $; =0, (30) 


这 两 个 方程 和 关系 式 (29) HAR, 必须 在 实质 上 和 原先 的 微分 方程 (14) 相当 ， 
此 它们 不 是 独立 的 . 由 (29) 微分 导出 恒等式 


Sa = tSr +ySoeo Gy = FB ys + Syy; 
Sez: Gey : Fyy = Y? : 一 2 : £2, 


我 们 就 可 以 由 此 求 出 两 方程 间 的 相互 关系 . AF 
Sze _ Sey _ Sy 


PP aye? 
1) 在 几何 的 问题 中 , 这 函数 往往 只 是 正 齐 次 的 (也 就 是 说 (28) 对 大 > 0 成 立 ), 而 不 是 完全 齐 次 的 , A 
为 在 完全 齐 次 的 情形 在 反方 向 沿 曲线 进行 时 所 得 的 积分 将 反 号 ， 而 以 弧 长 为 例 , 则 积分 /va + ydt 中 


需 取 正 根 , 所 得 的 积分 值 无 论 前 进 方向 为 何 就 总 是 正 的 . 对 这 种 正 齐 次 被 积 函数 说 来 ,我 们 上 面 的 讨论 仍 让 
成 立 . 
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的 值 我 们 通常 用 Sa 来 表示 . 
由 上 面 的 恒等式 可 得 


Sa — Ge = js + Ydzy — Sard — Vays) — Vast — Bayi 
= 9[Szy — Sey + (ZY — YF)S4], 
Sy — Sy = —4[Szy — Sey + (tü — YF)Sr], 
因此 (30) 的 两 个 方程 由 下 面 的 恒等式 联系 起 来 
(Ss — $3) + (By — Sy) = 
而 且 我 们 可 以 用 一 个 方程 来 代替 它们 , 例如 用 


Szý — Sey + (让 一 好 )S = 0. 


(31) 


(32) 


在 我 们 的 问题 是 要 确定 单 变数 的 多 个 函数 时 ， 情况 是 完全 类 似 的 . 在 这 里 变 分 
问题 J F(z,y,z,y',z')dz = min. 变 为 变 分 问题 J S(x,y, z, 2,9, z)dt = min. 


P S= 4¢F(z,y,z,y/2,2/2); BAS 对 变量 iy A REN AH. 


齐 次 表示 的 优点 不 只 是 在 于 对 称 性 . 举 一 个 例 来 说 , 如 果 在 一 条 曲线 上 z 不 单 
调 地 增加 , 诸如 闭 曲线 , 我 们 就 不 能 用 y = y(z) 这 样 的 式 子 来 表示 它 ; 因此 非 齐 次 


的 表示 不 能 处 理 这 一 类 的 问题 . 
在 非 一 维 的 问题 中 , 齐 次 表示 可 以 如 下 得 到 : 设 在 积分 


f F(z, Y, Z, Zn; Zy)dady 


中 变数 z,y 和 函数 z 可 写 为 两 个 参数 u 和 w 的 函数 , 而 且 z,y 对 u,v 而 言 的 雅 可 


比 行列 式 
dz,y) _, a 
Blu, v) udu vYu 
不 为 零 , BATRA 
wis ZuYu 一 ZuYu ene ZyLy 一 ZuTu 
as TuYv 一 Togu d TuYy 一 Toyu 
这 样 积分 就 变 为 


F(z,Y, Z, Zz, 2y)dady 


Ol(y,2) 04z,7) a 
O(u, v) v) u,v) x,y 

= jj? . 2- aey)’ Ory) | ao) ee 
alu, v) O(u, v) 
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= O(y,z) O(z,x) A(z, y) 
= js (znz Dl vy’ B(u,v)” aa) dudv. (33) 
这 里 的 被 积 函数 S 是 后 三 个 雅 可 比 式 的 齐 一 次 函数 . 前面 在 一 维 积分 的 情形 导出 
的 一 些 关 系 , 特别 是 恒等式 (31) 和 微分 方程 的 对 称 形 式 (32), 很 容易 在 多 个 变数 的 
情形 加 以 推广 . 在 本 书 中 用 不 着 这 些 推广 , 读者 可 自 去 参看 文献 0). 


4.3.7 ”条 件 的 放宽 、 杜 布 瓦 雷 蒙 和 险 尔 定理 


到 此 为 止 , 我 们 要 求 比较 函数 具有 连续 微 商 的 级 数 和 欧 拉 微分 方程 中 所 出 现 的 
最 高 微 商 阶 数 一 样 . 从 变 分 的 观点 来 看 , 这 个 要 求 是 一 个 不 自然 的 限制 ; 举例 来 说 ， 
以 F(x, y,y!) 为 被 积 函数 的 变 分 问题 只 要 一 阶 微 商 分 段 连续 就 有 意义 , 对 二 阶 微 商 
不 需 作 任何 假定 . 不 经 深究 , 我 们 可 以 想像 得 到 , 假如 按 这 样 的 方式 放宽 加 给 可 取 
函数 的 条 件 , 那么 我 们 会 得 到 一 个 新 的 解答 , 它 不 再 满足 欧 拉 微分 方程 . 

试 首先 考虑 一 真 极 小 问题 并 假定 y(z) 为 具有 一 阶 及 二 阶 连续 微 商 且 给 出 极 小 
值 的 函数 . 那么 即使 我 们 扩大 可 取 函 数 的 空间 而 使 它 包含 的 函数 y 不 一 定 具有 二 
阶 微 商 , 函数 yle) 仍旧 给 出 极 小 值 . 因为 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 迫近 定理 , 我 们 可 以 按 
任意 准确 度 用 多 项 式 p'(z) 来 近似 y* 而 用 p(z) 来 近似 y*, 这 里 的 p(z) 满足 边 条 
件 plzo) = yo, p21) = y ?. 因此 , Jip) 和 Jly*] 之 差 也 是 任意 小 . 可 是 因为 p(z) 是 
一 个 具有 连续 二 阶 微 商 的 可 取 比 较 函 数 , 我 们 有 Jip > ly], 因此 有 Jly*] > Jil. 

假如 极 小 问题 , 或 者 更 一 般 地 说 定常 值 问题 , 是 在 上 述 较 广 的 可 取 条 件 下 提出 
的 , 那么 我 们 只 肯定 解答 具有 分 段 连续 的 一 阶 微 商 . 我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 : 这 个 
解答 函数 是 否 自动 地 具有 高 级 微 商 ? 若 有 的 话 , 它 是 否 满足 欧 拉 方程 ? 以 下 的 杜 布 
瓦 雷 蒙 定理 是 这 个 问题 正面 的 答案 : 给 了 一 个 变 分 问题 , 其 被 积 函 数 为 F(z,y,y)， 
设 下 对 各 变数 具有 连续 的 一 阶 及 二 阶 微 商 . A ul) 为 取 给 定 边 值 而 具有 分 段 连续 
一 级 微 商 的 连续 函数 . 假如 对 y(z) 以 及 所 有 取 零 边 值 而 满足 和 y(r) 同样 的 连续 性 
eH n(x) 而 言 一 阶 变 分 (15) HH, 此 外 又 设 Fyy £0, 则 y(z) 具有 连续 二 阶 微 
商 且 满足 欧 拉 微 分 方程 ; 也 就 是 说 , 一 阶 变 分 为 零 就 意味 着 y(z) 具有 连续 二 阶 微 


1)O. Bolza. Vorlesungen iiber Variationsrechnung. 666-671, B. G. Teubner, Leipzig and Berlin, 
1909; G.Kobb. Sur les maxima et minima des intégrales doubles. Acta Math., Vol. 16, 1892-1893, 
65-140. 5 
2) 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 我 们 可 以 造 多 项 式 q'(1), EE ro <s < zl 内 和 函数 y* (z) 之 差 小 于 
e/2(z1 一 zo), 其 中 < 为 任意 指定 的 正 数 , 于 是 多 项 式 


qs)=w+ dOd 


取 给 定 的 初 值 yo 且 在 区 间 上 和 y*(z) 之 差 皆 小 于 e/2. 为 了 得 到 一 个 同时 又 取 另 一 边 值 nn 的 多 项 式 , 我 
T — T0 


们 只 需 在 g(z) 上 加 一 线性 函数 U(x) = [yi 一 qi) a 就 立刻 可 以 验证 p(x) =q(z) + U(x) RAL 
文中 所 指定 的 各 个 性 质 . 
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商 , 且 满 足 欧 拉 方 程 . 
在 证 明定 理 前 我 们 先 给 一 条 简单 的 引 理 : 设 yp(z) 在 积分 区 间 上 为 分 段 连续 函 
数 , 又 设 等 式 


[ i plz)n(z)dz =0 


对 任意 分 段 连续 而 满足 条 件 
/ i n(xz)dx = 0 


的 函数 n(x) EPMA, M p(z) 为 一 常数 ， 证 明 这 引 理 时 我 们 首先 指出 上 述 关系 
对 常数 p 必然 成 立 . 现在 对 给 定 的 o 我 们 定 一 常数 c 使 得 pejdz = 0; 因为 


三 onde = 0 于 是 我 们 就 有 f" Co- onde = 0. 可 是 我 们 可 以 令 一 pc 而 得 


到 方程 J “(wp -oj?dz = 0, 从 而 立刻 得 到 前 面 的 论断 . 


以 完全 同样 的 方式 可 以 证 明 下 面 较 一 般 的 定理 : 若 w(z) 为 分 段 连续 函数 , A 
对 所 有 的 能 满足 条 件 


zı Ti Tı 
/ ndz =0, | ends =0,---, | z”ndz = 0 
Zo Zo zo 


的 分 段 连续 函数 qtz) 而 言 有 | i gndz = 0, 则 p 为 一 n 级 多 项 式 : 
p=cotart---+enz”. 
证 明 杜 布 瓦 雷 蒙 定理 时 注意 方程 
[e+ Fye)ae =0 
对 任 一 分 段 连续 可 微 的 函数 C(z) WRX, 只 要 
(wo) = ¢(21) = 0 


引进 缩写 符号 F = A’, Fy = B, J Fide = A, 分 部 积分 , 我 们 就 得 到 


f : (A'C + BC’)de = | : ¢'(B — A)dx = 0. 


4.3 欧 拉 方程 -165- 


我 们 选 C =n 它 满足 条 件 : (一 ) 是 分 段 连续 的 , (二 )¢ 满足 边 条 件 亦 即 | ae 
C(z1) — C(ao) = 0 成 立 . 应 用 前 面 的 引 理 我 们 得 到 ° 


B-A=Fy- | Fdz =c, (34) 


其 中 c 不 依赖 于 z. 这 个 方程 和 欧 拉 方 程 的 地 位 相当 . 可 是 因为 J “dz 对 上 限 z 
可 微 , c 也 对 z 可 微 , 所 以 Fy 可 微 ; 所 以 欧 拉 方程 


d 
dz 
成 立 . 现在 假如 F 对 其 变量 连续 二 次 可 微 , 此 外 若 勤 让 德 条件 Fyy 40 得 以 满足 ， 
就 可 知道 分 段 连续 的 函数 y 的 确 连 续 且 具有 连续 微 商 . 首先 , AW, Fyy 关 0,y 可 
以 表 为 一 连续 可 微 函 数 yp(z,y, Fy). 由 (34) Fy Wo 的 连续 函数 , y 必然 也 是 如 此 . 
因此 y 中 的 变量 y 和 Fy BERT, 所 以 yp = y 也 连续 可 微 . 
杜 布 瓦 雷 蒙 的 结果 可 以 立刻 推广 到 被 积 函 数 为 Fla yy, e y) 的 情形 , 只 
要 利用 上述 引 理 的 推广 形式 就 行 了 . 我 们 把 证 明 的 细节 留 给 读者 . 
在 多 个 自 变数 的 变 分 问题 中 , 情况 比较 微妙 . 若 在 被 积 函数 为 F(x,y, u, usuy) 
的 问题 中 可 取 函 数 的 空间 扩充 到 包含 所 有 具有 分 段 连续 微 商 的 连续 函数 ， 则 一 阶 
变 分 为 零 必须 意味 着 二 阶 微 商 存在 且 连 续 的 事实 , 以 及 欧 拉 方程 成 立 这 一 事实 便 不 
再 是 正确 的 . 可 是 在 高 维 的 情形 也 存在 一 条 定理 和 杜 布 瓦 雷 蒙 的 相 类 似 ( 哈 尔 定 
H): F(z,y,u, tz, uy) 的 积分 对 具有 分 段 连续 微 商 us fou HEC BRU 而 言 一 
阶 变 分 为 零 相 当 于 以 下 方程 成 立 : ` 


Fy — F,=0 (34a) 


T |. Pidedy = A (Fa. dy — F,,d2), (35) 


其 中 左 端的 积分 积 过 G 中 由 分 段 平滑 的 曲线 所 限制 的 任 一 单 连通 子 区 域 B, 右 端 
的 积分 沿 正 向 积 过 B 的 边界 R. 在 F 不 明显 依赖 于 的 特殊 情形 , 哈 尔 定理 所 令 
述 的 是 右 端的 积分 对 一 闭 曲线 RR 而 言 为 零 ; 这 就 相当 于 说 存在 函数 O(c, y), WE 
说 来 微分 方程 组 

Fy, = y, Fu, = — Pr 


在 G 的 每 一 个 单 连通 子 区 域 皆 成 立 . 所 以 上 述 积分 关系 或 者 这 个 一 阶 微分 方程 组 
的 地 位 就 相当 于 欧 拉 的 二 阶 微分 方程 . 

证 明 哈 尔 定理 时 我 们 只 需 证 明 上 述 积分 关系 在 B 为 一 方块 的 特殊 情形 成 立 . 
于 是 对 任 一 由 有 限 多 个 方块 所 组 成 的 区 域 定理 也 成 立 , 对 任意 区 域 而 言 可 按 通常 划 
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分 为 若干 方块 的 方式 加 以 证 明 . 现在 让 我 们 来 考虑 BA To << z,yo <y <y. 
对 B 而 言 一 阶 变 分 为 零 可 表 为 方程 


/he + Fuze + Fu, Cy)drdy = 0, 


此 处 ¢ 在 方块 的 边界 上 为 零 . 现在 我 们 特殊 地 取 变 量 C(z,y) 为 C(x, y) = v(z)w(y)， 
其 中 v(z) 在 zo,z1 为 零 , w(y) 在 y = yoy 为 零 . 这 样 我 们 就 得 到 方程 


yı Tı 
/ | (Fuvw + Fy, v'w + Fu uw')drdy = 0, 
yo Zo 


重复 应 用 杜 布 瓦 雷 蒙 定理 , 我 们 就 可 以 从 这 个 方程 得 到 所 要 证 的 结果 : 我 们 引进 缩 
写 
Fu, = A(z, y), Fu, = B,(z,y), Fa = Gzy(T, y), 


i F,,. dy = 4(z,yh)， f F„„dx = B(z,y), i Fdzr = G,(z,y), 
i 1 Fydady = C (x,y), 
Yo v To 
分 部 积分 , 就 得 到 


yi zi 
f dy {/ (—Cyv'w + Ayv'w 一 Bu'w)dz =0 
yo Zo 


zı v 
dzv' —Cyw + Ayw — Bw')dy > = 0. 
h h eee 
因为 v 是 在 边界 上 为 零 的 一 个 任意 函数 的 微 商 , 由 前 面 的 引 理 就 得 


yı 
f (—Cyw + Ayw — Bw')dy =c, 
vo 


或 者 


其 中 c 不 依赖 于 z; 分 部 积分 可 把 这 个 式 子 化 为 
[ec E N: e A 
在 这 方程 中 我 们 先 令 z 等 于 z1, RAS z 等 于 zo, 把 所 得 的 二 式 相 减 , 就 得 到 
[Pee -Dleo wdy =0, 
其 中 D=C-—A-B. 再 一 次 应 用 杜 布 瓦 雷 蒙 定理 , 我 们 就 有 


D(z1,Y1) To D(zo, yi) 一 D(x1, yo) os D(zo, yo); 
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这 恰好 就 是 方程 
Vie f Fdrdy = [Fuy — Fu, dz), (35’) 
yo Jro 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
4.3.8 ” 变 分 问题 和 函数 方程 


迄今 为 止 , 我 们 讨论 的 是 将 变量 函数 的 某 个 微分 式 积分 , 从 而 得 出 的 泛 函 的 变 
分 问题 . 可 是 在 变 分 问题 中 还 常 遇 见 较为 一 般 的 泛 函 类 型 . 我 们 将 用 几 个 例子 来 说 
明 如 何 用 上 面 所 讨论 的 方法 来 得 出 代替 欧 拉 微分 方程 的 函数 方程 . 

(a) 我 们 要 使 式 子 


ste = ff K(s,2)o(s)e(dsdt + flol Pds -2 f o(s)f(s)as 


取 定 常 值 , 其 中 K(s,t) 为 一 给 定 的 Al t 的 连续 对 称 函数 ,f(s) 为 给 定 的 s 的 连 
续 函 数 , p(s) 为 未 知 的 连续 变量 函数 . 所 有 的 积分 皆 积 过 一 给 定 区 间 a < s < b,a < 
t <b. 假如 我 们 用 ptet 代替 p 而 考虑 Jyt el) = Ge) 为 < 的 函数 , 则 经 过 简单 
的 变换 就 得 到 

dg 


OF = eT 


b b 
= 2 f C(t) I/ K(s,t)p(s)ds + p(t) — ro) dt. 


e=0 


因此 67 = 0 WER SBR MR 
b 
f AETI + y(t) — f(t) =0, 


这 乃 是 问题 的 欧 拉 方 程 
在 第 3 章 中 处 理 的 具有 对 称 核 K (8,6) 的 积分 方程 的 极 值 问题 也 很 容易 用 我 们 
的 变 分 方法 来 处 理 . 
(b) 求 式 子 
Ta= PEE)? + 29e + Dele- 1) - (a) 
— 2%(2)f (2)]dz 


的 定常 值 , 其 中 变量 函数 在 整个 区 间 -co < z < co 上 连续 且 有 分 段 连续 的 微 商 . 
作 一 阶 变 分 , 经 过 简单 变换 我 们 就 得 到 


d 
ôJ = eq + eC]le=0 


= 2e f” cpp) + yle +2) + le — 2) - ole) — fa) 
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表示 对 任意 ¢ 而 言 一 阶 变 分 为 零 的 欧 拉 函 数 方程 为 
(Cep) — p(x + 2) — p(x — 2) + v(x) + f(x) =0. 


因此 我 们 得 到 的 不 是 微分 方程 而 是 一 微分 -差分 方程 . 


4.4” 欧 拉 微 分 方程 的 积分 


在 第 开卷 中 我 们 将 通过 哈密 顿 - 雅 可 比 理 论 给 出 积分 欧 拉 微分 方程 的 一 个 系统 
的 方法 . 目前 我 们 将 简短 地 来 讨论 前 面 那些 简单 的 问题 的 积分 . 我 们 姑且 限定 讨论 


f aT = min. AEE. 
假如 函数 FRAO y, MUR HCI, = 0; ANAT ADL TER 
定 出 了 y(z). 可 以 看 出 在 这 种 情形 问题 若 要 有 解 就 不 能 任意 加 边 条 件 . 
假如 函数 F 不 包含 因 变数 y, 我 们 立刻 得 到 EY = 0, 也 就 是 说 Fy = 常数 = 
c; 所 以 y = elz,o 而 y= f efz,cjdz. 因此 欧 拉 方 程 可 求 积 解 出 . 
假如 函数 F 不 包含 自 变数 z, 我 们 也 可 以 求 积 而 得 出 方程 的 解 因为 这 时 候 有 


(y' Fy — FY = y" Fy +y'Fy, — Fyy" — Fy! =y'(Fy, — Fy) = 0; 
因此 由 欧 拉 方程 立刻 可 得 
F(y,y') —y/Fy(y.y') = c. 


从 这 方程 可 解 y 为 y 和 < 的 函数 pl, oj, He =f = 人 


另 一 法 : 我 们 也 可 以 把 问题 化 为 前 一 种 情形 而 得 到 这 结果 (至 少 在 形式 上 ), 为 
此 只 要 注意 到 在 把 y 看 作 自 变数 而 把 z 看 作 因 变数 时 极 值 线 使 一 阶 变 分 为 零 . 假如 
用 一 点 表示 对 y 的 微 商 , 我 们 得 到 的 变 分 问题 是 求 Í F(y,1/z)zdy 的 极 值 , 其 中 新 
自 变数 不 出 现 . 

现在 可 以 将 153 页 的 例 (b), (c) 和 (d) 积分 : 


otv re H, 


45 边界 条 件 - 169 - 


令 y= ze — cost), 我 们 有 y = = = cos(t/2) 


ES E a dy 
z=[% = f tan(t/2) Yat 
= © f ste/a)d =c 十 3 2(t — sint). 


因此 最 速 落 径 是 以 c2/2 为 半径 的 圆 在 z 轴 上 滚动 时 圆周 上 一 点 所 画 出 的 旋转 线 . 


y 1 
c)F =yy1 +y?; y'Fy -F= = 一 二 ， 
(OF =yvV1+y°; y'Fy pan 


1 
y= zcosh(cz 十 cl) 


所 以 联接 在 两 圆周 之 问 有 最 小 面积 的 旋转 面 可 由 一 悬 链 线 绕 其 轴 旋 转 而 得 出 . 
1 


(MF =y/1_-9; pF) -F = —=-- 


1-# c` 
T- 
ear sin(cs + cl ). 
另 一 坐标 z 为 
f 3 ; 1 
f= Vi= Pas = f sin(cs + ci)ds = —* cos(es + c1) + cz; 
因此 等 周 问题 的 解 只 能 是 圆 . 


4.5 边界 条 件 


在 前 几 节 中 我 们 假定 所 要 求 的 函数 在 积分 区 域 的 边界 上 取 预 先 给 定 的 值 . 可 是 
在 许多 问题 中 并 没有 事先 给 出 决定 边 值 的 条 件 , 或 者 函数 在 边界 上 的 性 质 仅 为 较 一 
般 的 条 件 所 限制 . 假如 对 在 基本 区 域内 的 未 知 函 数 并 没有 预先 给 定 边 界 条 件 ， 我 们 
就 说 它 取 自 由 边 值 . 除了 自由 边 值 之 外 也 有 这 样 的 问题 , 其 中 边界 本 身 在 适当 的 限 
制 下 可 以 自由 变动 . 例如 在 几何 学 中 我 们 经 常 要 定 一 些 曲 线 , 其 端点 限制 在 给 定 的 
曲线 或 曲面 上 , 或 者 要 定 一 些 曲面 , 其 边界 须 在 给 定 的 曲面 上 . 在 这 种 情形 下 问题 
的 一 部 分 就 是 要 定 出 自 变数 的 积分 区 域 . 这 一 类 型 的 问题 可 以 将 前 面 讲 的 步骤 作 简 
单 的 推广 而 加 以 处 理 : 使 积分 J 的 一 阶 变 分 5J 的 表示 式 适 用 于 这 较 一 般 的 问题 ， 
特别 是 在 式 子 中 不 预先 令 函 数 的 变 分 在 边界 上 为 零 . 
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4.5.1 ”自由 边界 的 自然 边界 条 件 
我 们 考虑 4.3.1 小 节 中 的 变 分 问题 , 其 积分 为 


Tı 
Jea / F(z, yd jas, 
Zo 


可 是 在 x = zo,z1 两 点 不 再 对 变量 函数 y(z) 加 什么 条 件 . J 取 定 常 值 的 必要 条 件 
为 一 阶 变 分 


Ti Tı 
6J = Fydy| + Í [Fly6ydz 
To To 


153 页 , 方程 (15)) AS. 显然 欧 拉 方程 [F] = 0 必须 满足 . AA J 若 对 不 具有 给 
定 边 值 的 变 分 而 言 取 定常 值 . 那么 对 较 少 的 一 类 变 分 , 即 在 边界 上 满足 5y = 0 的 变 
分 而 言 , 它 必 须 取 定常 值 , 这 就 说 明 欧 拉 方 程 成 立 . 所 以 我 们 只 须 考虑 依赖 于 边界 
的 那 一 部 分 6y. 又 因为 6y 在 边界 上 的 任意 性 , 我 们 得 到 必要 条 件 


Fy =0 (在 z = zo 和 zl 两 点 )， 


这 就 是 所 谓 “ 自 然 边 界 条 件 ”. 
同样 , 对 于 下 列 积分 


Tı 
i; F(x,y, z, y’, z’, dT, (36) 
To 
J F(z, y, U, Uz, uy)drdy,, (37) 
G 
If F(a, y, U, Uz, Uy, V, Uz, Vy, )drdy (38) 
G 


为 定常 时 , 我 们 可 由 其 一 阶 变 分 表示 式 得 出 的 必要 条 件 除 欧 拉 方 程 外 还 有 自然 边界 
条 件 , 它们 依次 为 


dy dz 
Fu, EP Fus g 0, 
dy dr _ dy dr _ 
Fuss Fus s =0, Fy, T Fy, ds 0, 


最 后 两 组 条 件 须 在 G 的 边界 T 上 满足 ,T 的 弧 长 记 作 s. 
自然 边界 条 件 这 个 概念 之 有 意义 , 在 于 很 容易 把 它 用 于 较为 一 般 型 的 变 分 问 
题 , 包括 那些 明显 含有 边 值 的 问题 在 内 . 下 面 两 个 重要 的 例子 说 明了 这 一 点 : 


J= i i F(z,y,y')dx — p(yo) + ply), (39) 


4.5 边界 条 件 


yo = yzo), = y(x) (不 是 事先 给 定 的 ) 
以 及 


J= Ji Fo,y u us, uy)dzdy + | B(s, u, us)ds (u = =) : 
r 
这 里 的 变 分 依次 为 
67 = Í Š [Flydydx + [Y' (y1) + Fy (z1, y(21), y'(21))]ðy, 
— [p (yo) + Fy (z0, y(£0), y'(z0))lðyo 
以 及 d dr 
j= Í ji a 人 (Fu. wpe (a) Suds, 
其 中 
[Pu = Pu = Ge Pus" 
相应 的 自然 边界 条 件 为 
[Fy + yp'(y)]|zo = 0, [Fy + vw (yz = 0); 
dy dx d = 
Fug — Fay ge + Pu — G Žu = 0. 
在 


J= [fe + u2)dady + / au2ds 
r 
其 中 ols) 为 连续 边界 函数 的 特殊 情形 , 变 分 的 表示 式 为 


6J = 一 2 If (Wzz + Uyy)dudrdy + af (F + ou) duds, 
G r 
其 中 0/On 表示 沿 外 法 线 方向 的 微分 . 考虑 较为 一 般 的 积分 
J= J| pe + u?) — qu?|dady + | powas, 
r 
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(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


(45) 


(44’) 


其 中 p(z,y) 及 其 一 阶 微 商 在 G 中 连续 , g(x,y) 在 G 中 连续 , o(s) HET LER, 我 


们 同样 可 以 得 到 
5J =—2 [fous)s + (puy)y + aulbudedy 


Ou 
十 2f (5 +ou) ouds. 


1) 符号 “|zo” 表 示 “|” 左边 的 式 子 在 x = zo 算 值 . 


(45°) 
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假如 在 (39) 和 (41) 中 我 们 令 
ply) = Uy — a)’, $y) = Uy — b)’, 
自然 边界 条 件 就 变 为 
Z Fyle tm a=0, HFyle + —b=0. 
1 一 co 时 的 极限 就 给 出 确定 边 值 
yo=a, y =b 


的 条 件 . 因此 极 值 线 具 有 固定 端点 的 最 简单 的 变 分 问题 乃 是 一 自由 边界 问题 的 极限 
情形 . 

一 般 说 来 , 我 们 可 以 通过 加 边界 项 或 边界 积分 中 使 自然 边界 条 件 有 很 大 的 更 
改 而 不 改变 欧 拉 方程 . 
4.5.2 ”几何 问题 、 横 交 条 件 


当 所 求 曲线 的 端点 可 自由 在 一 给 定 的 曲线 或 曲面 2 上 变动 时 , 或 更 普遍 些 , 当 
积分 区 域 的 边界 不 定时 , 在 变 分 问题 中 利用 参数 表示 是 很 有 用 的 . 我 们 试 导出 下 面 
极 值 问题 的 边界 条 件 , 设 未 知 平面 曲线 的 起 点 在 一 给 定 的 曲线 T(z,y) = 0 E, 而 其 

终点 在 zi 为 一 定点 . 我 们 引进 限制 在 一 定 区 间 to < t < ti 内 的 变动 的 参数 t, 而 把 


J= L F(x,y, y' )dz BARS J = [ S(x,y, iż, ý)dt, 其 中 S = fF (z,y, 9/2) 


边界 条 件 为 T(z(to),y(to)) = 0; (t1) 和 y(ti) 的 值 是 固定 的 . 这 样 一 来 , 我 们 就 消 
除了 积分 区 间 变 动 的 麻烦 . 现在 再 引进 两 个 函数 E(t), n(t), 它们 除 在 t = ti 为 零 外 
是 任意 的 , 还 引进 满足 下 面条 件 的 两 个 参数 sl, sz: 


W(€1,€2) = T[x(to) + €1€(to), y(to) + e2n(to)] = 


假如 y = y(z) 为 一 极 值 线 , 则 函数 


t1 
G(el, Ee2) = f S(x + E1, y + E2, z + €1€, ý $E E2ù)dt 
to 
1) 我 们 也 可 以 不 加 这 些 边 界 积分 而 在 整个 积分 区 域内 给 被 积 函数 加 上 散 度 式 . 
2) 刚才 所 考虑 的 “自由 边界 ”自然 是 这 种 问题 的 一 个 特例 . 例如 
1 F(z,y,y’)dx = min., 
zo 


其 中 y(z0),y(z1) 可 为 任意 的 问题 , TUFIR: 求 一 端点 在 铅 垂 线 = = zo 及 z = zl 上 的 曲线 使 以 上 
积分 为 极 小 . 
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当 sl 和 co 满足 条 件 Y(sl,sz) = 0 时 在 c1 = 0,sz = 0 REM. 按照 通常 极 值 的 
理论 , 则 存在 两 个 常数 No, 不 都 为 零 , 而 使 有 


ð ð 
Be, ÀF t$) =0, a AP +S) =0. 


e1=e2=0 a1=e2=0 
我 们 设 9T/8z 和 OT/dy 在 t = to PRAF, 那么 就 可 以 取 r» = 1. HARK 
a(t), y(t) 必须 满足 欧 拉 方程 , 从 一 阶 变 分 的 表示 式 我 们 就 发 现 方程 

(AT; — S4) =0, n(ATy — Sy) =0 
E t= to 成 立 . WE A, 我 们 就 得 到 所 谓 横 交 条 件 
SiTy — WT = 0. (46) 


假如 终点 也 在 一 给 定 曲 线 上 变动 , 当然 还 必须 满足 相应 的 一 个 边 条 件 . 

横 交 条 件 是 极 值 线 的 方向 和 所 给 边界 曲线 的 方向 之 间 的 一 个 关系 . 它 对 Tr 和 
Ty 而 言 是 线性 的 ; 因此 , 假如 极 值 线 的 方向 已 给 定 , 边界 曲线 的 方向 自然 是 唯一 确 
定 的 ( 递 定 理 并 不 一 定 成 立 ). 对 每 一 条 给 定 的 边界 曲线 而 言 , 可 以 造 出 一 单 参 数 的 
横 交 极 值 线 族 ,为 此 我 们 只 要 通过 边界 曲线 上 的 每 一 点 画 一 条 欧 拉 方程 的 积分 曲 
线 , 使 它 在 横 交 方向 出 发 . 

回 到 曲线 的 非 齐 次 表示 y = f(z), 我 们 得 到 的 横 交 条 件 为 


(F — y'Fy)T, — FyTe =0, (47) 
因为 
Sa = F- E Fy =F -—y'Fp; 34 = Fy, (48) 
假如 边界 曲线 给 为 y = g(x), 则 横 交 条 件 变 为 
F + (g' — y')Fy =0. 


注意 当 边 界 曲线 的 切线 在 所 考虑 的 点 上 和 y- 轴 平 行 时 , 则 后 一 公式 不 成 立 . 在 这 
种 情形 , 由 (47) 可 以 看 出 我 们 回 到 了 自然 边界 条 件 Fy = 0. 

在 决定 一 条 空间 曲线 y = y(x),z = z(z)， 要 它 在 一 给 定 的 曲面 T(x,y,2)=0 
上 出 发 , 通过 给 定 的 点 (z1,y, 21) 而 使 积分 J= J F(a, y,2,y', 2))do 取 定常 值 的 
问题 中 , 情况 是 非常 类 似 的 . 就 像 前 面 一 样 ,我 们 引进 参数 表示 及 Ar, y, z, t, j, ż) = 
“F(x, y, 2, 9/2, 2/<), 就 得 到 横 交 条 件 


Tz : Ty : Tr = Sz: Sy: Sz, (49) 
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或 者 用 非 齐 次 的 表示 , 得 条 件 
Tr : Ty: Te = (F —y'Fy — 2'Fy) : Fy : Fy. (50) 


这 些 条 件 同样 也 为 边界 曲面 T= 0 上 的 每 一 点 指定 一 个 (或 多 个 ) 方向 ; 所 以 对 每 
一 边界 曲面 我 们 有 一 双 参 数 的 极 值 线 族 . 对 每 一 极 值 线 的 方向 , 恰好 对 应 着 曲面 的 
一 个 横 交 方向 . 

不 言 而 喻 , 同样 的 横 交 性 条 件 可 应 用 于 曲线 的 终点 , 假如 它 可 以 在 一 曲面 上 变 
动 . 

在 曲面 上 的 短程 线 或 空间 最 短 曲线 的 情形 , 横 交 性 和 正 交 性 一 致 . 例如 当 F= 
J Hy 242 时 横 交 条 件 为 工 :Ty:T2 =1iy': 2. 4F = Jet+2fy + oy? 时 我 
们 有 

Tz : Ty = (e + fy’): (f + gy’), 


这 就 是 正 交 的 条 件 . 
因此 , 假如 我 们 在 曲面 上 从 一 点 P 画 一 束 短 程 线 , 这 一 束 线 和 它 的 正 交 轨道 在 
横向 相交 . AQ 为 任意 邻近 尸 的 点 . 当 Q 沿 一 正 交 轨道 运动 时 , HP 到 Q 的 短程 
线 的 长 是 定常 的 . 因此 这 个 长 度 是 常数 , 而 正 交 轨道 , HAHAH, 为 闭 曲 线 . 
ERIR, 我 们 将 详 论 横 交 形 与 极 值 线 之 间 的 关系 . 此 处 仅 指出 : 在 光 之 传 
播 情况 中 , 横 交 形 即 为 光波 的 波 前 , 极 值 线 则 为 光线 . 我 们 所 谓 的 横 交 形 即 一 曲线 
或 一 曲面 它 处 处 横 交 于 一 族 极 值 线 的 方向 . 


46 ”二 级 变 分 及 勒 让 德 条 件 


欧 拉 方程 是 极 值 的 必要 条 件 . 事实 上 某 一 满足 给 定 边 条 件 的 极 值 线 只 在 它 满足 
另外 一 些 必要 条 件 时 才能 给 出 真正 极 值 , 这 些 条 件 是 以 不 等 式 的 形式 出 现 的 . 这 些 
不 等 式 的 表述 , 以 及 如 何 将 它们 精确 化 而 得 出 一 些 充分 条 件 , 乃 是 经 典 的 变 分 法 中 
一 个 重要 的 部 门 . 所 有 这 些 我 们 都 将 在 第 I 卷 中 讨论 ; 目前 我 们 只 叙述 一 下 勒 让 德 
的 必要 性 判别 法 : 

车 对 具有 分 段 连续 一 级 微 商 的 连续 比较 函数 p(z) 而 言 , 极 值 线 p = u(z) 使 积 
分 Jig = 广 F(z, ee)dz AB, Wye ce We 


Fpp (x, u,v’) > 0. 
证 明 这 一 点 时 我 们 把 式 子 


Jy] = 广 F(z, 9, 9')dx 


46 ”二 级 变 分 及 勒 让 德 条 件 .175 . 


fee Be RFT: 
1 
Jip +en] = Jle] + eAily,n] + 5 J2lP, n. 
其 中 j 
me 可 = | (Fent Før)da, 
hip, n] = f (Feet? + 2F opm + Fop’ )dz, 


AF PRR Fop, Foe, Foy 的 表示 式 中 我 们 用 殉 = p+ pn, P = p + pn! 

代替 变量 yy’, 而 p 为 在 0 和 间 的 一 个 数 . 因为 当 yp = 时 J 取 定 常 值 , A[u,n] 

BAS, 而 极 小 的 一 个 必要 条 件 显然 是 NP, n) > 0 对 任意 选择 的 n ERA. 
假如 在 2p 中 我 们 令 参 数 = AFF, Wl Jo BARD 


Jip, n] = T: (Foon? + 2Fyopnn’ J Fyyn)dz, 
这 时 我 们 就 得 到 极 值 线 u 所 须 满足 的 必要 条 件 
J2[u,7] > 0. 
假如 我 们 定义 J 的 “二 阶 变 分 ”52J 为 
2 
8J = E Jlun], 


这 条 件 就 变 为 
8J > 0. 


利用 7 的 任意 性 , 我 们 就 可 以 从 这 个 积分 条 件 得 出 上 述 的 勒 让 德 微分 条 件 . 我 
们 选 n 为 一 特殊 的 线性 函数 , CRE r = a 这 点 的 邻近 不 为 零 , 也 就 是 说 , 我 们 选 


n= va (142$), 当 a—o<r<a, 
n= va (1-275), 当 a<sr<sa+o, 
n=0, 在 其 他 各 处 . 


这 样 积 分 hlu, REAK a-o < z < ato 上 的 一 个 积分 , 在 这 区 间 中 
n? =1/o. 现在 假如 我 们 令 o AFF, 积分 的 头 两 项 就 趋 于 零 , 至 于 第 三 项 的 极限 
则 为 2Few 在 z = a 的 值 . 因此 这 个 值 必 为 非 负 的 , 勒 让 德 条 件 的 必要 性 因此 证 
明 . 
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在 多 个 未 知 函 数 p,p, 的 情形 相应 的 勒 让 德 条 件 为 : 以 


Forp For © 
Fyg Fury + 


为 系数 矩阵 的 二 次 型 必定 取 非 负 值 ; 也 就 是 说 , 这 个 二 次 型 是 正定 的 . 
除 带 有 > 号 这 种 形式 的 勒 让 德 条 件 外 , 我 们 又 常常 考虑 较 强 的 勒 让 德 条 件 


Fory! > 0. 


假如 不 但 对 极 值 线 而 言 这 个 条 件 成 立 , 而 且 对 某 给 定 区 域内 任意 z 和 的 值 以 及 
完全 任意 的 w 的 值 而 言 它 都 成 立 , 那么 我 们 称 它 为 强 勒 让 德 条 件 . 

假如 在 这 条 件 之 外 , 对 一 给 定 区 域内 所 有 的 p 和 zx 以 及 任意 的 w' 更 有 限制 性 
的 不 等 式 


2 
Fyy Foe — F2, >0 


成 立 , 则 Jo 的 被 积 函 数 中 的 二 次 型 是 正定 的 , 因此 在 所 给 区 域内 的 极 值 线 必然 给 
出 一 极 小 . 这 个 简单 可 是 极其 粗略 的 充分 条 件 将 在 第 开卷 中 加 以 精确 化 . 


4.7 带 附 加 条 件 的 变 分 问题 


到 此 为 止 , 在 我 们 所 研究 的 问题 中 变量 函数 只 满足 一 定 的 边 条 件 , 此 外 可 任意 
选取 , 变 分 问题 的 解 则 决定 于 欧 拉 方程 及 给 定 的 边 条 件 或 自然 边 条 件 . 现在 我 们 要 
来 考虑 一 些 问题 , 在 这 些 问题 中 对 变量 函数 还 附加 有 其 他 的 条 件 ; 这 些 条 件 是 整个 
变量 函数 所 要 满足 的 , 它们 使 欧 拉 方程 本 身 有 了 很 大 的 更 改 . 


4.7.1 ”等 周 问题 


一 个 简单 的 例子 是 广义 等 周 问题 ( 见 4.1.3 小 节 (d)): 求 一 个 函数 y, 它 取 边 值 
y(zo) = yo,y(z1) = y1, 满足 附加 条 件 


K= T: G(z,y,y’)dx=c  ”(c 为 常数 ) (51) 


并 使 积分 
mf F(z, y,y')dxr 


取 定 常 值 . 


4.7 带 附 加 条 件 的 变 分 问题 -177- 


By = y(z) 为 所 要 求 的 极 值 线 . 我 们 考虑 一 族 邻 近 曲 线 yt dy = y(x)+e1n(z)+ 
ez26(z), 其 中 c1 和 ez WER, n(x) 和 C(x) 为 任意 满足 条 件 7(zo) = n(z1) = ¢(z0) = 
C(z1) = 0 的 函数 . 则 函数 


G(€1,€2) = f l F(z, y + €1n + €2¢,y’ +en + e2C)dr 
对 所 有 那些 满足 下 面条 件 
W(e1,€2) = / G(z,y + €1n, +€26,y' 十 s17 + €2¢’)dz = € 


而 且 充分 小 的 e 和 co 的 值 而 言 , 必须 在 c = > = 0 取 定常 值 . 按照 通常 极 大 极 
小 的 定理 ( 见 4.1 节 ), 有 两 个 不 都 为 零 的 常数 Ao 和 和 存在 , 使 得 


ð 
Be, PEL E2) + à F (e1, €2)||e:=e2=0 = 0, 


ð 
Je; Ao P(Er€2) + AW(E1, €2))le:=e2=0 = 0. 


因此 我 们 有 a 
J QolFly + NGI, }ndz =0, 


f “E DolFly + Gly }¢de = 0. 


从 这 两 个 方程 中 的 第 一 个 , 我 们 可 以 断定 Ao 和 和 的 比 不 依赖 于 ¢. 因为 〈 是 任意 
的 , 由 第 二 个 方程 可 得 Ao[Fly + 和 AIG]y = 0. 假如 Ao 40, 也 就 是 说 假如 方程 1 


(Gy) — Gy=0 (52) 


不 成 立 , 那么 我 们 可 以 令 Xo = 1 而 有 
d OF+ AG) AF +AG) _ 
dr Oy’ Oy 
因此 我 们 的 结果 是 : 除非 在 方程 (52) 成 立 的 例外 情形 , 我 们 可 以 不 管 附 加 条 
件 , 而 对 参数 入 的 一 适当 的 值 作 出 以 F* = FAG 为 被 积 函数 的 变 分 问题 的 欧 拉 
方程 , 我 们 所 得 到 的 就 是 原先 变 分 问题 的 欧 拉 方 程 . 
微分 方程 (53) 的 一 般 积 分 除 两 个 积分 常数 外 还 包含 参数 入 这 三 个 未 知 量 须 
由 这 界 条 件 及 方程 K = c 来 确定 . 


0. (53) 


1) 很 容易 看 出 ， 当 只 存在 有 一 个 满足 给 定 附 加 条 件 的 函数 时 我 们 就 有 (52) 的 例外 情形 . 
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一 个 简单 的 例子 是 通常 的 等 周 问题 , 在 这 问题 中 F = Jl t+y?,G=y. 因此 我 


们 立刻 有 
Fo pg VIF +n) — SVT Fu +) =0 
或 者 
CE 
Vi 五 
由 此 我 们 可 以 看 出 极 值 线 为 圆 . 


另 一 个 例子 是 关于 悬挂 在 两 端点 的 均匀 和 柔 绳 平衡 位 置 的 问题 . 在 这 里 F = 
yJ/l+y?,G=/1+y?; 用 169 页 F, = 0 类 型 的 欧 拉 方程 , 我 们 得 到 
eee ao y OR vta 
d VE = 0+ (VEV ee) wag 


y+ 入 =c cosh (= +c1); 


因此 所 要 求 的 是 一 悬 链 线 , 例外 情形 可 以 由 附加 条 件 和 二 让 是 WO 二 
y(1) = 0 来 说 明 . 显然 y = 0 是 唯一 的 可 取 比 较 函 数 , 事实 上 这 个 函数 的 确 满足 方 
程 (52). 无 论 F EIA, 这 时 问题 的 解 只 能 是 y = 0 D. 

4.7.2 ”有 限 附 加 条 件 

现在 我 们 要 来 考虑 另 一 类 型 的 变 分 问题 ， 在 边界 条 件 y(zo) = wyl) = 

yı, z(£0) = 20,z(zi) = 21 之 外 , 比较 函数 y(z), z(z) 还 满足 附加 条 件 

G(z, Y, z) S 0, (54) 
要 问 积分 J = i ”Ptz,y zy zde 何 时 取 定 常 值 . 从 几何 上 来 说 , 我 们 是 要 定 出 
在 一 给 定 曲面 上 的 空间 曲线 y(z), z(z), 使 它 给 出 J RED. 

求 函数 y(z) 和 z(z) 所 须 满足 的 必要 条 件 时 ， 一 个 很 自然 的 途径 是 在 方程 
G(z,y,z) = 0 中 解 出 一 个 函数 ,例如 解 z(z), 这 样 就 化 问题 为 决定 一 个 独立 函 
数 y(z) 的 问题 . 按 分 析 中 的 初等 定理 , 只 要 在 所 求 的 极 值 线 上 AG/dz £ 0, 这 个 
解 2 = g(z,y) 一 定 可 以 求 出 . 这 样 我 们 就 可 以 把 z BE z,y,y 的 函数 利用 关系 
Gz 十 YGy 十 zGs = 0 或 z' = y'ðg/ðy + 89/9z ME F(z,y,z,y',2') 中 把 它 消去 . 
因此 我 们 得 到 


10 
F(z, y,z,y', 2’) = F (aval y), y’ se +y 型 )， 


1) 关于 例外 情形 的 研究 可 参看 C. Carathéodory. Uber die diskontinuierlichen Lésungen in der 


Variationsrechnung. Göttingen, 1904, 45ff. 
2) 注意 , 坐标 z 是 特别 分 出 的 , 因此 并 非 在 曲面 G = 0 上 所 有 的 曲线 都 必须 是 可 取 的 . 


4.7 带 附 加 条 件 的 变 分 问题 -179- 


y 必须 满足 欧 拉 方程 
4 (m + FF) - g + Foe + Fy (<4 +Z] Si 
这 个 式 子 又 很 容易 化 为 
(Fy 一 IEL E D =0 
可 是 因为 
Gy+ Gig = 0 
必须 有 比例 式 


(Fy = Fy) : (FL. = F,) = Gy 。 Gz 


成 立 . 所 以 或 者 是 Gy = G: = 0 沿 极 值 线 恒 成 立 (这 和 假设 矛盾 ), 或 者 存在 一 个 比 
WEF A = A(z), 对 它 说 来 有 


Fi, — Fy — AG, = 0; Fl, — F, — AG, = 0. (55) 
假如 我 们 令 F* = 下 + 和 AG, 则 所 得 结果 可 写 为 F* 的 欧 拉 方程 : 
-Fy =F, -Fý =0; —[F*], =F - Fr =0. 


只 要 方程 
Gy=0, G,=0 


在 极 值 线 上 不 同时 成 立 上 述 方程 就 是 极 值 的 必要 条 件 ; 当 Gy = G: = 0 成 立时 ， 
则 由 关系 Gs +y'Gy + zGs = 0 知 有 第 三 个 方程 G。 = 0 成 立 . 

在 这 里 以 及 在 前 面 的 例子 中 出 现 的 因子 和 称 为 欧 拉 或 拉 格 朗 日 乘 子 ; 类 似 的 
名 称 在 微分 学 中 也 用 到 过 . 在 本 章 第 1 和 第 2 小 节 中 所 讨论 的 问题 之 间 存 在 着 形 
式 上 的 相似 : 在 这 两 种 情形 我 们 都 作 式 子 F* = FAG, 并 立 出 F* 的 欧 拉 方 程 . 
可 是 在 第 一 种 情形 入 是 一 个 常数 , 而 在 第 二 种 情形 它 乃 是 工 的 函数 . 所 得 的 欧 拉 方 
程 再 加 上 附加 条 件 和 边界 条 件 供给 了 决定 极 值 线 时 所 正好 需要 的 那么 多 个 条 件 . 

刚才 所 讨论 的 问题 的 一 个 特例 是 定 出 一 给 定 曲 面 G(z,y,z) = 0 上 的 短程 线 . 
在 这 问题 中 F = /l+y? +27, 对 由 参数 方程 x = z(t),y = y(t), z = z(t) 所 表示 的 


短程 线 我 们 有 
d é d ù d ż 


dt Jiz 4 y+? dt Yip y4 dVityta 


Gz : Gy: G;, 
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或 者 l 
T 


Vi? +ý +i? 


— AG; = 0, 


|= 


: ~ AG, =0, 


z 
这 三 个 方程 , 和 第 四 个 方程 G = 0 合 在 一 起 , 就 定 出 了 短程 线 和 乘 子 (z). 这 种 表 
示 显 示 出 了 短程 线 的 一 些 最 重要 的 几何 性 质 ; 例如 , 它 说 明了 密切 平面 通过 曲面 的 
法 线 . 我 们 把 证 明 留 给 读者 
4.7.3 ”微分 方程 作为 附加 条 件 


到 现在 为 止 , RF 和 只 是 用 作 使 方程 形式 完美 的 一 种 手段 . 可 是 假如 附加 条 件 
取 一 般 的 形式 


=| a 


— AG, =0. 


=| a 


G(a, y,z,y’,z') =0, (56) 


其 中 式 子 G(z,y,z,y,z') 不 能 由 另 一 式 子 H(z, y, 2) 对 z 微分 得 出 , 也 就 是 说 , GA 
一 不 可 积分 的 微分 式 , 那么 乘 子 的 运用 就 是 必 不 可 少 的 . 这 样 的 附加 条 件 也 叫做 非 
完整 条 件 . 这 种 条 件 的 一 个 简单 的 例子 是 y' — z = 0. 假如 这 个 条 件 是 完整 的 , 也 就 
是 说 , 它 和 一 有 限 条 件 H(2,y,z) = 常数 相当 , 那么 z,y 和 z 不 能 在 各 处 独立 地 取 
fi, 可 是 对 每 一 组 z,y,z 的 值 而 言 , 显然 有 可 能 选择 y 而 它 满足 条 件 y 一 z = 0. 在 
力学 中 , 当 约 束 方程 包含 位 置 坐标 同时 也 包含 速度 方向 时 , 就 出 现 非 完整 条 件 , Bi 
如 在 船舶 , 溜冰 刀 和 滚 球 的 运动 中 就 是 如 此 . 

前 面 处 理 过 的 带 附 加 条 件 的 问题 可 以 看 作 上 述 一 般 性 问题 的 特殊 情形 ， 对 本 
章 第 2 小 节 中 的 问题 说 来 这 是 显然 的 . 可 是 等 周 问题 也 可 以 归 入 这 一 类 . 这 时 候 z 
Al z 在 下 中 根本 不 出 现 , 而 附加 条 件 则 取 形 式 z' - Gl, y, y) = 0. 边界 条 件 为 


y(Zo) = yo, y(z1) = y1, 2(Zo) = 0,z(zl) = c. 


通常 在 积分 号 下 含有 高 级 微 商 的 极 小 问题 也 是 这 个 问题 的 特殊 情形 . 例如 
[ F(z,y,y,y de 的 极 值 问题 和 人 F(x,y, y', zdr 带 附 加 条 件 zy = 0 的 极 
值 问题 相当 . 

在 所 有 这 些 特殊 情形 中 , 极 值 的 必要 条 件 显然 可 以 如 下 表述 : 假如 解答 不 满足 


相应 于 式 子 G 的 欧 拉 方 程 , 则 存在 一 个 磁 子 Az), 使 得 它 满足 相应 于 式 子 F* = 
下 十 和 G 的 欧 拉 方 程 . 


4.8 欧 拉 方 程 的 不 变性 . 181 . 


这 个 乘 子 法 则 对 上 面倒 述 的 一 般 性 的 问题 也 是 成 立 的 . 我 们 省 去 证 明 , 建议 读 
BEA SMR”. 

作为 结束 语 , 应 该 强调 的 是 假如 未 知 函数 和 附加 条 件 的 个 数 增多 , 我 们 的 方法 
仍旧 适用 . 在 多 个 自 变数 的 情形 , 我 们 的 结果 大 概 也 成 立 , 虽然 在 附加 条 件 为 偏 微 
分 方程 的 情形 还 没有 一 般 的 证 明 . 


4.8 欧 拉 方 程 的 不 变性 


4.8.1 欧 拉 式 作为 函数 空间 的 梯度 、 欧 拉 式 的 不 变性 
在 某 一 点 , 函数 f(z1, 72,… ,zn) 的 定常 性 是 和 方程 
grad f =0 


相当 的 , 这 里 grad f 表示 函数 的 梯度 , CHE n 维 空间 以 fe, fz。，,… fe, ADM 
的 一 个 矢量 . 这 个 梯度 失 量 具有 以 下 特性 : 假如 n 个 变量 11,22, ,zn 皆 为 一 参 
Kt 的 可 微 函数 , 则 f(z1,z2,… ,zn) 为 一 上 的 函数 , 而 我 们 有 


f(t) = 》 tifa = v -grad f, (57) 
i=] 
其 中 一 点 表示 对 t 微分 而 v AW i ADEN PERE; 因此 函数 对 t 的 变化 率 
等 于 平衡 矢量 v 和 函数 的 梯度 矢量 的 内 积 . 
因为 当 而 且 仅 当 泛 函 取 定 常 值 时 欧 拉 微分 式 为 零 , 我 们 可 以 和 上 述 事实 类 比 而 
把 这 微分 式 看 作 在 函数 空间 一 泛 函 的 梯度 . 
例如 在 泛 函 为 E 
Jip] = f F(z, 9, p')dz 


的 情形 , 我 们 可 以 假定 变量 函数 p 除了 依赖 于 变数 > 外 还 依赖 于 一 参数 + 于 是 
Tiel = J(t) 是 一 个 上 的 函数 , 假如 无 论 + 为 何 p 在 区 间 边界 上 保持 一 定 的 值 , 则 由 
一 级 变 分 的 表示 式 我 们 可 得 

j= [ oa) Fleas. 


在 这 里 一 点 依旧 表示 对 t 的 微分 . 这 个 公式 和 相应 于 函数 f(z1,7z2,… ,zn) 的 公式 
(57) 是 完全 类 似 的 . 为 了 表现 这 种 类 似 性 , 我 们 称 式 子 [Fl]y 为 JIp] 在 函数 空间 的 
梯度 . 


H 参看 D. Hilbert. Zur Variationsrechnung. Math. Ann., Vol. 62, 1906, 351-370. 在 参考 书 中 
列 出 的 Bolza 和 Hadamard 的 著作 中 也 可 以 找到 详细 的 讨论 . 
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一 般 说 来 , 我们 可 以 定义 一 泛 函 JIP] 的 梯度 为 一 式 子 Glo], 它 有 这 样 的 性 质 ， 
就 是 假如 我 们 用 依赖 于 参数 七 及 自 变 数 的 一 族 函 数 来 代替 p, 则 关系 


£ sly) = [ j 2clplaz 


成 立 . 
1 
例如 ， 如 果 K(z,y) = K(y,z)， 则 式 子 2 f K(z,y)p(y)dy DEZA 


1 1 
| f K(z,y)p(z)p(y)dzdy 的 梯度 . 
一 个 函数 的 梯度 具有 一 些 熟知 的 在 自 变数 变换 下 的 不 变性 质 ， 我 们 若 引 进 新 
自 变数 而 变换 被 积 函 数 中 的 变量 函数 时 , 欧 拉 微 分 式 也 具有 类 似 的 不 变性 质 (或 者 
更 恰当 地 说 是 协 变 性 ). 
作为 一 个 最 简单 的 情形 , 试 变换 z 为 新 变数 ela), 并 令 
dy/dé 


F(z,y,y') =F (sey ve) = (ev, w) , 


那么 J Pa- 人 ot. 于 是 


Tı 9 Tı 
f [Fl yndz = Be / F(z,y +en,y’ + €n’)dz|e=0 
Zo Zo 


_ 8 bi dy dn\ dx 
ee A $ (ev+en Z +e) dé a 
£1 dr 
= f l [e], mu (58) 
因为 7 是 任意 的 (除了 它 在 边界 上 须 为 零 之 外 ), 所 以 我 们 有 
rl, = Ë azl (59) 
在 两 个 自 变数 的 情形 同样 我 们 可 得 


F(z,y,u, Uz, Uy) = F(2(€, n), y(é, n), U, UENz + Unne, Ueéy F UnNy) 
= G(E, N, U, Ug, Un); 


Ta eae 


[forse ff foe) exor 


48 欧 拉 方 程 的 不 变性 - 183 - 


oO(é, (z, 
He Fey PIEN. (0 
在 多 于 两 个 自 变数 的 情形 也 有 类 似 的 变换 性 质 成 立 . 

由 以 上 公式 完美 地 表示 出 来 的 不 变性 质 , 可 以 给 我 们 很 大 的 实用 上 的 便利 . 它 
使 我 们 在 引进 新 自 变数 将 欧 拉 微 分 式 作 变换 时 所 须 作 的 计算 简单 化 , 因为 二 阶 微 商 
的 变换 关系 不 需要 明显 算出 . 
4.8.2 Au 的 变换 、 球 坐标 


被 积 函数 u2 +u tu 是 一 个 重要 的 例子 ， 设 变换 z = z(66o,6a),y = 
y(E1,€2,€3),2 = 2(61,€2,€3) 把 线 元 素 的 平方 dr? + dy? + dz? 变 为 》 9ikdEidEk， 
ik 


其 中 
or or bp | Oz Oz. 


外 一 天 有 
这 些 量 作成 的 行列 式 a = |9ik| 就 是 x,y,z 对 E, E2, E3 的 雅 可 比 行列 式 的 平方 . 很 


容易 看 出 有 Ze 
u2 + u? + u? = Dg uiux (u = z) g 


ik 
其 中 g* 这 些 量 由 下 式 定 义 : 


ik _ i Be  Oéi We | Oéi Wx 
9 一 pp Oy ðy Oz Oz’ 


它们 满足 方程 
2 9irg™ = Oni, 
bx 为 克 罗 内 克 尔 数 : 4 k Zl, ôk =0, bee = 1. 
所 以 我 们 就 得 到 下 列 向 曲线 坐标 61, 2,65 作 变 换 时 Au 的 一 般 表 示 式 : 
和 
au = Jed jy (VEE). (61) 


特别 地 , AF gi = 913 = gz3 = 0, 也 就 是 说 , 若 新 坐标 系 是 正 交 的 (Be & = 常 
数 , & = 常数 , &3 = 常数 正 交 ), 则 变换 公式 变 为 


ð 922933 ) ð ( 933911 ) ð ( 911922 ) 
_ Ob (u 911 02 a 922 0&3 i V 933 


911922933 


Au (62) 


例如 , 对 球 坐 标 mg,2 有 


x = rsinĝcosy, y=rsindsiny, z=rcos8@, 
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ds? = dr? + 72d0? + r? sin? Ody”, 


在 简单 的 计算 之 后 就 有 
= say lz (r?u, sin 0) + = (ue sin) + Be (i) } : (63) 


在 只 有 两 个 自 变 数 6,0 的 情形 , 也 有 相应 的 公式 可 以 应 用 . 例如 设 


ds? = ed” + 2fdédn + gdn’, 


我 们 就 得 到 Au 的 不 变形 式 为 
= 1 Ə | gug— fun 9 {eun— fug 
Au = aa ( af) + 3 ( ales). (64) 
特别 地 , 在 极 坐 标的 情形 ， 
ds* = dr? 十 r2dp2， dum if Zr +5 (™)}. (65) 
4.8.3 PEREIRO 
向 椭 球 坐标 的 变换 也 是 很 重要 的 . 这 些 坐 标的 定义 是 s 的 三 次 方程 
x? y? 22 
=1 (66) 


8 一 el 8 一 C2 8—€3 


的 三 个 根 p,o,7, 这 里 的 e1,€2,e3 为 给 定 实数 . 假如 el > ez > es, 对 实 的 z,y,z 而 
言 这 些 根 都 是 实 的 , 我 们 可 适当 加 以 编排 而 使 它们 满足 不 等 式 


p È €1 > 0 > €2 > T > e3. 


曲面 p = 常数 , o 二 常数 ,T = 常数 依次 为 椭 球 面 , 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 面 . 直角 
坐标 可 用 椭 球 坐标 表 为 
2_ (p—e1)(o — e1)(7 — e1) 


* = Ta-aa) 


2 _ (p—€2)(o — e2)(T — e2) 
(e2 — e3)(e2 一 el) 

2 _ (p—es3)(o — €3)(7 — e3) 
(e3 — e1)(e3 — e2) 


y f (67) 


z 


1) 见 C. G. J. Jacobi: Vorlesungen über Dynamik(1842-1843 在 克 尼 格 堡 所 作 讲 演 ，1866 年 , 柏 
$k, A. Clebsch 出 版 , 1884 年 , 柏林 , 再 版 为 雅 可 比 全 集 附件 ) 第 26 讲 , 在 此 中 找到 计算 细节 , 应 该 强调 的 
是 以 下 讨论 立刻 可 以 推广 到 高 于 三 维 的 情形 . 
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线 元 素 则 为 
(p—o)(p—7) p? 
(p — e1)(p — €2)(p — es)” 
(o —T)(o — p) 2 
(o —e1)(o — e2)(a — a 


(Nr) a 
trel- etr-e) (e9) 


4ds? = 


这 就 提示 我 们 引进 新 变数 


a= [> dà a / dX 
5 页 VFA)’ 
其 中 F(A) = 4(A — e1)(A — €2)(A — e3). 
BW el + ez + e3 = 0( 作 代 换 s=s'+ 5(e + ez 十 es) 可 以 办 到 这 一 点 J 又 设 取 积 
分 的 下 限 为 oo, 我 们 就 得 出 
p=p(ti), o = p(te), T = p(ts), 
其 中 p 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) pb- 函数 ; 此 外 有 
ds” = (p — o)(p — r)dt} + (o — r)(o — p)dt3 + (T — p)(7 — a) dt}. 
FBR ti 的 函数 T 而 言 , 按 (62) 式 我 们 有 


ie (7-5) tae (0-95) +e (0-092) 
(o —7)(t — p)(p — 0) 


AT = 
_ 1 OT, OT 
~ (p—o)(p—T) Ot (o—T)(o — p) 3t 
1 eT 
* Gp —e) OB ie 
引进 积分 去 的 一 个 好 处 是 直角 坐标 成 了 去 的 单 值 函 数 , 因为 在 式 子 


= Vp(t1) 一 elVb(tz) — e1 Vp(ts) 一 el 
Vel — €2Ve1 — es 


_ Vb(ti) — e2 Vp(t2) — e2/p(ta) — e2 (70) 
d VO 


1) 例如 可 参看 Hurwitz und Courant. Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie und 
elliptische Funktionen. 3rd ed.. Berlin: Springer, 1929, 161-171, New York: Interscience, 1944. 
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Vp(ti) 一 esVb(tz) — es Vp(t3) — e3 
Ves 一 elVe3s — ez 


2 = 


中 分 子 上 的 各 项 当 根 式 的 符号 确定 时 是 
ti, te,ts 的 单 值 函 数 . 当 点 (x,y,z) 跑 过 
某 一 象限 , p,o,r 中 的 每 一 个 量 皆 跑 过 其 
相应 的 区 间 , 当 这 三 个 量 中 的 某 一 个 取 区 
间 一 端的 值 , 则 点 (z,y, z) 位 在 象限 的 一 
边界 平面 上 如 图 1 所 示 . 在 这 个 图 中 , 我 
图 1 二 次 共 焦 曲 面 们 将 诸 平面 在 它们 和 一 椭 球 p = p > el 
的 交 线 上 截断 ; 里 边 的 两 条 边界 线 是 
y? 22 
‘ama (220 42-1) 


el 一 ecE2 €1—€3 


和 


2 2 
“ 焦 双 曲线 ” (v=o, = +=) 


€2 一 Cl e2 一 E3 
的 一 部 分 . 
现在 设 w 和 w 依次 为 积分 ti 的 实 周期 和 虚 周 期 , 也 就 是 说 , 设 
dà 


w=2 -页 /=2/ TT 


我 们 可 以 令 t, 由 0 变 到 w/2,t2 由 w/2 变 到 zw +w’), ta 由 5 +w’) 变 到 zo’ 
而 得 出 某 一 象限 所 有 的 点 . 假如 每 一 个 ti 的 区 间 都 加 倍 , 则 所 得 的 点 跑 过 全 空间 . 
假如 一 个 去 的 单 值 函数 要 在 空间 也 是 单 值 的 , 则 在 所 有 使 z,y 和 z 不 变 的 ti 的 代 
换 下 它 必 须 保 持 不 变 , 例如 这 个 代 换 可 以 是 用 w- t M w -t 依次 代 和 te. 

BURITS ti = u, te = w/2+iv, t3 = w /2+w, p(ti) = f(u), p(t2) = glv), p(ts) = 
h(w), 我 们 可 以 使 u,v Aw 为 实 的 . 于 是 


ds? =[f(u) — 9(v)][f(u) — h(w)]du? 
+ [f(u) — 9(v)][9(v) — h(w)]dv? 
+ [f(u) — h(w)][g(v) — h(w)]dw?, (71) 
对 实 的 u,v,w 而 言 所 有 的 系数 皆 为 非 负 的 , AA f(u) > el > glv) > ez > h(w) > 


es. FE ti, te,ts 的 对 称 型 中 dto 为 纯 虚 数 的 事实 是 很 重要 的 ; 因为 这 样 ds? 的 正定 
性 由 于 d 项 系数 的 负 值 而 得 到 了 保证 . 


4.8 欧 拉 方 程 的 不 变性 - 187 - 


在 椭 球 坐标 的 退化 型 中 我 们 可 以 提 一 提 (除了 也 可 以 看 作 是 退化 情形 的 球 坐 
标 之 外 ) 扁 球 坐标 和 抛物 坐标 . 假如 e; 中 有 两 个 (例如 et 和 eo) MB, 我 们 得 到 
x+y? 22 

3 一 el 3 一 e3 


这 个 方程 的 两 个 根 s= Al s =) 以 及 由 式 子 


=1. (72) 


z=rcosy, y=rsind, r? = 27 +y? 


所 定义 的 p 角形 成 了 一 组 新 坐标 . 在 这 里 我 们 有 
p2 = OA 一 ez 一 ea) ,2_ (Ai —es)(A2 — es) 


€3 一 Cl el — €3 (73) 
2,242 Ai — A2 2 和 2 一 Al 2 
Qt i 
= r?dy? 十 (Al — M2)(dt? — dt2), (74) 
其 中 S 
: dà 
“=/ yr ep CEES (75) 
a 1 @T 1 0 oT ð OT 
at oe (0) 0 (rae)| m 
现在 假如 我 们 令 椭圆 的 一 端 趋 于 无 穷 , 在 求 极 限 0 后 就 得 到 抛物 面 坐标 , 它 是 方程 
T? 十 y? 
一 2z 十 s 一 el 一 0 (77) 
S— el 
的 两 个 根 Xi, Ao, 这 里 的 + 和 z 由 以 下 式 子 给 出 : 
r= 一 (Al — e€1)(A2 — €1), 2z = 2e1 — A1 — Ao. (78) 
这 时 空间 一 点 的 坐标 为 Xi, Ao 和 y. 线 元 素 为 (74) 
四 Ar — Az de - Mi 
ds? = r2dyp? 十 Wate) + a= 2) 
= r7dy? + (Ai — Az) (dt? 一 dt2)， 
其 中 ‘a i 
t; = 1 村 ZTE = V/A: 一 el (79) 


1) 当然 也 可 以 不 牵涉 前 面 的 作法 而 由 (77) 的 一 组 共 焦 旋转 抛物 面 出 发 来 定义 这 些 坐 标 . 
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微分 式 AT 则 取 (76) 的 形式 
1 &T 1 0 OT 0 oT 
Mr E Cm ~ Ota (se) | 


假如 在 前 面 线 元 素 的 式 子 中 略 去 包含 p 的 项 , 我 们 立刻 得 到 在 7,z 平面 中 的 
椭圆 和 抛物 线 坐 标的 公式 . 在 这 两 种 情形 由 公式 (64) 我 们 都 可 以 得 到 


1 
ar- 5 (Ge a) 


其 中 和 ; Alt; 间 的 关系 依次 可 表 为 
Ai dd 
k =J 一 二 


t; = V Ài 一 el. 


4.9 变 分 问题 之 变换 为 正则 形 和 回转 形 


拉 格 朗 日 乘 子 法 可 以 导向 几 种 变换 , 它们 无 论 在 理论 或 实用 上 都 是 很 重要 的 . 

通过 这 些 变换 我 们 可 以 立 出 和 所 给 问题 等 当 的 新 问题 , 所 谓 等 当 指 的 是 这 些 问 
题 的 定常 条 件 同 时 成 立 . 这 个 方法 首先 使 我 们 可 以 得 到 原 变 分 问题 的 一 些 变换 , 这 
些 变换 之 所 以 重要 是 因为 它们 具有 对 称 性 . 此 外 , 对 一 给 定 的 以 4 为 极 小 值 的 极 小 
问题 , 我 们 往往 能 找到 一 个 和 它 相 当 的 极 大 问题 , 且 以 同样 的 d 为 其 极 大 值 ; 这 种 
方法 在 划 定 d 的 上 下 界 的 实际 问题 中 是 很 有 用 的 ?. 


4.9.1 在 附加 条 件 下 通常 极 小 问题 的 变换 


在 讨论 上 述 变换 之 前 , 我 们 简短 地 考虑 一 下 通常 有 限 多 个 变数 的 极 小 问题 . 我 
们 的 讨论 是 以 下 述 不 证 自明 的 原理 为 基础 的 : 设 满足 一 定 附 加 条 件 的 函数 f (11,12, 
Zn) 在 Ti = &(i = 1,2,---,n) 这 一 点 取 定 常 值 ， 又 设 & 这 些 量 满足 关系 
7(&1,&2，… En) = 0, 则 当 我 们 预先 在 附加 条 件 之 外 再 另 加 上 条 件 r(zl…… ,zn) =0 
时 , f Æ ri = &i 这 点 仍旧 取 定 常 值 . 

我 们 从 考虑 以 下 问题 开始 : 


1) 参看 E. Trefftz. Ein Gegenstück zum Ritzschen Verfahren. Verh. d. 2. Int. Zürich: 
Kongr fiir Technische Mechanik，1927，131, 在 该 文中 第 一 次 给 出 了 这 种 近似 方法 ， 又 可 参看 Trefftz. 
Konvergenz und Fehlerschitzung beim Ritzschen Verfahren. Math. Ann., Vol. 100, 1928, 503-521. 
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I: 在 附加 条 件 g(z,y) = 0 下 要 使 f(T,y) 取 定 常 值 ; 函数 满足 通常 的 连续 性 
和 可 微 性 的 要 求 , 此 外 我 们 还 设 在 定常 点 92 十 92 AO. HRPM, 问题 可 用 以 下 
等 当 的 问题 来 代替 : 

L: 作为 三 个 变量 r,y, à 的 函数 使 F(z,y,r) = f(x,y) +Ag(z,y) 取 定 常 值 . 

于 是 dF = 0 的 条 件 和 三 个 方程 fo + 和 gs = 0, fy +Agy = 0,9 = 0 相当 . 假如 
我 们 从 间 题 生出 发 , 则 由 前 面 的 一 般 原理 , 只 要 外 加 条 件 g = 0( 问 题 [[ 的 解 自动 满 
足 这 条 件 ), 我 们 就 可 以 立刻 达到 问题 I. 

但 是 我 们 所 加 的 附加 条 件 也 可 以 不 是 g = 0, 而 是 开 的 解 所 要 满足 的 另外 两 个 
方程 , 这 样 我 们 得 出 和 开 等 当 的 另 一 个 问题 (所 谓 等 当 是 指定 常 性 在 同一 点 出 现 ). 
这 个 问题 是 

U. 在 附加 条 件 fe t+ Age = 0, fy trAgy =0 FR F(z,y,A)=f+rAg 取 定 常 值 . 

如 果 我 们 假定 在 定常 点 的 邻近 可 以 从 前 两 个 方程 中 解 出 z Al y 为 和 的 函数 ， 
则 F(x,y, A) BAD 的 函数 vO), 而 我 们 得 到 和 其 他 三 个 问题 等 当 的 问题 IV: 

N: & (A) 取 定 常 值 . 

现在 我 们 要 来 研究 这 些 定常 点 ; 它们 是 否 给 出 了 极 大 或 极 小 呢 ? 试 假定 在 问题 

1 中 (以 后 称 之 为 问题 1')f 在 点 2,97 RAR f(z,9) =d. 然后 我 们 考虑 问题 ; 

Il’: 和 固定 ,F(z,y, 入 ) = f +Ag = min., 设 拉 格 朗 日 乘 子 法 定 出 一 入 我 们 假定 
在 入 的 某 邻 域 中 任 选 一 点 和 时 , 皆 存 在 F(z, y, A) 的 一 真 极 小 , 记 作 dy = VA), 它 
决定 于 方程 fa 十 和 gz = 0, fy + Xgy = 0. 那么 我 们 必然 有 


dy S< d. 


这 是 因为 以 d 为 极 小 的 问题 [' 可 由 以 d、 HERR I 附加 条 件 g = 0 而 得 
出 , 而 这 个 条 件 限 制 了 比较 值 的 区 域 . 此 外 如 果 我 们 假定 对 和 的 邻 域 中 的 每 一 点 A 
而 言 方程 户 + 和 gz = 0, fy + Agy =0 皆 唯 一 决定 zx My AD HRA, W dy = d, 而 


d = max.(d)). 


因此 a  F = f +g WR) vO) WARK, 其 中 我 们 对 固定 的 入 求 极 小 然后 令 入 
变动 求 极 大 . 在 这 些 条 件 下 , 我 们 还 可 以 通过 以 下 问题 来 刻画 d: 

TY 在 附加 条 件 fe + Age = 0, fy + Agy =0 FUR F(z,y, A) = f + àg = max.. 

在 条 件 9 = 22 = 0 之 下 使 六 = (1+1)?+y? = min. 的 问题 可 以 用 来 说 明 我 们 关 
于 极 大 - 极 小 问题 的 讨论 . 从 几何 上 来 说 , 这 问题 就 是 要 求 抛物 面 z = (z 十 1)2 十 92 
和 平面 z= 0 所 截 出 的 铅 垂 抛物 线 的 最 低 点 或 顶点 . 我 们 立刻 可 以 得 出 所 要 求 的 
z=(z+1l)2+32 的 最 小 值 为 d = 1. 现在 再 注意 这 样 的 事实 : 对 一 固定 的 入 而 言 
抛物 面 z= f+ 和 Ag = (e+ A41)? +y?—- 2-H 永远 包含 上 述 抛物 线 , 而 且 抛 物 面 
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的 顶点 低 于 抛物 线 的 顶点 . 在 变动 时 我 们 就 变动 了 抛物 面 的 顶点 , 这 个 顶点 最 多 
能 移 到 和 抛物 线 的 顶点 一 样 高 , 可 是 再 要 比 它 高 是 不 可 能 的 . 因此 抛物 线 的 顶点 是 
诸 抛 线 面 的 顶点 中 最 高 的 一 点 . 


4.9.2 ”最 简单 的 一 些 变 分 问题 的 回转 变换 


变 分 问题 中 类 似 于 上 述 的 变换 是 以 下 面 的 一 般 原理 为 基础 的 : 假如 泛 函 J[u， 
v,…] 在 某 一 可 取 的 函数 组 u,v,…- 可 以 要 求 这 些 函 数 满足 一 定 的 附加 条 
+ 一 一 上 取 定 常 值 , 那么 当 我 们 扩大 附加 条 件 的 集合 而 使 它 包 含 那些 已 经 为 函 
数 u,v,… 所 满足 的 条 件 时 , J 在 u,v,… 这 组 函数 上 仍旧 取 定 常 值 . 

我 们 称 使 变 分 为 零 的 必要 条 件 (例如 跑 拉 方程 和 自然 边界 条 件 ) 为 自然 条 件 ; 
事先 所 加 的 附加 条 件 和 边界 条 件 则 称 之 为 约束 . 因此 由 上 述 原 理 有 : 如 果 外 加 一 个 
或 多 个 自然 条 件 于 约束 的 集合 而 更 改 一 给 定 泛 函 的 变 分 问题 , 泛 函 的 定常 性 不 受 影 
响 . 


现在 我 们 转 入 几 个 最 简单 的 问题 的 讨论 . 
I: 在 通常 的 连续 性 条 件 , 边界 条 件 
u(zo) — uo = 0, u(z1)—u1=0 (80) 
及 附加 条 件 
Sahm (81) 


dz 
FER I= / “F(z,u,w)dz 取 定常 值 . 也 就 是 说 , 在 这 里 我 们 把 变 分 问题 看 作 一 


个 包含 两 个 未 知 函数 u 和 w 的 问题 , 它们 满足 约束 微分 方程 (81). 按照 乘 子 法 则 ， 
[ 的 解 同时 是 以 下 问题 工 的 解 : 
I: & A[u,u’, A; po, p] 
= 5 [F+ 入 (= 一 wv) dx — poļu(zo) — uo] + p [u(zi) — us} 
的 定常 值 , 其 中 u(z),u'(z), A(z) 和 参数 Ho 和 ja 是 所 要 确定 的 ， 此 外 没有 附加 条 
件 和 边界 条 件 , 也 就 是 说 , 问题 是 自由 的 . 这 问题 的 变 分 方程 , 也 就 是 欧 拉 方 程 及 自 
然 边界 条 件 , 乃 是 
Fy —A=0, (82) 


Fy - — =0, (83) 


—-u' =0 (84) 
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(在 区 间 内 ), 以 及 
A(zo) + wo = 0, A(z1) + wi = 0, (85) 


u(zo) — uo = 0, u(zı)— u, =0 (86) 


(在 两 端点 ), 这 是 令 一 级 变 分 为 零 后 立刻 可 以 得 出 的 . 假如 消去 A, yo, m, 我 们 就 得 
到 欧 拉 方 程 . 

假如 把 我 们 的 一 般 原 理应 用 于 问题 ， 即 在 约束 之 外 附加 条 件 du/dz — u = 
0, u(z0) — uo = 0, u(z1) — u: = 0, 我 们 就 回 到 问题 1. 假如 另 一 方面 , 我 们 加 上 相应 
于 问题 [ 的 自然 条 件 的 方程 (82),(83),(85), 我 们 得 到 一 个 在 应 用 上 很 重要 的 变换 ; 
我 们 称 之 为 向 逆 型 变 分 问题 的 变换 0. 我 们 这 样 得 到 的 问题 为 问题 III; 假如 利用 分 
部 积分 我 们 把 微 商 du/dz 从 积分 式 H PRE, 然后 引进 新 变量 函数 p,p' 和 新 被 积 
函数 W(x,p,p') 如 下 : 


Fw =p, F =p, pu'+p'u-F= Y, (87) 


我 们 可 以 把 问题 II[ 表 为 一 个 第 I 类 型 的 问题 . 
为 了 要 上 面 的 “ 勒 让 德 变换 ”(87) 有 意义 , 我 们 必须 要 求 w 和 w 可 以 由 前 两 个 
式 子 求 出 为 p,p 和 zx 的 函数 ; 然后 再 把 这 些 函 数 代 入 第 三 式 的 左 端 . 假如 条 件 


Furu Fuu = (Pua) £ 0 (88) 


对 基本 区 域内 变数 组 z,w,w 所 有 的 值 缘 成立 , 则 上 述 措施 自然 是 可 以 实行 的 . 这 
样 我 们 就 得 到 以 下 和 I 等 当 的 “ 逆 ” 问题 ?: 
IV: 在 附加 条 件 


下 使 积分 va 
-f Y (x, p, p')dz + p(z1)uı — p(z0)uo 


取 定 常 值 ; 不 加 任何 边界 条 件 . 


问题 IV 的 自然 条 件 是 在 区 间 内 
Toy- =0, 
在 边界 上 


Vy |zo — uo = 0, Pyle, — u1 = 0. 


1) 这 个 变换 的 意义 首先 是 由 K.O. Friedrich MMH: Ein Verfahren der Variationsrechnung, 
--+,Nachr. der Ges. d. Wiss., Göttingen, 1929, 13-20. 
2) 这 可 以 看 作 和 4.9.1 小 节 中 问题 IV 类 似 的 问题 . 
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从 上 面 这 些 式 子 的 导出 就 可 以 看 出 它们 是 和 问题 1 的 约束 一 致 的 ; 这 一 点 又 可 以 利 
FABLE (87) 的 反 演 


Vy =u, Dp =u, up +up-V=F 


另 作 验 证 . 

利用 同样 的 这 些 公式 ,我们 可 以 看 出 对 自由 问题 IV 应 用 逆 变 换 就 导致 原 问 
il. 因此 上 述 变 换 具 有 回转 性 D， 在 变换 下 一 个 问题 的 自然 条 件 变 为 另 一 问题 
的 约束 . 

变 分 问题 的 被 积 函数 不 显明 依赖 于 u 或 者 只 线性 依赖 于 u 的 退化 情形 , 须 分 
别 开 另 作 处 理 . 这 时 候 我 们 有 


F(z, u,u’) = g(x, u’) + uf(z). 


在 这 种 情形 下 , 前 面 所 考虑 的 勒 让 德 变换 不 是 对 任意 的 p 和 p' 而 言 都 是 可 逆 的 . 可 
是 直接 应 用 我 们 的 变换 原则 , 就 可 以 发 现 以 下 的 变 分 问题 是 和 原 问题 [ 等 当 的 : 


= A (p)dz + p(xı)uı 一 p(zo)uo = 定常 值 ， 


在 此 附加 条 件 为 dp/dz = f(x). 这 里 的 p 和 Sp) 和 原 问 题 中 的 式 子 通过 以 下 变换 
发 生 联系 : 

P=gu, —%(p) = g(x,u') — up, 
其 中 我 们 假定 从 方程 gw =p 可 以 解 出 w' 为 p 的 函数 . 新 间 题 在 下 述 意义 上 要 比 
原 问题 简单 得 多 : 所 要 求 的 函数 p(x) 除 差 一 个 可 加 常数 (参数 ) 外 可 由 附加 条 件 求 
积 得 出 . 因此 , 在 这 种 退化 的 情形 , 变 分 问题 化 为 通常 的 极 值 问题 , 这 个 问题 中 所 要 
定 的 是 一 个 参数 . 

BRE 4.9.1 小 节 中 一 样 , 现在 我 们 来 研究 这 些 变换 对 泛 函 的 极 大 或 极 小 性 质 的 
影响 . 

重复 4.9.1 小 节 中 的 论据 , 我 们 在 下 面 将 得 到 以 下 的 结果 : 假如 原 问 题 (此 
后 用 工 表示 ) 具有 一 极 小 d, 则 同样 的 d HAMS HMM AW’ 来 表示 ) 
出 现 为 一 极 大 . 

这 个 事实 也 只 在 加 一 些 限 制 后 才 是 正确 的 ， 我 们 要 求 对 任意 具有 分 段 连续 的 
微 商 且 满 足 A(z1) + u = 0, A(z0) + wo = 02) 的 A(z) 而 言 , 4.9.1 小 节 的 问题 工 中 的 
AT H 具有 依赖 于 和 的 极 小 值 dy. 这 样 , 在 分 部 积分 去 掉 u 的 微 商 后 , 我 们 就 得 
到 问题 


1) Involutory PERAN l 
2) 不 加 这 个 条 件 (问题 的 解 自然 满足 这 个 条 件 )， 自 然 不 可 能 对 任意 的 ,/ 都 得 到 一 个 极 小 . 
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I’: n= f” [F +a ($E - w')| èz- nolulzo) ~ uo) + aa(u(er) ~ w) 


= Je [F 一 Pu- aw! dx — X(xo)uo + A(Ti)u1 = min. 
其 中 A(z) 为 固定 函数 . 这 个 问题 的 解 v(z),w(z) 于 是 满足 方程 
Fy -à =0, FO=0. (89) 
按 类 似 于 4.9.1 小 节 的 步骤 , 我 们 假定 上 面 的 方程 对 任意 的 入 和 dX/dz 而 言 唯 
一 确定 了 u Mv. 
既然 问题 1' 在 我 们 加 了 附加 条 件 du/dz 一 w = 0, u(£o)—uo = 0, u(£1)— u = 0 
后 可 从 问题 1[' 得 出 , 我 们 一 定 有 d > dy. 
另 一 方面 , 当 入 = 入 = Fy 时 间 题 1' 的 解 满足 方程 (89), 因此 由 唯一 性 的 假 
定 , BANA dy =d. 
因此 有 
d = max dy. 
可 是 使 d、 为 极 大 的 问题 正好 就 是 问题 IV', 因此 我 们 的 论断 得 证 . 
判断 我 们 在 上 面 所 作 的 假定 是 否 成 立时 ， 一 个 充分 条 件 是 : 不 等 式 
Fyw Fuu — (Fuu')? >0, Fyw >0 (90) 
对 所 考虑 的 区 域 中 所 有 的 u 和 zx 以 及 任意 的 w ERL. 在 前 面 我 们 已 经 看 到 , 假 
如 这 些 不 等 式 成 立 , 则 欧 拉 方程 的 解 给 出 问题 1' 的 极 小 . ET 的 极 小 dy 的 存 
在 性 同样 也 可 以 由 这 些 不 等 式 得 出 ; 因为 方程 (89) 和 不 等 式 (90) 合 在 一 起 就 表示 
对 z 的 每 一 个 值 而 言 , H 的 被 积 函数 在 u 和 w 取 相 应 的 值 时 达到 极 小 , 因此 , H 
本 身 自然 也 是 极 小 . 
最 后 我 们 指出 , 逆 型 变换 使 极 小 问题 转变 为 极 大 问题 这 一 事实 , 可 在 假定 (90) 
下 直接 按 下 面 的 推理 加 以 证 明 , 我 们 还 仍 将 得 到 道 型 变换 . 按 不 等 式 (90), 由 泰勒 
展开 我 们 立刻 可 以 得 到 不 等 式 


F(u,u’) — F(v,v') — (u — v)F, — (u' — 0’) Fy > 0, 
其 中 等 式 当 且 仅 当 u = ww' =v 时 成 立 . 假如 我 们 把 上 式 写 为 

F(u,u’) — [F(v,v’) — oF, — v' Fy] — uF, —u'Fy, 
并 通过 勒 让 德 变换 


p= Fv, p =F,, ¥(z,p,p') = up’ + 'p— F 
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把 v 和 w H pA p RRR, 则 不 等 式 变 为 
F(z,u,u’) + Y(2, p,p’) — up’ — u'p > 0, 


上 式 对 任意 的 www Al pp ARO; 而 当 且 仅 当 pA p 相应 于 函数 v = u,v = a 
时 等 式 成 立 . 现在 我 们 在 上 下 限 ro 和 zi 之 间 将 不 等 式 积分 , 认定 uu, p,p Ax 
的 函数 且 满 足 约束 条 件 


du _ 


_, P 4 _ u(zo) — uo = 0, 
a oes ae 


u(z1) — Uj = 0. 


积 出 的 式 子 的 左 端 当然 不 能 是 负 的 ; SARA u 为 问题 1 的 解 而 p 为 问题 IV' 的 
解 时 左 端 等 于 零 . 因此 在 上 面 给 定 的 约束 下 , 问题 


Tı 
i [F + X — up — updr 


Tı 
= Fdz + J Wdz 十 wop(zo) — uip(7T1) = min. 
To 


To 


的 解 就 是 上 面 说 的 w 和 p, 极 小 值 则 为 零 . 这 个 事实 就 相当 于 上 面 所 说 的 问题 [ 
和 问题 ]V' 之 间 的 关系 . 
4.9.3 ” 变 分 问题 向 正则 形 的 变换 

4.9.2 小 节 中 所 叙述 的 一 般 原 则 可 导致 另 一 熟知 的 变换 , 向 正则 形 的 变换 . 在 这 
变换 中 , 欧 拉 二 阶 微分 方程 由 一 组 一 阶 微分 方程 组 来 代替 . 在 4.9.1 小 节 中 没有 和 
这 种 变换 完全 相当 的 东西 . 要 得 出 这 变换 , 可 将 方程 (82) 和 (86) 加 在 问题 [[ 中 作 
为 约束 条 件 . 这 样 , 我 们 首先 得 到 问题 

Il a: 在 边界 条 件 vw(zo) = wo,u(z1) = wa PRED 


7 du 
‘ | 1 
L [Pew u) + Fy (= u')| ae 


的 定常 值 , 其 中 w 和 w 被 看 作 两 个 独立 的 变量 函数 . 
假如 我 们 引进 新 变量 函数 2) 
p= Fy 


来 代替 uw’, 并 引 新 被 积 函 数 


P(x, u, p) = pu’ os F(z, u, u’) 


1) p 等 于 1 中 出 现 的 乘 子 . 
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来 代替 F(a, u, u!)— 特别 假定 
Futu! É 0 


好 使 w 可 以 从 关系 p = Fy ÆA pu 和 z 的 函数 一 一 我 们 就 得 到 和 Ia 等 当 的 
问题 


IIb: i p% 一 (z, up) dz = 定常 值 ， 


其 中 边界 条 件 为 ulto) = uo,u(z1) = u. 很 容易 看 出 在 等 当 的 问题 1 和 Ib 中 出 现 
的 量 通过 勒 让 德 变换 

Fy =p, pu — F = ĝ 
发 生 联 系 , HARRIKA 

p =u, pu —-G=F. 


变 分 问题 的 这 种 形式 称 为 正则 形 ， 立 出 p Al 的 变 分 方程 我 们 就 有 变 分 问题 
的 正则 微分 方程 ; 而 re 
qe t fu=0, 5 — =.. 
按 同样 的 方式 我 们 可 以 将 包含 自 变数 z 的 nn 个 未 知 函 数 ui (x).u2(x),-+- ,un(z) 
的 变 分 问题 变换 为 正则 形 . 
关于 极 值 的 性 质 , 我 们 省 去 证 明 的 个 别 步骤 而 作 这 样 的 叙述 : 设 在 问题 1 中 d 
AR; 则 在 正则 形 问 题 中 若 固定 p 而 令 u 变动 求 出 极 小 , 然后 再 变动 p KR) 


(p 的 函数 ) 中 的 极 大 , d 就 是 这 个 极 大 . 
4.9.4 推广 


我 们 的 变换 理论 很 容易 推广 到 包含 多 个 未 知 函 数 , 或 高 级 微 商 , 或 多 个 自 变 数 
的 问题 上 去 . 在 这 里 , 我 们 只 限于 处 理 一 个 特别 简单 的 例子 , 它 相当 于 4.9.2 小 节 中 
退化 的 情形 . 这 就 是 关于 经 典 的 狄 利克 雷 变 分 问题 


Ol 


的 变换 , 其 中 是 z My 的 函数 , 它 在 区 域 G 内 具有 分 段 连续 的 微 商 , 在 边界 上 取 
EMI a = f(s). 我 们 假定 G 的 边界 工 为 一 曲线 , 它 具 有 连续 变动 的 切线 ( 除 
了 在 有 限 多 个 点 之 外 ), 它 的 弧 长 为 s. 

在 问题 [ 中 , 我 们 用 函数 p 和 4 来 代替 两 个 偏 微 商 而 附加 条 件 Bu/azr = p, 
su/6y =q, 则 乘 子 法 则 立刻 导致 和 等 当 的 问题 


II: IL W+) +a (Z - p) + n (ZE —q)| am 
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人 p(s)(a— f(s)]ds = 定常 值 . 
这 里 的 A(c,y), ule y), p(s) 为 乘 子 .分 部 积分 变换 重 积分 , RAVE BI I 以 下 的 


形式 : 
AE (p? +e)-u( RE) - Ap — ua dzdy 


+ f | (age + age - ols)) +O] ds = set 


这 里 8/6n 表示 外 法 向 微 商 , 边界 值 则 用 一 横 标 出 如 (a, A, 2). 现在 我 们 把 欧 拉 方 
程 和 一 些 自然 边界 条 件 


加 上 , 作为 明显 的 附加 条 件 , 这 样 就 得 到 等 当 的 问题 
Ill: - ; if i; (p? + q?)drdy + J p(s) f(s)ds = 定常 值 


附加 条 件 在 边界 上 为 

or _Oy 

p(s) - Pa dar = 0 
在 区 域内 则 为 bð 
q 
Bz 十 By =0 
现在 我 们 已 完成 了 逆 型 变换 . 
假如 引进 函数 v(z,y), > 
Ov Ov 


P= Oy! 1 Br 
而 使 后 一 个 附加 条 件 得 以 满足 , 我 们 可 以 简化 所 得 的 结果 . 我 们 有 


-OY _ ov 
Pee + a5 ds’ 


其 中 右 端的 微 商 取 在 工 的 正切 线 方向 ; 这 样 我 们 的 问题 就 化 为 


NV: -3// [E a (Z) w+ faer f(s)ds = 定常 值 


左边 的 后 一 项 边界 积分 最 后 还 可 以 通过 分 部 积分 变换 为 


一 人 uf'(s)ds. 
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在 这 个 新 闻 题 中 , 被 积 沙 数 和 在 问题 1 中 具有 同样 的 形式 . 问题 1 的 解决 定 出 一 个 
AR, 它 满足 势 方程 Av = 8?u/ðr? 十 62u/6y? = 0 而 以 f(s) 为 边 值 ; 问题 IV 也 定 
出 一 个 势 函数 w 由 于 自然 边界 条 件 , 它 乃 是 和 u 共 辆 的 势 函数 . 

问题 中 的 极 小 相应 于 问题 IV 中 的 极 大 , 二 者 的 值 则 相等 . 由 I 中 减 去 IV 式 就 
很 容易 看 清楚 这 一 点 ; 因为 作 简单 的 变换 后 可 以 得 出 下 面 的 式 子 : 


ME- R + (+ 2) ea 


问题 和 JIV 合 在 一 起 就 相当 于 在 边界 条 件 a= f(s) 之 下 使 上 面 这 个 积分 为 极 小 的 
问题 . 当 为 前 述 位 势 论 中 边 值 问题 的 解 而 v 为 满足 方程 


ðu _Əv u__ w 
ðr Oy’ ðy ðr 


的 u KRHKA, 这 个 积分 达到 极 小 , 而 且 极 小 值 为 零 . 因此 我 们 有 上 述 结论 . 要 
知道 二 次 互 逆 变 分 问题 的 较 一 般 而 直接 的 处 理 , 可 参看 4.11 节 . 


4.10 ” 变 分 法 和 数学 物理 微分 方程 


4.10.1 一 般 的 讨论 


在 立 出 并 处 理 数学 物理 的 微分 方程 时 , 变 分 法 是 一 个 可 靠 的 向 导 . 一 些 平衡 的 
问题 (稳定 的 ) 皆 满 足 极 小 势能 的 变 分 原理 ; 运动 定律 最 简单 的 表述 形式 则 可 以 通 
过 哈密 顿 变 分 原理 而 得 到 . 从 这 两 个 原理 , 我 们 将 导出 一 些 数学 物理 的 基本 微分 方 
程 . 

”首先 试 考虑 具有 有 限 自由 度 的 系统 , 例如 ” 个 自由 度 . 设 该 系统 的 位 置 由 7n 个 
参数 q1,g2,… , qn 的 值 决定 ; 问题 就 在 于 定 出 这 些 参数 为 时 间 t 的 函数 . 我 们 假定 
系统 的 力学 性 质 确定 于 两 个 量 : 动能 和 势能 . 我 们 假定 动能 了 (bl 42,:… , in, q1, 92, 
… dnt) 为 n 个 速度 im 个 坐标 qi 以 及 时 间 t 的 函数 ; 特别 地 , 它 是 速度 的 二 次 
型 
T= 5 Pix(q1, 92, ate sdn, t)GiGk- 
t,k=1 

势能 Ulad dn t) 则 可 假定 为 上 和 坐标 qg 的 已 知 函数 . 这 样 , 哈密 顿 原理 的 
叙述 是 : AAAS to fo ti 之 间 , 描写 运动 的 函数 qi(t) 使 得 积分 


tı 
J= | (T-U)dt 


to 
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取 定 常 值 , 这 里 的 比较 函数 为 在 q(t) 邻近 并 满足 条 件 Gilto) = ulto) 及 到 全) = 
Gi(ti) 的 函数 Git). 换 和 白话 说 是 : 真实 的 运动 , 和 在 同样 的 时 间 区 间 内 由 系统 的 初 
位 置 达到 终 位 置 的 各 种 邻近 的 虚 运 动 相 比 较 , 使 积分 J 取 定 常 值 . 
按 3, 哈密 顿 原理 立刻 导致 拉 格 朗 日 的 一 般 运动 方程 
d OT 
dt 04; 
在 并 和 7 不 明显 依赖 于 上 的 假定 下 , > (91) 中 对 时 间 的 诸 微 商 为 零 , 我 们 可 
以 从 运动 方程 得 到 平衡 条 件 . 所 得 条 件 为 
OU 


—=0. 92 
Da (92) 


因此 : 以 (qq ,gn) 为 势能 的 力学 系统 在 坐标 q1, 92,… ,qn 取 某 一 组 特殊 的 
值 时 处 于 平衡 , 当 且 仅 当 对 这 一 组 值 而 言 势能 为 定常 . 

此 外 , 若 要 平衡 是 稳定 的 , 必须 而 且 只 须 在 平衡 位 置 U 的 定常 值 为 一 极 小 . 

这 个 事实 很 容易 从 能 量 守恒 律 了 + = 常数 得 出 , 而 能 量 定律 又 是 方程 (91) 
的 直接 后 果 . 往 后 我 们 将 承认 最 小 势能 原理 为 判断 稳定 平衡 的 条 件 . 

假如 限定 考虑 在 稳定 平衡 位 置 邻近 系统 的 运动 , 那么 它 具 有 特别 简单 的 性 质 . 
不 丧失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 在 上 述 的 平衡 位 置 所 有 的 坐标 q; EAF. 现在 假如 
我 们 考虑 邻近 于 平衡 位 置 的 运动 , 对 这 些 运动 说 来 坐标 g; 及 其 对 时 间 的 微 商 gs 的 
高 次 方 比 起 低 次 方 来 可 以 略 去 , 如 果 我 们 又 假定 了 和 U 不 明显 包含 t, 那么 我 们 可 
以 把 了 看 作 是 j 的 正定 二 次 型 , 它 具有 常 系数 ain: 


0 ， 
-=0 (i =1,2,---,n). (91) 


n 
T= Ý aindide. 


i,k=1 
在 这 些 条 件 下 , U 也 是 q 的 正定 二 次 型 , 具有 常 系数 bir: 
U= >， bik qiqk- 
ik=1 


因此 运动 方程 变 为 具有 常 系数 的 线性 二 阶 微分 方程 : 
So ainde + > binge = 0, 
k=1 k=1 


这 组 方程 规定 了 在 稳定 平衡 位 置 邻近 的 “小 振动 ”, 在 下 一 章 中 我 们 将 仔细 讨论 它 . 

在 连续 介质 力学 的 问题 中 , 系统 的 位 置 不 再 可 能 用 有 限 多 个 变动 来 描写 , 可 是 
我 们 也 能 由 哈密 顿 原理 或 由 最 小 势能 原理 出 发 加 以 处 理 . 在 这 里 动能 和 势能 不 是 
有 限 多 个 变量 的 函数 , 而 是 某 一 空间 区 域 , 某 一 曲面 或 曲线 上 的 积分 所 表示 的 泛 函 . 
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4.10.2 ”振动 的 弦 和 振动 的 杆 


连续 介质 力学 中 最 简单 的 例子 是 一 条 均匀 的 振动 着 的 弦 , 弦 受 了 不 变 的 张力 
u, 在 z- 轴 的 区 间 0 < z < ! 上 弦 的 稳定 平衡 位 置 邻 近 做 微小 的 模 振动 . BAN 
的 问题 是 要 定 出 弦 上 任 一 点 离开 平衡 位 置 的 垂直 挠 度 u(x,t)， 我 们 假定 运动 是 很 
“小 ”的 ， 这 就 是 说 u 及 其 微 商 的 高 次 方 比 之 于 低 次 方 来 可 以 略 去 ， 首 先 , 试 考 
虚 弦 在 其 端点 为 固定 的 情形 , 也 就 是 说 u(0,t) = ult) = 0， 弦 的 动能 可 由 积分 

l 

T= : f pu?dz 给 出 , 其 中 p 表示 弦 的 线 密度 . 势能 U 和弦 长 ( 比 之 于 它 在 静止 
时 的 长 度 ) 的 增加 成 正比 , 比例 常数 等 于 张力 u 因为 在 略 去 高 级 的 小 数量 后 , 弦 长 


l l 
的 改变 f Jit wide — 近似 地 等 于 > | u2dz, 所 以 势能 可 表 为 
0 0 


1 7 
v=5/ pu2da. 


所 以 哈密 顿 原 理 引导 我 们 去 解 一 个 求 可 取 函 数 u(x, t) 的 问题 , 这 个 函数 要 使 重 积 
分 


t ti l 
[ (T — U)dt = 5 A | (out - mè)azat 
取 定 常 值 , 比较 函数 为 所 有 具有 分 段 连续 一 级 微 商 ,在 z=0 及 z=! 两 点 为 零 , 在 
t=t 如 及 上 = 二 时 和 相应 于 真实 运动 的 函数 ulz, to) 及 ulz, ti) 重合 的 连续 函数 . 
在 p 和 为 常数 时 , 由 变 分 法 的 一 般 法 则 我 们 就 得 到 振动 弦 的 偏 微分 方程 


pute 一 Huzz = 0. (93) 


l 
假如 有 一 外 力 f(z,t) 作用 在 弦 上 , 则 必须 在 势能 上 加 上 一 项 f f(x, thude, F 
是 我 们 得 到 微分 方程 
Putt 一 Huzz + f(z,t) = 0. (94) 
l 
按 极 小 原理 , 在 外 力 的 作用 下 弦 的 稳定 平衡 位 置 可 由 积分 f (Sut + fr) dz 
的 极 小 给 出 , 其 中 自然 须 假定 外 力 f(z) 不 依赖 于 时 间 . 这 就 导致 欧 拉 方 程 


Hurzr 一 f(z) = 0, 


它 乃 是 运动 方程 (94) 的 特殊 情形 . 

现在 我 们 来 对 在 横向 运动 的 杆 立 出 相应 的 方程 . 所 谓 的 杆 可 定义 为 这 样 的 一 
维 的 连续 体 , 在 静止 时 它 位 于 一 直线 上 , 它 的 变形 势能 和 曲率 平方 的 积分 ( 积 过 整 
个 杆 的 长 度 ) 成 正比 . 假如 我 们 仍旧 假定 形变 函数 u(x,t) 及 其 微 商 的 高 次 方 比 之 于 


. 200 . 第 4 章 变 分 法 


低 次 方 可 以 略 去 , 我 们 得 到 变形 势能 的 表示 式 为 oH f 4 好 -dz. 动能 的 形式 和 弦 的 
一 样 . 在 一 外 力 f(z,t) 的 作用 下 , 由 哈密 顿 原理 得 出 的 运动 方程 为 
Pütt + Huzzzz + f (x,t) = 0, 
在 外 力 f(z) 作用 下 的 平衡 条 件 则 为 
Luzzzz + f(x) = 0. 


在 解 我 们 的 变 分 问题 时 , 所 加 的 边 条 件 或 其 他 约束 条 件 是 非常 重要 的 ， 例 如 ， 
我 们 可 以 对 弦 加 上 条 件 u(0) = u(l) = 0, 对 杆 加 上 条 件 u(0) = wz(0) = u(l) = 
uz(1) = 0 而 使 边界 点 固定 , 或 者 我 们 也 可 以 让 边界 自由 而 不 加 限制 . 对 自由 边界 而 
言 , 5 中 的 方法 引 向 自然 边界 条 件 

uz (0, t) = uz(I, t) =0 (对 弦 )， (95) 
UR 
uzz(0,t) = uzz(l,t) = 0, uzzz(0,t) = uzzz(l, t) = 0 (对 杆 ). (96) 

假如 弦 的 端点 既 不 固定 也 不 自由 , 而 是 受 一 弹性 力 的 作用 , 则 在 势能 上 须 加 边 
界 项 3hipu?(0,t) 和 3hapu?(L,t) 这 些 项 并 不 改变 运动 方程 (94), 可 是 却 引出 自然 
边界 条 件 ?) 

uz(0,t) = hiu(0, t), uz(l, t) = —h2u(l, t). 
4.10.3 BSR 

对 平 膜 与 平板 说 来 , 情况 是 和 弦 与 杆 相 类 似 的 . 所 谓 膜 乃 是 曲面 的 一 部 分 , 它 
在 静止 时 是 一 平面 , 它 的 势能 和 面积 的 改变 成 正比 ; 比例 常数 就 是 所 谓 的 张力 . 设 
膜 在 静止 时 盖 住 x,y 平面 上 的 区 域 G; > wu(z,y) 表示 垂直 于 该 平面 方向 的 变形 ， 
又 设 变形 很 小 , 即 u, ur uy 的 高 次 方 比 之 于 低 次 方 可 以 略 去 . 于 是 表示 面积 的 式 子 
// (1402 + u2)tdedy 可 以 用 f / h eee u) dedy 来 代替 , 而 所 要 求 的 势 

G G 2 
能 , 除 差 一 个 常 因子 外 , 可 表 为 重 积分 


3 J I (u2 + u2)drdy. (97) 


首先 我 们 考虑 膜 的 平衡 问题 . 如 果 我 们 假定 膜 的 位 移 u(r, y) 在 G ART E 
具有 预先 给 定 的 值 a = zi(s) 一 一 其 中 s ERT 的 弧 长 一 一 而 且 膜 上 没有 外 力 的 


1) 关于 杆 进一步 的 讨论 , 见 12.12-13 节 . 
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作用 , 则 平衡 位 置 决定 于 以 下 的 变 分 问题 : 在 平衡 位 置 下 , 位 移 wz, 是 这 样 一 个 
函数 , 它 使 积分 J T, (u2 + u2)drdy 达到 最 小 值 , 在 这 里 所 采纳 的 比较 函数 u 是 所 
有 在 闭 区 域 G 上 连续 , 在 其 边界 上 取 给 定 的 边 值 a(s), 并 在 区 域内 具有 连续 一 阶 微 
商 及 分 段 连续 二 阶 微 商 0 的 函数 . 问题 的 欧 拉 方程 是 


Au = Ure + Uyy = 0. 


因此 求 平衡 位 置 的 问题 就 相当 于 以 下 边 值 问题 : 求 以 上 偏 微分 方程 ( 势 方程 ) 在 G 
内 的 解 , BEE G 的 边界 上 取 给 定 的 值 . 

现在 我 们 作 较 为 一 般 的 假定 , 即 膜 的 内 部 受 有 面 密度 为 f(z,y) 的 外 力 , 膜 的 
边界 (假设 它 可 以 在 上 自由 运动 ) 上 受 有 一 线 密度 为 pls) 的 外 力 , 最 后 还 假定 膜 
的 边界 为 一 弹性 力 关于 平衡 位 置 , 该 弹性 力 可 由 线 密度 为 ols) 的 弹性 系数 来 刻画 . 
于 是 在 位 移 v(z,y) 下 膜 的 势能 可 表 为 


J Fae + uz) + ful dxdy + 人 jz ao sas)" ds. 


同样 , 我 们 也 是 求 一 个 函数 u(x, y) 就 可 以 得 出 平衡 位 置 , 这 个 函数 使 积分 为 一 极 
小 , 不 受 任何 边 条 件 的 限制 而 只 须 满 足 上 述 连 续 性 条 件 . 表示 膜 内 部 的 平衡 条 件 的 
欧 拉 方 程 是 ( 设 取 u= 1) 

Au = f(z,y), 


自然 边界 条 件 则 为 


Du 
an + 7Y + Pls) = 0. 


这 两 个 要 求 所 表示 的 也 是 一 个 偏 微分 方程 的 边 值 问题 . 

假如 令 p 等 于 零 并 令 o 无 限 增 大 , 则 从 上 述 的 一 般 情形 我 们 又 得 到 在 边 值 
4 二 0 之 下 求解 方程 Av = f 的 问题 . 

假如 o = 0, 一 般 说 来 我 们 的 平衡 问题 没有 解 . 从 物理 上 看 来 这 是 许可 的 ; A 
为 一 张 在 任意 外 力 的 作用 下 , 可 以 自由 运动 的 膜 , 不 可 能 有 稳定 的 平衡 位 置 , 除非 
外 力 正好 平衡 . 以 上 事实 很 容易 从 变 分 原理 加 以 证 明 : 为 了 要 在 o = 0 的 情形 我 们 


的 能 量 式 具 有 下 界 , 方程 
JI azdy + [vas =0 (98) 


必须 成 立 . 事实 上 , 如 果 上 式 的 左 端 不 为 零 , 则 对 一 常数 位 移 u(z,y) = c 而 言 , 能 量 
为 (98) 式 左 端的 c 倍 , 因此 可 以 取 任 意 大 的 负 值 . 如 果 我 们 加 上 条 件 (98), 则 平衡 
或 变 分 问题 的 解 不 是 唯一 确定 的 , 这 是 因为 可 以 在 u 上 加 一 任意 常数 而 不 改变 能 


DER, 在 问题 完全 的 处 理 中 ， 很 重要 的 一 点 是 二 级 微 商 的 连续 性 条 件 可 以 去 掉 而 不 影响 其 解答 . 
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量 的 值 , 因此 也 不 改变 它 的 极 小 值 . 为 了 使 解 是 唯一 的 , 我 们 必须 再 加 上 一 个 条 件 . 
通常 习惯 于 加 条 件 
JI udzdy = 0, 


这 条 件 的 意义 是 膜 的 质心 固定 于 一 静止 的 位 置 . 
由 哈密 顿 原理 , 我 们 可 得 到 膜 的 运动 方程 , 注意 动能 可 表 为 


1 
T==p J i u?dady. (99) 
2 JJe 


假设 在 膜 的 内 部 作用 的 外 力 有 面 密度 f(x, y,t), 在 边界 上 的 外 力 有 线 密 度 pls, t), 
又 假设 边界 上 有 弹性 力 的 作用 , 弹性 系数 为 ols), 则 哈密 顿 原理 要 求 式 子 


tı 
I ff | - p(w? +u?) — f(z,y, | drdydt 
to G 2 2 


t1 1 
-f ni (Gow +pu) dsdt 
to Jr \2 


取 定 常 值 . 这 个 问题 的 欧 拉 方程 是 
pAu — pure — f(z, y,t) = 0; 


自然 边界 条 件 是 


Ou 
= +on+p(s,t) =0. (100) 


假如 膜 具有 固定 的 边界 , 也 就 是 说 , 假如 在 边界 上 u 的 值 已 给 定 为 弧 长 的 函数 ， 
则 预先 给 定 的 边 值 将 代替 条 件 (100). 

在 平衡 的 情形 , 极 小 原理 不 但 给 出 了 问题 适当 的 表述 , 而 且 还 是 分 析 以 及 解 这 
个 问题 时 有 力 的 工具 . 可 是 在 动力 学 的 问题 中 , 哈密 顿 原理 的 主要 用 处 是 用 它 形式 
地 导出 微分 方程 ; 在 进一步 分 析 研 究 这 些 方 程 时 , 哈密 顿 原理 经 常 是 不 适用 的 , 因 
为 它 要 求 可 取 比 较 函 数 在 固定 的 两 个 瞬时 to 和 ty 取 给 定 值 , 这 种 条 件 在 实际 问题 
中 一 般 不 出 现 . 通常 在 动力 学 问题 中 我 们 所 知道 的 是 边界 条 件 ， 此 外 还 有 初 条 件 ， 
也 就 是 说 在 某 个 瞬时 t = 0 函数 ul y, t) 和 wi(z,y,t) 所 取 的 值 . 因此 动力 学 问题 
引出 的 是 边 值 和 初 值 的 混合 问题 . 

在 板 的 情形 , 情况 是 类 似 的 . 一 块 板 乃 是 一 个 二 维 的 弹性 体 , 在 平衡 时 它 的 形 
状 是 平面 的 , 它 的 形变 势能 可 表 为 弯曲 后 主 曲 率 的 一 个 二 次 型 的 积分 . 设 变形 后 板 
的 主 曲 率 半径 表 为 p1, pz, 则 势能 密度 可 用 式 子 表 为 


1 1 2B 
Pi PpP2 Pp1Pp2 
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其 中 4 和 B 为 决定 于 板 的 质料 的 常数 . 设 u, usuy 为 很 小 , 我 们 可 以 写 出 


2 2 
ra = Au = Urz + Yyy» = = UzrzUyy 一 ies. 
这 样 , 所 要 求 的 形变 势能 可 表 为 
Ui = [fou — 2(1 — p)(Uzrttyy 一 uzy)]drdy, (101) 


在 上 式 中 可 差 一 个 依赖 于 板 的 质料 的 常 因子 , 我 们 令 这 因子 为 1. 
在 这 形变 势能 上 还 必须 加 上 相应 于 表面 及 边界 上 外 力 的 能 量 , 假如 边界 给 定 ， 
则 还 有 相应 于 边界 上 弯曲 力矩 的 能 量 : 这 些 应 该 是 


U2 = fff fudedy + | p(s)uds + | m(s) Feds 


此 处 f(x,y), p(s), m(s) 依次 表示 作用 于 面 上 , 边界 上 的 力 以 及 垂直 于 边界 曲线 的 弯 
曲 力矩 (事实 上 , 是 它们 的 密度 ). 

平衡 仍旧 决定 于 对 某 一 适当 的 可 取 函 数 u(z,y) 而 言 V1 +U: 须 为 的 极 小 这 个 
条 件 (这 里 的 可 取 函 数 具 有 直到 四 级 的 连续 微 商 , 可 是 这 条 件 实际 上 可 以 大 大 地 放 
宽 而 不 影响 问题 的 解 )， 在 求 我 们 的 极 小 问题 的 欧 拉 方程 和 自然 边界 条 件 时 , 我 们 
必须 按 4.5 节 所 简 述 地 那样 作 变 分 OU = ôU + 6U2, 然后 令 它 等 于 零 . 我 们 于 是 


得 到 r 
ôU; = / ji (A^uðu)drdy — / Mô ds — f Pbuds， 
G r On r 


其 中 
M(u) = —Au + (1 — p) (Uzet? + 2UryTsYs + Uyy¥2), 


0 ð 
P(u) = ma” +(1— H) 5, (UsetnZs + Uzy(ZnYs + LsYn) + UyyYnYs)- 


RP zn,yn 和 zs,ys 依次 为 外 向 法 线 矢 量 和 切线 矢量 的 方向 余弦 . 由 条 件 SU = 0， 
我 们 得 到 平衡 条 件 为 欧 拉 方 程 


AAu + f =0, 
以 及 (因为 在 边界 上 没有 事先 加 什么 条 件 ) 自然 边界 条 件 3) 
P(u) —p=0, M(u) -m=0. 


假如 板 在 边 上 夹 住 , 也 就 是 说 在 边界 上 给 定 u M E 的 值 为 零 , 则 以 上 自然 边 


1) 值得 注意 的 是 在 板 的 变 分 问题 中 由 于 式 子 uruy — 2， 是 一 个 散 度 式 , 它 不 影响 欧 拉 微 分 方程 
可 是 对 自然 边界 条 件 的 形式 而 言 , 它 有 决定 性 的 意义 . 
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界 条 件 须 由 条 件 u = 0, 2% = 0 来 代 蔡 . 假 如 板 的 边界 被 支 住 , 也 就 是 说 , 边界 是 固 
定 的 而 在 边界 上 的 切 平面 不 受 约束 , 则 边 条 件 为 
u=0, Au 一 (1 -站 (zzucz + y2uyy 十 2zsysuzy) = 0. (102) 

立 出 板 的 运动 微分 方程 时 (振动 板 的 微分 方程 ), 我 们 还 是 用 哈密 顿 原理 , 取 动 

能 的 表示 式 为 (99). 我 们 所 得 的 方程 是 
HAA + put = 0, 
或 者 一 般 说 来 是 
phdAy + pun + f(x,y, t) = 0, 

相应 各 边界 条 件 完全 和 前 面 平 衡 问题 中 的 一 样 . 为 要 刻画 一 实际 的 物理 问题 , 在 
这 类 边 条 件 之 外 还 须 附加 初 条 件 , 它们 描写 出 了 运动 的 初 状态 , 也 就 是 要 给 定 函 数 
u(z,y,0) 和 uz(z, y, 0). 


4.11 互 逆 二 次 变 分 问题 


由 二 次 变 分 问题 可 得 出 数学 物理 的 线性 函数 方程 . 从 一 个 较 一 般 和 较 抽象 的 观 
点 ( 试 和 第 1 章 1.5.3 小 节 比 较 ) 来 考虑 这 类 二 次 问题 , 同时 运用 有 启发 性 的 几何 语 
A? ,会 使 我 们 把 问题 看 得 更 清楚 , 尤其 是 关于 4.9 节 所 讨论 的 互 逆 性 现象 . 


在 线性 矢量 空间 4 一 一 其 中 矢量 为 pg … :一 一 中 我 们 考虑 一 二 次 型 Q(p,p)， 
我 们 假设 它 是 正定 的 . 上 述 矢 量 可 以 是 函数 或 函数 组 . 例如 可 考虑 
Q(p, p) = J is p°dzdy, 1) 


1) 这 一 节 是 新 版 中 加 的 . 

2) 近来 有 些 作者 又 重新 讨论 并 改进 了 4.9 节 中 所 指出 的 理论 . JL J. L. Synge. The method of the 
hypercircle in function-space for boundary value problems. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A, Vol. 
191, 1941, 447-467; W. Prager and J.L. Synge. Approximations in elasticity based on the concept 
of function space. Q. App. Math., Vol. 5,1947, 241-269; J. L. Synge. The method of the hypercircle 
in elasticity when body forces are present. Q. App. Math., Vol. 6, 1948, 15-19 及 其 中 所 引文 献 . 
Synge 的 文章 引起 人 们 注意 几何 解释 的 好 处 , 从 这 种 解释 可 以 推出 精确 解 和 近似 解 之 间 的 距离 , 此 外 可 参看 
J. B. Diaz and H. J. Greenberg. Upper and lower bounds for the solution of the first boundary value 
problem of elasticity. Q. App. Math.,Vol. 6, 1948, 326-331;H. J. Greenberg. The determination 
of upper and lower bounds for the solution of the Dirichlet problem. J. Math. Phys., Vol. 27, 
1948, 161-182; J. B. Diaz and H. J. Greenberg. Upper and lower bounds for the solution of the first 
biharmonic boundary value problem. J. Math. Phys., Vol. 27, 1948, 193-201;J. B. Diaz. Upper and 
lower bounds for quadratic functionals. Proc. of the Symposium on Spectral Theory and Differential 
Problems, Still water,1951. 
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其 中 p = grad yp(z,y)( 在 一 区 域 G 上 ); 或 者 
2 
Q(P, p) | fe dzdy, 2) 
其 中 p= Ay(z,y); 或 者 二 次 型 : 
1 1 
Q(p, p) = ji f K (z, y)p(2)p(y)derdy. 3) 


与 此 相应 的 诸 双 线 型 Q(p, 9) 的 定义 是 很 明显 的 . 
我 们 把 Q(p, p) 解释 为 p 的 长 度 的 平方 . 若 


Q(p,q) = 9, 
我 们 就 说 矢量 p,q EX. 对 正 交 的 矢量 p,q 说 来 , 我 们 有 
Q(p+49,p +4) = Q(p-—4,p— 4) = Vp, p) + Q(4, 9) 


(“直角 三 角形 定理 ”). 
设 9 为 矢量 空间 4 的 线性 子 空间 , 我 们 可 以 定义 另 一 个 和 0 正 交 的 线性 子 
空间 D,D 乃 是 和 9 中 所 有 矢量 w 正 交 的 诸 矢量 o 所 形成 的 空间 : 


Q(w, o) = 0. 


在 上 面 的 讨论 中 有 以 下 事实 成 立 : 假如 A 8 正 交 的 线性 子 空间 , 则 2 
是 和 S 正 交 的 线性 子 空间 . A 的 每 一 元 素 p 皆 可 唯一 地 分 解 为 “投影 "w Ro 的 
和 : 

p=wtao (w 在 中 ,co 在 允 中 ). 


假如 我 们 加 上 适当 的 连续 性 和 可 微 性 条 件 而 给 上 述 矢量 以 限制 , 则 保证 变 分 问 
题 的 解 存在 的 定理 就 保证 了 上 面 的 分 解 式 成 立 . 因此 , 虽然 我 们 是 在 一 非 完备 的 希 
尔 伯 特 空间 内 讨论 各 种 问题 , 我 们 仍 假定 对 这 些 非 完 备 的 空间 而 言 投影 定理 成 立 . 

现在 我 们 来 考虑 两 个 变 分 问题 . 

I: 给 定 人 中 的 两 个 矢量 Po 和 do: 求 


Q(p, p) — 2Q(P, qo) 


的 极 小 , 其 中 可 取 的 比较 矢量 是 这 样 的 p, 它 使 得 p- po 在 一 预先 给 定 的 线性 子 空 
OA. 注意 两 个 可 取 矢量 的 差 属 于 O, 而 p 本 身 则 限制 在 一 线性 集 2) ZA, 
Qo 内 所 包含 的 是 “平行 于 ”线性 子 空间 O 的 诸 矢量 . 
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作为 第 一 个 例子 , 令 矢量 空间 4 所 包含 的 矢量 p 是 定义 在 区 域 G 内 的 一 对 函 


数 ; p 的 范 数 则 给 定 为 
Q(p, p) = / I p’drdy. 


取 po = grad Yo, 其 中 po 为 一 给 定 函 数 , 并 取 N ARE w = grad o 组 成 的 子 空 
fl, yp 在 G 的 边界 上 满足 p = 0. 子 空间 LD, 即 2 的 正 交 补 空间 , 所 包含 的 是 满 
Æ div o =0 的 矢量 o. 假如 我 们 选 qo = 0, 则 对 这 个 例子 说 来 问题 [ 就 是 以 下 的 
狄 利克 雷 问题 : 使 积分 


+)azm WB, Bp EE r ERRARE o- po =0. 
其 次 , 令 矢量 空间 A 所 包含 的 是 定义 在 G 上 的 函数 p; 其 范 数 则 给 定 为 


Q(p, p) = J T, p°dzdy. 


取 po = Ago, 其 中 wo 为 一 给 定 函 数 , 并 取 Q 为 函数 w = Ap 组 成 的 子 空间 , 其 中 
e 及 其 法 向 微 商 在 T LAS. 于 是 子 空间 允 包含 满足 Ac = 0 的 函数 o. 假如 我 
们 选 go = 0, 就 得 到 包含 p 的 , 相应 于 边缘 被 夹 住 的 板 的 变 分 问题 . 

Ru 使 问题 [ 中 的 泛 函 为 极 小 ， 由 于 p= w 二 ew(w 为 2 PUR, s 为 任意 
数 ) 也 是 可 取 的 , 故 一 级 变 分 为 零 相当 于 条 件 


Q(w -gow)=0 对 所 有 8 中 的 w 皆 成 立 , 


因此 和 问题 1 的 欧 拉 方 程 及 相 随 的 自然 边界 条 件 等 当 的 事实 是 wu 一 qo AN WIE 
交 补 空间 S 内 的 元 素 . 

极 小 化 矢量 u 的 唯一 性 现在 看 来 是 明显 的 . 因为 假如 w 也 给 出 一 极 小 , 则 我 
们 刚才 已 经 说 过 w' -qo Æ E A; 因此 (u -— qo) -— (u -q =u-w BO PRR 
量 . 可 是 由 可 取 矢 量 的 条 件 w 和 在 NR A, 因此 它们 的 差 w 一 w 在 8 A. 但 子 
空间 QA UT 的 交 中 只 包含 零 矢量 , Mu’ =u. 

现在 我 们 可 以 建立 问题 [ 的 逆 问 题 . 

Il: RAF 

Q(4, q) — 2Q(4, Po) 


的 极 小 , 可 取 的 比较 矢量 为 所 有 使 g - qo ED 内 之 矢量 q. 假如 当 g = v HER 
达到 极 小 , 则 通过 和 上 面 类 似 的 推理 我 们 可 以 断定 v 一 po 在 R A. 

因为 v 一 qo Æ AME u-q EEA, MHu-ve TA; 同样, 由 问 
题 1 我 们 可 以 看 出 v 一 wv 在 2 内 . 可 是 因为 在 这 两 个 正 交 子 空间 中 只 有 零 矢 量 是 
共同 的 元 素 , 所 以 wu = v. 

因此 问题 1 和 I 有 同样 的 解 u = v. 
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在 问题 I 和 开 的 变 分 式 上 各 加 一 常数 项 Q(qo, qo) 和 Po, Po), 我 们 可 以 把 这 
些 问题 叙述 为 : 

I: 求 从 一 固定 矢量 qo 到 线性 集 Qo 的 最 短 距 离 , 也 就 是 说 , 在 所 有 No WR 
量 中 求 一 个 p 使 


d(p) = Q(P — qo: P — qo) 


为 极 小 . 
Il: 求 从 一 固定 矢量 po 到 线性 集 D 的 最 短 距离 , 也 就 是 说 , 在 所 有 D 的 矢 
量 中 求 一 个 g 使 


d(q) = Q(a — Po: 4 — Po) 


为 极 小 . 

了 二 q == vu 这 同一 个 解答 给 出 上 述 两 个 问题 的 极 小 值 di 和 do. 

这 两 个 问题 的 互 逆 性 表现 在 这 样 的 事实 中 : 一 个 问题 的 可 取 条 件 乃 是 另 一 问 
题 的 欧 拉 条 件 . 

从 几何 上 来 看 , 函数 P 和 q 可 由 图 2 来 表示 . 


2 
从 这 个 图 以 及 直角 三 角形 定理 可 以 看 出 有 


dı + dz = Q(Po — Go: Po — 40) 


Q(u—p,u—p)+Q(u—q,u—4q) 
=4Q(u -27 u- Pea) 
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其 中 pig 依次 为 二 互 逆 问题 中 可 取 的 任意 两 个 矢量 . 这 些 关 系 在 分 析 上 可 以 从 
这 样 的 事实 得 出 , 即 wu 一 p 在 8 内 , u-qe OA; 因此 w%-p 和 ww 一 g EX, MA 
十 十 
1a(v- Pfu 244) 
=Q(u-p+u-q,u-p+u-q) 
=Q(u - p,u - p) + Q(u-q,u — q) 
. =Q(p-q,p-q). 
以 上 的 讨论 显示 了 一 个 值得 注意 的 事实 : 由 两 变 分 问题 中 某 一 个 的 上 界 可 估 
出 其 逆 问 题 的 下 界 , 这 是 因为 二 极 小 值 之 和 事先 已 知道 . 这 一 个 事实 在 联系 到 变 分 
的 直接 方法 时 是 很 有 用 的 . 
此 外 , 与 直角 三 角形 定理 相应 的 第 二 个 关系 0 说 明 : 二 互 逆 问题 的 共同 解 w 和 
该 二 问题 中 的 任意 两 个 可 取 函 数 p 及 gq 的 算术 平均 比较 时 , 相差 的 量 等 于 p Al gq 
这 两 个 函数 间 的 距离 的 一 半 . 因此 , 一 旦 p 和 gq 选 定 , 以 (p+q)/2 为 心 |(p 一 q)/2| 
为 半径 作出 的 球面 给 出 了 u 的 几何 轨迹 . 
很 容易 把 特殊 的 问题 (又 可 参看 4.12.12) 纳入 这 一 般 方案 中 .例如 在 前 面 我 
们 看 到 , 在 以 为 边界 的 区 域 G 上 调和 微分 方程 的 狄 利克 雷 问 题 ( 见 4.8 节 ) H 


当 于 Q(p,p) = f / p?dzdy，p 的 空间 m% 按 定义 为 : p = grad p(z,y), ÆT 上 
i | 


P 一 Po = 0, Po = grad polz, y), 其 中 po 为 事先 给 定 的 函数 . q 的 空间 = OA 
由 divg = 0, qo = 0 KUM. 顺便 可 以 提起 注意 的 是 在 问题 工 中 式 子 Qla, po) 可 变 


换 为 边界 积分 epognds, 其 中 gn 是 q 的 法 向 分 量 . 


因此 , 我 们 只 要 知道 所 给 定 的 y 的 边 值 , 就 可 以 建立 首 问 题 I 工 ; 我 们 不 必 知 道 
函数 polz, y). 
对 别 的 问题 也 有 类 似 的 事实 成 立 , 例如 边缘 被 夹 住 的 板 的 问题 . 在 这 问题 中 


Q(p, p) = J ji p°dzdy, 


p = Ay, Po = Ago, Aq =0, qo =0, 
并 假设 y- wo 和 它 的 法 向 微 商 在 TT LAS. 由 于 


Q(q,po) = f G- = He a) ds, 
其 中 0/dn 表示 法 向 微 商 , 所 以 事实 上 问题 I 只 牵涉 到 给 定 的 p 和 p/n 的 边 值 . 


1) 在 本 问题 中 这 个 关系 是 由 Synge 和 Prager 指出 的 . 
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4.12.1 一 给 定 微分 方程 的 变 分 问题 


对 一 给 定 的 二 阶 常 微分 方程 y! = f(z,y,y) 说 来 ,我 们 总 能 找到 一 个 函数 
F(z,y,y) A [Fly = 0 中 解 出 y 后 所 得 到 的 方程 和 上 述 微分 方程 完全 
一 致 ). 

4.12.2 “等 周 问题 的 可 逆 性 
在 条 件 
K= 1 G(z,y,y')de = 常数 


下 问题 . 
je Í F(z,y,y)dz = 定常 值 


的 极 值 线 和 问题 K= 定常 值 , J = 常数 中 的 极 值 线 等 同 , 4.7.1 小 节 中 的 奇 型 情况 
除外 . 
4.12.3 ” 圆 形 光 线 


下 面 的 事实 是 本 章 命题 的 推论 . 设 光 越过 z,y 平面 时 的 速度 和 y 成 正比 ; 则 由 
任 一 点 放射 出 的 光线 为 圆心 在 x 一 轴 上 的 圆周 . 


4.12.4 代 多 问题 


“ 代 多 问题 。 即 在 一 给 定 长 度 的 篇 负 内 围 出 面积 最 大 的 一 块 地 来 的 问题 , 可 以 
引进 一 个 权 函 数 (a, y) 而 加 以 推广 , 例如 其 中 p(z,y) 代表 土地 的 肥沃 度 . 在 这 个 问 
题 中 就 是 要 求 一 具有 给 定 长 度 的 闭 曲线 , 而 使 积分 J L pdzdy 在 积 过 该 曲线 所 包 
围 的 区 域 时 取 最 大 值 . 试 建立 极 值 线 所 满足 的 微分 方程. 

4.12.5 ”空间 问题 的 例 

包围 给 定 的 体积 而 具有 最 小 面积 的 曲面 是 球面 2). 

试 考虑 以 一 给 定 曲线 为 边界 而 具有 最 小 面积 的 曲面 , 要 求 它 和 以 同一 曲线 为 边 
界 的 另 一 给 定 的 曲面 共同 包围 出 一 给 定 的 体积 ; 在 这 时 候 极 值 面 为 平均 曲率 为 常数 


的 曲面 . 假如 舍 去 关于 体积 的 附加 条 件 , 我 们 就 得 到 最 小 曲面 的 微分 方程 ( 见 4.3.4 
小 节 ), 这 方程 说 明 曲 面 的 平均 曲率 为 零 . 


1) 见 O. Bolza. Vorlesurgen iiber Variationsrechnung. Leipzig and Berlin: Teubner, 1909,37-39. 
2) 见 W. Blaschke. Kreis und Kugel. Leipzig, 1916 中 的 参考 文献 . 
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4.12.6 示 性 曲线 及 其 应 用 


tı 
在 求 积分 | S(2,y,¢, y)dt 的 极 值 时 ( 设 S 对 iy 而 言 为 正 齐 一 次 的 ), 我 
们 考虑 曲线 ; 
S(z,y,é,n) =1, 
“4 z,y 固定 时 , 它 代表 én 平面 上 的 一 条 曲线 . 这 条 曲线 叫做 示 性 曲线 ; 它 使 我 们 
能 够 从 几何 上 来 解释 许多 重要 的 关系 . 对 三 维 问题 而 言 示 性 曲线 变 为 上“,7( 空间 中 
以 S(2,y,2,€,7,0) = 1 为 方程 的 示 性 曲面 . 
Æ Seda + Syy = 0, 则 方向 (6z,6y) 为 (i0) 的 横 方 向 . 可 是 在 2/3, 4/9 这 
点 示 性 曲线 的 切线 方程 为 


或 
ES +73, = 1. 

因此 横 方向 是 示 性 曲线 在 它 和 原点 到 (2,y) 的 射线 相交 之 处 的 切线 方向 . 显然 , 当 
且 仅 当 示 性 曲线 和 过 原点 诸 直 线 的 交角 为 直角 时 , 横 截 性 才 和 正 交 性 相同 , 也 就 是 
说 , 当 且 仅 当 示 性 曲线 是 以 原点 为 心 的 圆 时 两 者 才 相同 . 在 这 种 情形 , 由 于 S 是 齐 
次 的 . BATA S(2,y,2,9) = yp(z,y)V2? 十 名. 假如 极 值 线 和 横 截 线 方向 间 的 关系 
是 对 称 的 , 则 过 原点 而 平行 于 示 性 曲线 在 P 点 的 切线 的 直线 和 示 性 曲线 相交 于 一 
点 , 在 这 一 点 示 性 曲线 的 切线 平行 于 OP. 

在 研究 极 值 折线 时 示 性 曲线 特别 有 用 , 所 谓 极 值 折线 也 就 是 在 某 点 ro,yo 具有 
棱角 (不 连续 的 斜率 ) 的 极 值 线 . 我 们 希望 知道 在 什么 样 的 情况 下 一 条 由 (21,1) 引 
向 (xo, yo), 到 达 (zo,yo) 时 的 方向 为 (3,0) ABBA (at, ad) 由 (xo, yo) 
出 发 而 终止 于 (ae, yo) 的 曲线 可 以 给 出 极 值 . 在 曲线 具有 连续 转动 的 切线 的 区 间 上 ， 
它 必须 满足 欧 拉 方程 . 为 了 研究 在 棱角 处 的 情况 , 我 们 假设 极 值 线 是 曲线 族 


z(t) + eé(t), y(t) + en(t) 


中 的 一 条 , 其 中 Elt), nt) 是 在 端点 为 零 的 连续 可 微 函数 . 我 们 作 一 阶 变 分 , 也 就 是 
说 , 对 © 微 商 再 令 © = 0. 假如 我 们 分 别 对 两 个 线段 这 样 求 变 分 , 则 除 相应 于 棱角 的 
边界 项 外 所 有 各 项 皆 为 零 ; 相应 于 端点 的 项 为 零 因为 端点 是 固定 的 , RASA A 
[RRA RATE. 因此 , 我 们 有 


<(to)Sa (xo, Yo, Zo ’ Yo ) F n(to) Sy (z0, Yo; Zo; Yo ) 


1) 参看 C. Carathéodory. Uber die starken Maxima und Minima bei einfachen Integralen. 
Math. Ann., Vol. 62, 1906, 449-503. 
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—€(to)Sz(z0, Yo; zt og) = n(to)Sy (zo, Yo, if, ve) = 0, 
因为 Elto) 和 n(to) 是 任意 的 , 就 有 “ 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 埃 德 曼 顶 点 条 件 ” 


Sz(zo, Yo; Zo ,Yo ) = Siz(zo， yo, tg úg), 

Sy(Lo, Yo, Lo ,Yo ) = S; (z0, Yo, zt úg). 
所 以 在 示 性 曲线 和 矢量 (2) 90) 及 (ct ot) 相交 的 两 点 上 , 示 性 曲线 的 二 切线 重 
合 . 曲线 在 顶点 的 两 个 方向 乃 是 由 原点 引 向 示 性 曲线 的 重 切线 上 二 切 点 的 矢 色 的 
方向 . 
4.12.7 ”变动 的 区 域 

考虑 积分 
J= f F(x,u, u’)dz, 


其 中 可 变动 而 依赖 于 e 的 不 仅 是 函数 v(z), 而 且 还 有 上 下 限 zo 和 zi; 于 是 积分 
的 一 级 变 分 除了 通常 的 那些 项 外 还 包含 由 积分 区 间 的 变动 而 产生 的 项 . 说 得 确定 一 
些 , 一 级 变 分 是 


Zo? 


nee J [F]uôudz + (Fy õu + Foz)? (103) 
To 


其 中 我 们 令 


__ /ul(z,e) 加 one) E (209) 
ôu = € (fe ie OL, =€ ("32 i. =€ he se 


[Flu WA F 的 欧 拉 泛 函 微 商 . 
在 二 维 (或 多 维 ) 的 情形 , 当 积 分 区 域 随 一 参数 < RAN, 类 似 的 公式 成 立 . 为 
了 要 得 出 积分 
J= [| Pena ue my)dedy 


的 变 分 , 我 们 假定 依赖 于 参数 < 的 区 域 G*( 用 z*,y* 表示 坐标 ) 通过 变换 


Z = X(z,y;€), 
y* =Y(z,y5€) (104) 
映像 为 原 区 域 G. 我 们 假定 这 变换 是 一 一 对 应 的 和 连续 可 微分 的 , 且 当 s = 0 时 它 


退化 为 恒 等 变换 . 我 们 在 G* 的 点 (z*, 罗 ) 上 指定 新 函数 值 u* = w*(z*,y";e), 这 个 
值 在 月 坐 标 中 则 变 为 


u* = u"(X(z,y,€), ¥(z,y,€)) = U(z,y,€). (104a) 
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这 样 我 们 原 有 的 函数 v(z,y) 就 代表 曲面 族 w*(z*,y*;e) 中 相应 于 e = 0 的 那 
个 曲面 . 该 族 中 每 一 曲面 (e 固定 ) 的 参数 表示 系 由 方程 (104) 和 (104a) 给 出 , 其 中 
cA y 为 参数 . 

现在 我 们 作 积分 


J(e) = ie 人 * (1*,y*; €), uy * (x*,y*;e)|dx*dy’, 
然后 引进 z,y 为 新 自 变 数 而 把 它 变换 为 对 固定 区 域 G 的 积分 


a(x,Y) 
a(z, y) 


J(e) = f Í F[X,Y,u"(X,Y;e), ul » (X,Y;e), us * (X,Y ;£)] dzdy. 
G 


对 e 求 微 商 就 得 出 一 阶 变 分 . 为 方便 计 我 们 先 引 进 以 下 符号 : 


Ox OY 
0Z = E (S) , ôy =E (S) , 


bu = e (mie) = e (EAN l 
ðe se=0 Oe e=0 


z ; Ou; * (2, Y; 
bus = e (ME* Evie?) l su =e ( anere) 
Oe e=0 ðe 0 


于 是 
ôJ = If [Fr 6a + Fy dy + Fuðu + Fy, buz + Fu, buy 
G 
+ F(dx)2 + F(dy)y|drdy. 


假如 不 用 以 上 变 分 而 用 对 固定 变量 的 变 分 : 


Qo, _ 
ĝu = € (B+ (x, we) ， 


我 们 可 以 把 上 述 积分 写成 另 一 形式 . 在 这 里 我 们 以 (x,y) 代替 独立 变数 (1*,y*), 变 
分 6u( 变 量 是 固定 的 ) 和 变 分 bu( 变 量 随 s 而 改变 ) 之 间 的 关系 则 为 恒等式 


du = ĝu + uzdz + uydy. (105) 


同样 我 们 有 
buz = (6u)z 二 UVzz6z + Uzydy, 
6uy = (6u)y + UyrôT + Uyydy. 
把 这 些 式 子 引进 6J 中 , 我 们 就 得 到 


pee Ji. {[Fludu + (Fus bu)z + (Fuydu)y + (Fda) + (Féy)y}drdy 
G 
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或 
6J = | | Fluðudzdy + 人 GS- + Fa) duds 
+ [F G + av) ds, 
其 中 n 为 外 向 法 线 , s 为 G 的 边界 工 的 弧 长 . 注意 在 这 个 公式 中 , 正如 我 们 猜测 的 
那样 , J 的 变 分 已 分 开 为 两 部 分 , 一 部 分 是 区 域 固定 而 u 改变 时 所 产生 的 , 另 一 部 


分 可 以 认为 是 由 于 区 域 变动 而 产生 的 ; 区 域 的 变动 系 由 边界 点 上 位 移 矢 量 (和 e 成 
正比 ) 的 法 向 分 量 表 出 . 


4.12.8 ” 诺 特 关于 不 变 变 分 问题 的 定理 、 质 点 力学 问题 中 的 积分 ?) 
我 们 考虑 依赖 于 连续 参 变量 a 的 一 族 变 换 : 
x” = X* (x,y, uja), 
y* =Y"(z,y,u; a), (106) 
u* = U* (x,y, u; a). 
我 们 假定 相应 于 a = 0 这 个 值 的 变换 是 恒 等 变换 . 相应 于 每 一 曲面 = ulz, y), 上 
述 变换 族 定 出 一 曲面 族 w* = w*(z*,y*; 0), 它 依赖 于 a, 并 具有 参数 表示 
z* = X” (x,y, u(x, y);a) = X(z,y; a), 
y” = Y* (zx, Yy, u(x, y); a) = X(x, y; a), 
u* = U* (zx, Y, u(x, y); a) = U(x, y; a); 
(x,y ABR). 
我 们 现在 假定 积分 
J= If F(a, y, U, Ur, Uy )dzdy 


的 值 在 变换 (106) 下 保持 不 变 , 也 就 是 说 , 对 任 一 区 域 G 有 


一 If F(z*,y*,u*,uzx, uy*)da*dy* = If Fdzdy, 
G" G 
其 中 G* 为 当 (z,y) Wit G 时 点 (z*,y*) 所 跑 过 的 区 域 , 这 里 我 们 显然 有 


oJ* 
6J =a (S) = 0, 


1)E. Noether. Invariante Variationsprobleme. Nachr. Ges. Göttingen (math.-phys. Kl.), 1918, 
235-257. 
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因此 从 上 一 小 节 的 结果 我 们 就 得 到 
ô - ð g 
0= Í I {Fld + S (Fubu) + 5 (Fa, Du) 
‘ 2 (För) + Fy (Pou) }dzdy. (107) 


和 前 面 一 样 , 这 里 我 们 令 


öz = a (FE =a(%) 
> On J a0 E ða J a0 


oy* oY 
dy =a ( da Ja =a Tass y (108) 
由 (105) 式 , 我 们 还 有 
du =a (sa) — (Uz + Uuuz)a=00T (Uy 十 Uuuy)a=00Y. (109) 
Q J a=0 


因为 按 假设 方程 (107) 对 任 一 区 域 G 成 立 , 所 以 右 端的 被 积 函数 必须 为 零 , 也 
就 是 说 , 我 们 必须 有 


[F]udu + Fad + Fôx) + 5, (Fad + Féy) = 0. 
在 多 个 因 变 数 的 情形 我 们 可 以 得 到 类 似 的 公式 . 例如 , 若 积分 


J= If F(x, y, U, V, Uz, Uz, Uy, Vy )dxdy 
G 


在 连续 变换 
z* =X(z,y,u,v;a), y* =Y(z,y,u,v; a), 
u* = U(z,y,u,v;a), v* =V(z,y, u,v; @) 
FRE, 我 们 就 有 
[F]udu + [F],du + 2 (Fudu + Fy, du + Féz) 
+ 5, (Fond 十 Fu,6v + Féy) = 0， 
其 中 


bu =a (5) a (Uz +Uzruz + Uvvz)a=067 
Oa a=0 
— (Uy + Uytty + Uvrty)a=05Y, (109a) 
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= OV 
0v =a (Sn) = (Vz + Vuus + Vvz)a=067 
Oa a=0 
= (Vy + Vuuy 十 Vvy)a=06Y. 


这 些 结果 很 容易 推广 到 一 个 或 多 于 两 个 自 变数 的 情形 . 对 一 个 自 变数 而 言 , 可 
求 积 得 出 极 值 线 的 一 个 第 一 积分 : 


Fy 6u+ Fbv + Fér = a- HR. 


这 里 的 6w,6v,6z A (108) 和 (109a) 所 给 出 的 z 的 函数 . 
例如 , 我 们 可 以 对 问题 f ' F(u,u dz = min. 来 验证 这 些 结果 . 由 于 被 积 函 
数 不 显 含 r, 故 积分 在 连续 变换 


zw*=r+a, u*=u 


之 下 不 变 . 因此 我 们 对 极 值 线 可 得 积分 F-u Fy = 常数 . 这 是 我 们 在 4.4 节 已 知 
的 结果 . 

假如 积分 J 在 一 包含 ”个 参数 的 变换 族 之 下 保持 不 变 , 我 们 就 可 以 得 到 散 度 
形 欧 拉 式 的 几何 独立 的 线性 组 合 , 因此 就 得 出 ”个 线性 独立 的 第 一 积分 . 

上 述 事实 可 由 质点 力学 问题 的 积分 加 以 说 明 . 一 质点 组 中 各 质点 的 轨道 乃 是 
问题 

6J=6 | (T—U)dt=0 
to 


的 极 值 线 , 其 中 T = 3 Sona? +g? + 22), 而 势能 U 则 只 依赖 于 诸 质点 间 的 相对 位 
E, 也 就 是 说 , 在 整个 系统 做 一 转动 或 移动 时 它 是 不 变 的 . 
例如 在 连续 变换 


太一 四 人 一 Za y“ =y, z =z 


(也 就 是 6t = by = 6z =0, ôx = a), 


t* =t, £* = x cosa + ysina, 
y* = -Tsina + y cosa, z* = z, 

(也 就 是 ôt = 6z = 0, 6z = aby, 6y = 一 az) 
T, 积分 是 不 变 的 . 因此 由 上 面 的 讨论 , 有 


T= mz = 常数 ， 
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yT: — tT = >》 mye — ry) = 常数. 
这 些 关系 和 置换 z y, 2 TOADS PE RS CREAR BB A h AH 
假如 了 和 U 不 显 含 时 间 变数 t 我 们 可 以 从 积分 | (7 Uae 在 变换 Y = 


b+ m6t =a 下 不 变 这 一 事实 按 同样 的 方式 得 出 能 量 积分 8 
假如 积分 J 在 含 自 变数 的 任意 函数 p 及 其 直到 k 级 的 微 商 的 变换 


0 oF 
T* =X | 2,y,u,v,p(z,y), -—P(z,y),°°* , ;P(z, y) 
Ox Oy 


下 保持 不 变 , 那么 我 们 就 得 到 诸 欧 拉 式 及 其 直到 级 全 微 商 的 一 线性 组 合 , 它 恒 等 
TẸ, 也 就 是 说 欧 拉 方程 不 是 互相 独立 的 . 
一 个 简单 的 例子 是 齐 次 形 积分 


ty 
J= | Slr)at 
to 


当 我 们 用 t(r), z(t(7)),y(t(7)), dz(t(7))/dr, dy(t(7))/dr REF t, x(t), y(t), i(t), ġ(t) 时 
积分 保持 不 变 . 因此 欧 拉 式 [8]z, [S] 间 有 关系 


t[S]z + y[S]y = 0. 


4.12.9 ” 重 积分 的 横 交 条 件 
设 要 求 积 分 


F(£,Y, Z, Zu, Yu, Zw, Zv, Yv, Zv)dzdv 
G 


的 极 小 , 附加 条 件 是 曲面 [z(u v), y(u, v), z(u, v)] 的 边界 在 一 给 定 曲面 p(x, y, z) = 0 
E; 把 用 于 曲线 的 各 个 步骤 作 形 式 的 推广 我 们 就 会 得 到 边界 条 件 


Fz. Fz, Pr 
Fy. Fy Py 
Fi, F., Pz 


=0, 


只 要 出 现 于 式 中 的 微 商 存在 而 且 在 边界 上 足够 规则 . 不 过 关于 这 个 条 件 并 未 有 过 严 
格 的 分 析 或 证 明 . 


1) 详 细 的 讨论 见 EE. Bessel-Hagen. Uber die Erhaltungssiitze der Elektrodynamik. Mathematis- 
che Annalen, Volume 84, 1921, 258-276. 
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4.12.10 ”曲面 上 的 欧 拉 微分 式 


设 Dg rT 空间 一 曲面 的 参数 表示 为 p= P(E, 7),g = q(é,7),7 一 r(, n), 并 设 在 
这 曲面 上 的 线 元 素 为 ds? = edé? + 2fdtdn + gd72, MWERA 


2_ 2 + 2 
Qu = MEAT tet 
与 参数 的 选择 无 关 . 于 是 相应 于 面积 分 

J if Qlu, u} yeg — Fadédn 


的 欧 拉 微分 式 为 


而 


与 参数 的 选择 无 关 . 
4.12.11 静电 学 中 的 汤姆 生 原 理 


令 u,v,w 为 一 电容 器 内 电场 强度 的 分 量 ,也 就 是 说 空间 中 以 二 闭 曲 面 Ti 和 
T2 为 界 的 区 域 G 中 的 场 . 设 该 场 无 源 , 也 就 是 


us + Uy + Uz = 0, (110) 
并 设 在 曲面 Ti AT. 的 电荷 分 别 为 +Q 和 -Q: 
A OEE EE 0 
/f. (uty + Vyn + W2n)ds = —Q. (111) 
于 是 在 静电 平衡 时 , 由 积分 


3 JII (u? + v? + w?)dadydz 
G 


(可 差 一 常数 ) 所 给 出 的 场 的 能 量 必须 为 极 小 ， 应 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 令 (110) 和 
(111) 的 乘 子 依次 为 Xz,y z) 和 pr, u2, 我 们 就 得 到 欧 拉 方程 


u= Àz, V= Ày W= Az (112) 
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以 及 自然 边界 条 件 
A= = 常数 (在 Fi 上 ) 
入 = po = 常数 (在 rz? 上 ). (113) 
所 以 以 u,v,w 为 分 量 的 场 矢 量 是 一 位 势 和 的 梯度 , 和 在 每 一 曲面 上 皆 为 常数 , 并 满 
足 位 势 方程 Ad = 0. 这 个 结果 不 用 乘 子 法 也 可 以 得 出 , 只 要 把 矢量 (u,v,w) RA 
另 一 矢量 的 旋 度 , 从 而 消去 附加 条 件 (110). 
4.12.12 ”弹性 体 的 平衡 问题 、 卡 斯 泰 尔 诺 沃 原理 


4.11 节 中 的 理论 的 另 一 个 例子 是 : 一 各 向 同性 弹性 体 平衡 时 势能 最 小 的 原理 
和 卡 斯 蒂 利 亚 诺 原理 相等 当 的 事实 . 在 建立 三 维 弹性 体 的 平衡 条 件 之 前 , 我 们 先 回 
顾 一 下 弹性 学 的 数学 理论 中 的 一 些 基 本 知识 . 

假设 所 讨论 的 物体 在 静止 时 占据 z,y,z 空间 的 一 个 区 域 G, G 具有 分 段 平 滑 的 
FM. 假设 由 于 一 些 力 的 作用 物体 发 生 形 变 , 由 上 述 静 止 位 置 变 到 一 个 新 的 平 
衡 位 置 , 物体 的 每 一 个 点 (x,y, z) 都 经 过 一 个 小 位 移 (u,v, w). 我 们 定义 应 变 为 


1 1 
€11 = Ug, E12 = 3 (My +z), €13 = zz + wz), 


1 1 
E21 = zz + Uy), E22 = Vy, €23 = zz + Wy), (114) 


1 1 
E31 = 5 (we + uz), €32 = (uv + Uz), €33 = Wz, 


定义 体 膨 胀 为 


E = €11 + E22 十 E33. 


由 于 形变 而 产生 的 弹性 力 由 应 力 张 量 的 九 个 分 量 给 出 : 


Sir Si2 Siz 
G=] So S22 S23 |; 
S31 S32 S33 


这 个 张 量 也 是 位 置 的 函数 并 满足 对 称 关 系 S12 = S21, S23 = S32, S31 = Sis. 
应 变 和 应 力 间 有 一 线 关 系 即 胡 克 定律 : 


Sy =aellt+be, Siz = aEl2， S13 = QE13， 
S21 = @€21, S22 = 0E22 + be, S23 = QE23, (115) 
S3 = aE31， S32 = aE32， S33 = aé33 + be, 


其 中 o 和 ,为 与 物质 有 关 的 正 的 常数 . 
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假设 在 弹性 体 的 每 一 点 上 有 一 个 力 已 作用 着 , P 的 三 个 分 量 的 密度 为 Pi, Po, Ps 
(单位 体积 上 作用 的 力 ); 此 外 , 假定 有 一 表面 力 p 作用 在 物体 的 表面 上 的 每 一 点 ， 
p 的 三 个 分 量 的 面 密度 为 p1, pz,ps. 于 是 在 物体 内 部 平衡 条 件 为 
ôS , OSa — S31 
Or iš Oy jä Oz = 
OSi2  OS22 | OS32 _ 
pe oe ee (116) 
O513 , OS23 | 9533 


“Ag By +3 +P =0, 


或 者 用 矢量 符号 写 是 
divG = —P, 


在 边界 上 的 平衡 条 件 则 为 


SliTn + S21Yn + S312n — pi = 0, 
9127n + S22Yn + S322n — p2 = 0, (117) 
S13Tn + S23Yn + 933zn 一 p3 = 0, 
或 者 用 矢量 符号 写 是 
Sn =p 


(FER n EIRT 的 外 向 法 线 ). 

现在 的 问题 就 是 要 定 出 每 一 点 的 位 移 和 应 力 , 假如 已 知 量 为 : G 中 的 力 P, Pz, 
Ps, 在 边界 的 一 部 分 T， 上 的 表面 力 pi = pi, po = P2, p3 = ps, 以 及 在 边界 的 另 一 部 
分 T。 上 的 位 移 ? 


u=t, v=t, w=W. (118) 


FAREREI H RhA HER SE 
I: Uļu,v, w] 


T. 
= /as + 2€12S12 + £22922 十 2€23523 + €33533 + 2€31531|dxdydz 


一 T. (Piu + Pov + P3w)dxdydz 
G 
= Í f (piu + pov + p3sw)ds. 
rı 


1) 也 可 以 给 定 边 界 上 的 法 向 位 移 和 切 向 力 ， 或 切 向 位 移 和 法 向 力 . 无 须 多 说 的 是 无 论 Ti R Tr 都 可 
-以 是 整个 的 边界 曲面 . 
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在 作 这 个 积分 的 变 分 时 , 变量 函数 为 位 移 ww, 它们 在 边界 Ta 土 取 给 定 的 
值 . 应 力 分 量 可 按照 (115) 式 用 应 变 分 量 e 表 出 ; 应 变 分 量 则 可 按 关系 (114) 由 位 
移 给 出 . : 

E G 内 和 在 边界 Ti 上 的 平衡 条 件 (116) 和 (117) 不 仅 作为 U 的 变 分 问题 的 
欧 拉 方程 和 自然 边界 条 件 得 出 . 

假如 我 们 对 最 小 势能 原理 应 用 前 面 所 讨论 的 互 逆 变 分 问题 的 理论 , 我 们 就 可 以 
得 出 另 一 变 分 问题 , 所 谓 “ 卡 斯 带 利 亚 诺 原理 ”这 原理 要 求 形 变 功 为 最 小 . 

为 了 按照 4.11 节 的 理论 建立 这 两 个 互 道 的 变 分 问题 , 我 们 运用 矢量 符号 并 引 
进 以 下 定义 : 首先 , 我 们 考虑 两 个 任意 的 对 称 张 量 S Ae, 它们 之 间 的 关系 为 上 述 
胡 克 方程 (115); 假如 此 外 张 量 e 是 由 一 以 wwu 为 分 量 的 矢量 场 s 按 关系 (114) 
导出 , 也 就 是 说 , 假如 e 为 形变 s 的 应 变 张 量 , 我 们 就 说 © 满足 协调 性 条 件 , 或 
S = {s}. 我 们 无 须 明 显 写 出 这 些 条 件 , 不 过 它们 确定 了 SC 为 一 形变 s 的 应 力 张 
量 . 利用 (115) 我 们 可 以 把 表示 式 U 中 的 第 一 个 积分 写 为 


If Ox + b(e11 + €22 + exa)? dzdydz, 
Gl ik 
或 者 用 © RSH U =Q, 6), 其 中 Q 为 一 正定 二 次 积分 , 把 它 写 出 来 是 


1 b 
Q(S, S) E JII i| Sz 一 TO + S22 十 Sas) drdydz. (119) 


对 这 二 次 型 而 言 以 下 格林 恒等式 成 立 : 若 B, E 为 二 对 称 张 量 , 其 中 € = {c} 
为 形变 c 的 应 力 张 量 , WA 


Q(B, €) = 一 If cdivBdxdydz + If cBnds. (120) 


现在 我 们 考虑 张 量 B,C, S, T 等 所 形成 的 空间 的 两 个 互 逆 线 性 子 空间 2 AD, 2 
包含 满足 条 件 
divD =0 (4EG'#), D,=0 (在 ri 上 ) 


的 对 称 张 量 D, S 包含 满足 条 件 
3={s} (在 G 中 )，s=0 (4124) 


的 张 量 3. 由 (120) 可 得 这 两 个 空间 的 互 逆 性 . 
现在 我 们 考虑 二 张 量 S° 和 T, 它们 仅 受 下 述 条 件 限 制 


G"={s"} EGA, (a) 
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(其 中 s? 为 在 To 满足 s? = s 的 任意 应 变 ) 以 及 
divT? = -p (4G), T=p 在 Ti 上 . (b) 


此 外 , 我 说 称 张 量 SAT 为 可 取 的 , RiNS-SC ON, T-DNA. KH 
规定 后 , 问题 


I +*: Q(G -TH, -TH)=min. 
II *: Q(T- 6, T-—C°) = min . 


就 在 4.11 节 的 意义 下 为 互 道 的 . 利用 (120) 并 爹 去 由 数据 预先 已 (包含 S° 和 T°) 
知 的 项 , 就 得 到 互 逆 问题 的 以 下 形式 ;: 


] : Q(6,6)-2 [ff sPacdydz -2 [f spds = min. 


这 就 是 原先 的 最 小 势能 原理 , 及 
Il: Q(T, T) 一 2 ff 5Tnds = min. 
T2 


这 就 是 卡 斯 蒂 利 亚 诺 最 小 形变 功 的 原理 . 张 量 T 的 法 向 分 量 Tn, AH (117) HH; 
在 G 中 的 变 分 条 件 即 协调 性 条 件 , 这 里 没有 把 它 明显 写 出 . 

在 这 两 个 互 逆 问 题 中 , 我 们 又 一 次 看 到 其 中 一 个 的 变 分 条 件 是 另 一 个 的 可 取 
条 件 . 

此 外 可 以 注意 的 是 在 建立 问题 I 和 开 时 如 果 只 考虑 G 的 内 部 的 话 , 所 有 与 ©? 
和 T 有 关 的 东西 都 不 出 现 . 因此 表述 这 些 问 题 时 可 以 不 造 张 量 So 和 TER 
一 些 方程 个 数 未 能 把 解 唯一 确定 的 偏 微分 方程 ). 

用 卡 斯 蒂 利 亚 诺 原理 来 处 理 有 些 力学 的 问题 时 会 比 用 最 小 势能 原理 来 得 简单 . 
例如 , 在 弹性 梁 的 理论 中 , 类 似 于 卡 斯 蒂 利 亚 诺 的 原理 可 以 把 问题 化 为 一 个 通常 的 
极 小 问题 . 这 一 点 可 以 从 下 面 的 事实 看 出 : 我 们 可 以 用 只 包含 有 限 个 参数 的 函数 去 
满足 梁 的 齐 次 微分 方程 : 于 是 把 函数 空间 分 为 正 交 子 空间 就 得 出 只 依赖 于 有 限 多 
个 参数 的 空间 E, 而 问题 [[ 则 化 为 一 通常 的 极 小 问题 . 

4.12.13 Jamie aw 

设 一 杆 其 两 端 受 一 纵向 力 P 的 紧 压 , 它 可 以 处 于 稳定 或 不 稳定 平衡 中 ; 也 就 是 
说 , 在 一 微小 的 横向 弯曲 后 它 将 回 到 平衡 位 置 或 者 “ 熄 曲 ”下 去 , 这 要 看 P 的 大 小 
是 否 超过 一 临界 值 Po, BI SAHA”. 在 第 一 种 情形 对 小 变形 而 言 直 杆 是 处 在 具有 
最 小 势能 的 位 置 ; 在 第 二 种 情形 则 不 是 如 此 . 

假如 在 平衡 中 的 杆 长 度 为 1 以 ul) 表 其 横向 位 移 (0 < z < 1), 则 其 位 能 为 
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一 可 差 一 质料 常数 一 
l L 
= "2 A. 42 
U= | (waz P | (Paz. 
第 一 项 是 弯曲 能 , 第 二 项 是 伸 长 能 ( 像 弦 的 情形 ). 


对 充分 小 的 已 值 而 言 , 在 边 条 件 u(0) = ull) = 0 FU 的 极 小 值 为 零 2. 另 一 
方面 , 对 充分 大 的 P 而 言 , U 可 以 是 负 的 ; 因为 对 任意 可 取 函 数 u 我 们 只 需 选 


f| wa 
P> £ 
f UPa 
0 
MAHA Po, 也 就 是 使 U 的 极 小 值 为 零 的 已 中 最 大 的 一 个 , 显然 可 以 表 为 
[Pa 
0 


[wa 


KBR, 边界 条 件 则 为 u(0) = ul) = 0. 和 这 相当 的 事实 是 P 是 当 边界 条 件 为 
u(0) = u(l) = 0 时 在 条 件 


Í WPi =1 


[Pa 
0 
的 极 小 值 . 这 个 事实 可 以 这 样 表述 : Po = 和 是 微分 方程 


下 


yl! + hu” = 0 


在 边界 条 件 为 u(0) = u(l) = 0,u"(0) = u” (1) = 0 时 的 第 一 个 本 征 值 . 这 类 本 征 值 问 
题 以 及 其 变 分 法 的 处 理 将 在 下 两 章 中 来 讨论 . 


I 
1) 例 如 , 当 P < 1/l? 时 就 是 如 此 , 因为 由 f udz = 0 知 存在 一 点 zo 使 w(zo) = 0. 因此 
0 


家 同志 “av(zjdz，(u)2 <I Í ‘(u")Paer, f wde <P J (udr. 
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第 5 章 ”振动 和 本 征 值 问题 


在 第 5 章 和 第 6 章 里 我 们 要 讨论 数学 物理 中 的 线性 微分 方程 的 一 些 重要 问题 ， 
特别 是 那些 与 振动 现象 相关 的 问题 , 本 征 函数 方法 将 始终 占 中 心地 位 . 


5.1 线性 微分 方程 述 引 


5.1.1 ÆR 
函数 v 和 它 的 直到 一 定 阶 数 的 微 商 的 齐 次 线性 组 合 
Llu] = Au + Buz 十 … 十 Cuzz 十 …: 


称 为 u 的 线性 齐 次 微分 式 (或 微分 算 子 ), 微 商 的 最 高 阶 数 称 为 微分 式 的 阶 数 , RT 
中 的 系数 是 自 变 量 的 已 知 函数 . 线性 微分 算 子 


L = A+B(0/0r) +--+ + C(8?/dx?) +++ 


满足 基本 关系 
工 [ciui + caua] = cı L[u1] + cz 工 [ua]， (1) 
cie 是 任意 常数 . 一 般 的 线性 微分 方程 具 下 述 形式 : 
Llu] = f(z,y,.…), 


其 中 f 是 自 变量 的 已 知 函 数 , 若 f = 0 则 微分 方程 称 为 齐 次 的 , 否则 就 是 非 齐 次 的 . 
”在 本 章 中 我 们 差不多 只 讨论 线性 微分 算 子 ; 这 类 算 子 是 线性 齐 次 函数 算 子 的 一 
个 特例 . 作为 其 他 的 例子 有 积分 式 


I K(zx,y;£,n)u(£, n)d&dn, 


HT a 
b[u] = pe {u(x + hcos8, y + hsin@) — u(x, y)}d9, 
T Jo 


或 差分 算 子 
alue +h,y) tule- hy) + u(e,y +h) + u(z,y —h) S we 


如 果 假 定 u 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 , 则 易 证 最 后 两 式 当 h> 0 时 都 趋 于 微分 算 子 
Au. 令 这 样 一 些 线性 算 子 的 线性 组 合 等 于 某 一 已 知 函数 我 们 就 构成 一 线性 函数 方 
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程 .积分 、 差 分 和 微分 方程 都 属于 这 一 类 型 . 方程 (1) 表 出 了 算 子 Llu) 的 线性 齐 
次 性 . 

线性 齐 次 微分 方程 以 及 一 般 的 任意 线性 齐 次 函数 方程 的 解 都 具有 下 述 重 加 性 : 
如 果 wi, wz 是 方程 的 两 个 解 , ct, cz 是 任意 常数 , 则 ciui + cou, 也 是 一 个 解 . 更 普遍 
一 点 , 我 们 可 以 把 任意 数目 的 已 知 特 解 wi,w2,… 与 常数 c1,c2,… 组 合 起 来 而 得 


一 新 的 解 ciui + czuz +…… 由 解 wu1,w2,… 的 无 穷 序列 所 形成 的 收敛 级 数 》 crun 


也 代表 一 个 解 , 如 果 微分 算 子 Lu 可 以 逐 项 地 运用 到 级 数 上 去 的 话 。 ” 
如 果 已 知 函数 方程 Llu) = 0 的 一 个 解 uly,- ;a), 解 中 含 参数 o, 则 可 以 构 
建新 的 解 
v= foua, 2 ; œ)da; 


wa) 是 一 个 任意 函数 . 积分 区 域 可 以 随意 选 . 唯一 的 限制 是 : 积分 必须 存在 , 而 且 
LL 必须 可 以 作用 到 积分 号 下 去 , 在 wa) 为 分 段 连续 , 积分 区 域 为 有 限 的 特殊 情形 
下 , 上 述 条 件 都 满足 . 

如 果 齐 次 方程 完全 解 出 , 则 从 非 齐 次 方程 的 一 个 解 可 以 得 出 它 所 有 的 解 ; 因为 
把 这 一 个 解 和 齐 次 方程 的 每 一 个 解 相 加 , 就 可 以 得 到 非 齐 次 方程 所 有 的 解 了 . 


5.1.2 ” 齐 次 和 非 齐 次 问题 、 边 界 条 件 


在 我 们 要 考虑 的 问题 中 微分 方程 须 和 边界 条 件 或 初 条 件 一 起 被 满足 (参看 第 4 
章 4.10 节 ). 如 果 边 界 条 件 和 微分 方程 都 是 齐 次 的 , 则 问题 称 为 齐 次 的 . 在 这 种 情 
形 中 , 如 果 忆 是 一 个 解 而 c 是 常数 , 则 cu 也 是 一 个 解 . 齐 次 边界 条 件 通常 包含 一 些 
数值 间 的 关系 , 这 些 数值 是 所 求 函数 u 和 它 的 导数 us 在 问题 中 的 区 域 G 的 边 
FT 上 所 取 的 数值 . 这 一 类 条 件 的 简单 例子 为 : u= 0 或 Gu/8n = 0, 其 中 6/6n R 
示 外 法 线 方向 的 微 商 . 

如 果 给 的 是 线性 非 齐 次 的 边界 条 件 一 例如， 边界 值 u = f (不 全 等 于 
零 ) 一 一 我 们 可 以 得 出 一 个 与 之 相抵 而 含 齐 次 边界 条 件 的 问题 如 下 : 假定 要 处 理 的 
是 一 个 线性 齐 次 方程 Llu] = 0, 并 且 边 界 值 f 可 以 这 样 连续 地 引申 到 G 的 内 部 去 ， 
IE LI) =g 是 G 中 的 一 个 连续 函数 . 那么, 对 于 新 的 未 知 函数 v= f—u, 我 们 就 
有 以 v = 0 为 齐 次 边界 条 件 的 微分 方程 L[v] = g. 反 过 来 , 如 果 给 的 是 有 齐 次 边界 
条 件 的 非 齐 次 线性 方程 , 而 且 知道 这 方程 的 一 个 特 解 , 那 就 可 以 用 减法 得 到 一 个 齐 
次 方程 和 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 . 一 般 言 之 : 非 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 微分 方程 在 实 
质 上 和 齐 次 边界 条 件 的 非 齐 次 微分 方程 相抵 D. 


1) 但 是 要 注意 , 在 第 一 步 将 非 齐 次 边界 条 件 问题 变 为 齐 次 条 件 问 题 时 ， 所 作 关 于 连续 性 和 可 微 性 的 假 
E, 在 原来 的 问题 中 是 不 必需 的 . 
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5.1.3 ”形式 关系 、 伴 随 微分 式 、 格林 公式 


我 们 将 简单 地 讨论 某 些 形式 关系 . 特别 我 们 将 考虑 被 积 函 数 是 齐 次 二 次 式 的 变 
分 问题 所 引起 的 微分 式 ; 这 样 的 微分 式 称 为 自 伴 微分 式 . 
(a) 一 个 独立 变数 . 我 们 来 看 二 次 式 


Qlu, u] = au” + 2bu'u + du?, 


其 中 a,b, d 是 给 定 的 z 的 函数 , u(z) 是 变量 函数 . 在 区 间 (20,21) 上 积分 对 称 变 
线 式 

Qlu, v] = au’v’ + b(u’v + v'u) + duv, 
用 分 部 积分 消去 v 的 导数 , 就 得 到 “格林 公式 ” 


ZI 


广 Qlu, vldr = — 大 uL{uldz + (au + bu)v (2) 


这 里 面 的 微分 式 

L{u] = (au’)’ + (b — d)u, 
除 差 一 因子 -2 外 , 与 被 积 函 数 Olu, u) 的 欧 拉 微分 式 相合 . 同样 , 因为 Qlw,v] 是 对 
称 的 , 有 


j: Qlu,vldr = 一 T uL|v|dz + (au + bv)u i (2a) 
从 (2) 和 (2a) 我 们 得 到 对 称 的 格林 公式 
me (vL[u] — uL[v])dr = a(u'v — v'u) i (2b) 


如 果 起 初 是 一 个 任意 的 变 线 式 
Blu, v] = au’v’ + bu'v + cuv’ + duv 
而 不 是 对 称 的 变 线 式 , 则 分 部 积分 后 我 们 得 到 如 下 的 公式 : 


Ti 


Tı Tı 
J Blues = f vLlujdz + (au' + cue 
zo Zo 


zo 
Tı 


= 一 jm uM [v]dz + (av + bv)u (3) 


To 


Ti 


x (vL[u] — uM[v])dz = [a(u'v — v'u) + (c — b)uv] 


(4) 


由 于 要 求 (4) 式 左 方 的 积分 可 以 由 函数 及 其 微 商 在 边界 上 的 数值 来 表示 , 微分 式 
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M{v] = (av’)! + (bv)! — cv’ — dv 
就 同 微分 式 
Llul = (au ) — bu’ + (cu)! — du 
唯一 地 相互 关系 着 . 我 们 称 之 为 彼此 互 伴 . 如 果 Liu] 和 Mu 恒 等 , 则 微分 式 Llu] 
称 为 自 伴 , 它们 可 从 同一 个 二 次 式 导 出 ( 见 上 ). 
微分 式 pu” + ru’ + qu WERE (pv)” — (rv) + qv. Ak, 
p=r 


是 一 个 微分 式 自 伴 的 必要 和 充足 条 件 . 

由 关系 a = p,b' -d =q, 可 以 用 不 同 的 方法 构成 与 (pw')' + qu 相应 的 二 次 形 
Q{u, uj. 

一 个 任意 的 线性 微分 式 pu” + rw + qu 可 以 变换 成 一 个 自 伴 线性 微分 式 : 我 们 
可 以 乘 以 一 个 适当 的 、 不 等 于 零 的 因子 


p(x) — eJ[(r-z )/pjdr， 
也 可 以 引进 一 新 的 独立 变数 
r= need 


来 代替 z, 或 者 引进 一 新 的 因 变 数 


v= uel (r—p’)/p)dx 


来 代替 u. 
(b) 几 个 独立 变数 . 对 于 线性 二 阶 偏 微分 方程 , 也 有 类 似 于 公式 (2) 的 关系 . 被 
积 函 数 为 二 次 型 


Q[u, u] = p(uz + ug) + qu? 
的 情形 是 一 个 重要 的 例子 . 与 这 二 次 式 相关 的 变 线 式 是 
Qlu, v] = p(uzuz + Uydy) + quv. 
在 边界 工 为 分 段 光滑 的 区 域 G 上 积分 Qlu,v], 分 部 积分 后 就 得 出 格林 公式 


几 /oraam= -JJ vLļujdzdy + Í po as (5) 


L{u] > (puz)z F (puy)y — qu. 


其 中 
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这 里 我 们 假设 在 闭 区 域 G 中 v 连续 并 有 分 段 连续 的 一 阶 微 商 , u 则 本 身 和 一 阶 微 
商 连续 而 有 分 段 连续 的 二 阶 微 商 . 方程 (5) F, s 代表 弧 长 , 8/8n 代表 外 法 线 方 向 
的 微分 . 
WR v 同样 满足 u 所 满足 的 条 件 , 我 们 可 以 在 公式 中 把 u 和 wv 对 调 , 然后 从 
(5) 式 减 去 这 个 式 子 , 就 得 到 对 称 的 格林 公式 
Ov 


[fox — uL[v])drdy = fe (ox 一 us) ds. (5a) 


当 p=1,g=0 时, 我们 的 一 一 自 伴 一 一 微分 式 Llu] 就 是 位 势 的 拉 普 拉 斯 式 
Au, 而 公式 (5) 和 (5a) 就 是 熟知 的 势 论 中 的 格林 公式 . 

同 线性 常 微分 方程 的 情形 一 样 ， 任 何 偏 微分 式 Llu] 都 有 一 伴 式 Mi], 只 要 
vL{u] 一 uM[v] 能 表 为 一 散 度 . 
5.1.4 ”线性 函数 方程 一 一 线性 方程 组 的 类 似 和 极限 情形 


任 一 微分 方程 总 可 以 看 作 是 一 差分 方程 的 极限 情形 : 我 们 以 相应 的 差 商 代替 
每 一 微 商 , 而 令 h 表 差 商 中 独立 变数 的 增 量 (所 谓 网 眼 宽度 ). 这 样 , 微分 方程 就 变 
成 一 组 线性 方程 *, 其 中 的 未 知 量 只 是 u 在 格子 点 z,y,… 上 的 函数 值 , 各 格子 点 
相互 间 的 距离 为 h 的 整数 倍 . 同样 , 积分 方程 和 别 的 函数 方程 也 可 以 用 线性 方程 组 
来 代替 . 在 第 开卷 中 我 们 将 系统 地 发 挥 这 一 概念 , 特别 是 为 了 微分 方程 的 数值 解法 . 
这 里 , 微分 方程 和 差分 方程 的 相 类 似 只 是 作为 一 种 指导 性 的 原则 提出 . 它 引导 我 们 
预期 线性 微分 方程 的 问题 会 同 线性 代数 方程 的 相应 问题 十 分 相似 (前 者 可 从 后 者 
经 极限 过 程 产生 ). 这 一 猜测 将 在 很 普遍 的 假设 下 得 到 证 实 . 

例如 , 在 微分 方程 中 也 有 下 述 两 种 情况 : 如 果 同 一 个 齐 次 微分 式 相应 的 齐 次 问 
题 有 唯一 的 解 v = 0, 则 非 齐 次 问题 一 定 有 一 个 , 而 且 只 有 一 个 解 . 

但 是 如 果 齐 次 问题 有 一 非 零 解 , 则 非 齐 次 问题 只 是 在 一 定 的 线性 条 件 下 才 有 
解 , 而 且 解 不 是 唯一 的 . 和 第 1 章 一 样 , 线性 地 含 一 参数 的 齐 次 微分 式 占 有 特殊 
的 地 位 . 我 们 只 注意 和 的 那些 使 齐 次 问题 有 非 零 解 的 数值 , 这 些 数值 称 为 问题 的 本 
征 值 , 相应 的 解 称 为 本 征 函数 . 

以 差分 方程 代替 连续 体 物理 中 的 微分 方程 相当 于 用 一 个 有 限 自由 度 的 系统 来 
代替 连续 介质 . 


5.2 有限 自 由 度 的 系统 


和 第 4 章 4.10 节 一 样 , 我 们 考虑 一 个 自由 度 为 n, 由 广义 坐标 gl gz,…… ,gn 所 
表示 的 系统 ; 这 系统 的 动能 和 势能 是 下 列 二 次 型 


* 指 代数 方程 . 一 一 译 者 
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T= 5 hkhk, U= >. bhklhgk, 
h,k=1 h,k=1 

nk, bak 是 常 系数 . 

由 动能 的 物理 意义 , T 的 二 次 型 是 正定 的 . 我 们 假定 U 也 是 正定 的 , 则 我 们 知 
道 稳定 平衡 在 q =q = …= gn = 0 时 出 现 . 假使 我 们 指定 非 零 数 值 给 某 一 些 坐 
标 qn, 或 者 给 这 些 qh 以 非 齐 次 的 约束 条 件 , 我 们 就 得 一 个 与 原来 的 静止 态 an = 0 
不 同 的 新 的 平衡 态 . 在 有 限 自由 度 的 情形 中 , 去 找 约束 下 的 平衡 位 置 的 问题 在 数学 
表述 中 并 不 引进 特殊 新 的 东西 ; 但 是 当 nn 一 co 时 , 这 问题 就 引 到 典型 的 偏 微分 方 
程 的 边 值 问题 了 . 


5.2.1 简 正 形 振动 、 简 正 坐 标 、 运 动 的 普遍 理论 
设 所 研究 的 系统 的 运动 遵从 微分 方程 


》 (omk 罗 十 bnkgk) = Pat) (h=1,2,---,n) 
k=1 (6) 


(Ahk = akh, bhk = Den), 
函数 Plt) 表示 作用 在 系统 上 的 给 定 的 外 力 的 分 量 ， 我 们 要 找 这 组 微分 方程 的 一 
个 解 a(t), 它 满足 预先 给 定 的 初 位 置 on(0)(P = 1,2,---n) 及 初速 度 如 (0)( = 
1,2,---n). 如 果 外 力 P(t) WETE, 则 系统 的 运动 或 振动 称 为 自由 的 . 
用 第 1 章 里 二 次 型 的 理论 , 很 容易 解决 这 运动 的 问题 . 正定 的 二 次 型 


n n 
G= 5 QhkThTk, F= > DhkThTk 


h,k=1 h,k=1 
可 以 用 一 个 适当 的 线性 变换 
Th =Y Taek, En = Thee (7) 
k=1 k=1 


化 为 
G=)08, F= >And. 
h=1 h=1 


因为 U 和 T 都 是 正定 的 , 所 以 和 ,A2,… An 都 是 正 数 ， 因 之 , 用 新 的 所 谓 简 正 
坐标 n n 
Gh = >) TRI, Mh = >, TreGe (7a) 
k=1 k=1 


来 表示 时 , 动能 和 势能 就 取 下 面 的 形式 


n n 
T=} i, U=} A; 
h=1 h=1 
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运动 方程 则 为 
其 中 


tin + Anmn = Na(t), 


Na(t) = > P(t) 
t=1 


是 外 力 的 “ 简 正 坐标 ”. 在 这 些微 分 方程 中 , 未 知 函 数 mh 是 分 离开 的 . 
把 “ 简 正 坐 标 ” 的 名 词 普遍 化 常常 会 很 方便 , 普遍 化 的 “ 简 正 坐标 ”包括 那些 
使 动能 和 势能 取 下 列 形式 


n n 
T=c) iU =) Au 
h=1 h=1 


的 坐标 , 其 中 A, = AZ /c = v7. 
对 于 自由 振动 , Na(b) = 0, 我 们 立刻 得 到 下 列 形式 的 解 : 


Mh = YhCosvn(t — Ph) (Vh = VAn) 
= Qh COS Vht + bp Sin vnt (h = 1,2,--- ,n). (8) 


这 里 的 an, bn R yn, pn 是 积分 任意 常数 , 我 们 把 那些 除去 第 h 个 简 正 坐 标 为 m = 
yh cosvn(t 一 pr) 之 外 , 其 余 的 简 正 坐 标 都 是 零 的 自由 运动 , 叫 作 系统 的 第 h 个 简 
正 形 振动 或 本 征 振动 ,振幅 为 yn, 位 相 为 oh， 当 我 们 只 说 第 h 个 简 正 形 振动 时 ， 
我 们 是 指 函 数 n = cosvat; 即 振幅 为 1, 位 相 为 0 的 第 h MIE. vni KAR 
统 的 本 征 频 率 , 或 音调 ; 后 者 是 从 声学 中 借用 来 的 . 假使 在 变换 式 (7a) 中 , 我 们 以 
cosyn Kim, 令 所 有 其 他 的 nm; BAS, 就 得 到 用 原来 的 坐标 ok 表示 的 第 h 个 简 
正 形 . 

系统 的 每 一 自由 运动 可 以 看 作 是 不 同 振幅 及 位 相 的 本 征 振动 的 又 加 . 那 2n 个 
积分 常数 al, a2,… an, 5b1,52,… ,bn, FARRER, 恰 够 用 来 调整 解答 , HEAT 
预先 给 定 的 初 态 ; 就 是 说 , 得 到 这 样 的 一 个 解 , 它 的 坐标 取 预 给 的 初 值 及 初速 度 . 

为 了 要 把 这 初 值 问题 的 解 形式 地 表示 出 来 , 我 们 将 gil, q2,… ,gn 这 些 量 看 作 是 
一 个 n ERE g 的 分 量 . 如 将 分 量 为 Ti Tai ,Tni(i = 1,2,---,n) 的 矢量 表 为 
ei, 则 由 (7a) 和 (8), 有 n 

q(t) = >》 eiyicosvilt — p). 
i=l 


从 这 代表 一 般 的 自由 运动 的 表达 式 , 立刻 可 得 关系 


n 
q(0) = >> eiyi cos(vipi) 
i=1 


q(0) = > eiyivi sin(vipi), (9) 


i=1 
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其 中 矢量 q(0), 4(0) 描写 给 定 的 初 态 . 
如 果 为 简单 起 见 , 我 们 假设 T 已 是 公式 T= SoG? 而 ei 这些 “本 征 矢量 ” 组 


i=1 
成 一 完整 的 正 交 矢量 系 (参看 第 2 章 2.1 41); WY en R (9), BRA 


ehg(0) = yn COS(Vh Ph ) 


eng(0) = vayn sin(Vayn), 


由 此 立刻 可 以 定 出 振幅 yn 和 位 相 ph. 

注意 , 本 征 振动 可 以 定义 为 系统 的 这 样 一 种 运动 : 坐标 qx 之 间 的 比例 与 时 间 
ER; RAZ, 即 ok = veg(t), ve 与 时 间 无 关 . 把 q 的 这 些 表达 式 代入 方程 (6), > 
P; = 0, 我 们 得 到 方程 


从 这 里 可 以 看 出 式 子 的 右 端 是 一 个 与 i 和 t 无 关 的 常数 , 令 这 常数 为 A, 我 们 
立刻 得 到 表述 CAF 的 本 征 值 问题 的 方程 


Si — Maik)vk = 0 (i = 1,2,--- ,n), 
k=1 
于 是 , 这 和 前 面 根据 变换 (7a) 的 说 法 之 间 的 联系 也 就 清楚 了 . 
我 们 现在 来 看 受 迫 运动 的 问题 , 这 时 外 力 P(t) PEAR. 要 解决 这 问题 , 只 
要 找 出 一 般 形式 的 微分 方程 


jin + Annan = Na (t) 
的 一 个 解 就 够 了 . 
对 于 初 值 m,(0) = (0) 及 加 (0) = 0, 这 个 解 是 2 
t 
nn(t) = x f Np (T) sin VAn(t — T)dr; (10) 


一 般 的 受 迫 运动 则 是 这 个 特殊 运动 和 自由 运动 的 登 加 . 
假定 外 力 Nh(t) 是 频率 为 wn 的 周期 性 力 , 例如 ,Ni = an coswn(t — 6). MR 
wk # An, WAR (10) 显示 出 , 坐标 m 的 运动 是 一 个 频率 为 on 的 纯 振动 和 一 个 频 


1) 这 个 解 可 以 解释 如 下 : 本 来 是 连续 的 外 力 用 不 连续 的 、 作 用 时 间 为 At 的 瞬时 冲力 来 代替 , 然后 令 
At 一 0. 
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率 为 V 现 ,的 本 征 振动 相关 加 的 结果 . 但 是 如 果 o = ry, 即 如 果 发 生 共振 , M M 
的 受 迫 运动 不 再 与 激发 力 Nut) 同音 , 而 由 (10) 式 容易 看 出 有 
na (t) = a sin w,(t — 6) + a sin wat, 
且 当 + 增加 时 |m| 不 再 是 有 界 的 了 . 
5.2.2 ”振动 系统 的 一 般 性 质 
把 振动 数 的 平方 和 1, Xz.… , 和。 由 小 到 大 排 起 来 : 和 1 < 和 2 < .… < 和 n. 按 第 1 
章 1.4 节 , Ap 可 定义 为 : 当 变数 zh 受到 条 件 G 二 Y ansan =1, 以 及 另外 p-1 


h,k=1 
个 附加 条 件 n 
D artn =0 = (F =1,2,---,p—1) (11) 


限制 时 , 二 次 型 F= Y bresse 的 极 小 值 中 的 极 大 值 ; (11) 中 的 as; 是 任意 的 . 


h,k=1 
由 此 立刻 得 到 关于 本 征 值 及 其 相应 音调 的 几 个 定理 (其 证 明 见 第 1 章 1.4 节 ). 
定理 I : 一 个 振动 系统 的 第 p 个 泛音 , 是 所 有 那些 从 这 给 定 系统 加 上 p 个 形 如 
(11) 的 、 任 意 选 择 的 限制 而 得 的 系统 的 各 基 音 中 最 高 的 一 个 . 
EHI: 如 果 对 一 系统 S 加 上 r 个 形 如 (11) 的 条 件 而 得 一 “ 受 7 重 限制 的 ” 
系统 5', 则 这 受 限制 的 系统 的 频率 由 ,办 hr 不 小 于 自由 系统 的 各 相应 频率 
V1, V2;'** , Vn=r, 也 不 大 于 频率 Zr 十 1， Zr 十 2 Vn; 即 


Ap S Àp S Apter: Vp S%y<Uprr (p=1,2,---,n—1). 


定理 II[; 当 惯性 增加 时 , 基 音 和 每 一 泛音 的 音调 都 降低 (或 保持 不 变 ). 
所 谓 惯性 增加 , 我 们 了 解 为 改变 系统 使 动能 T 变 大 , 即 当 位 能 保 侍 不 变 时 , 两 
系统 动能 之 差 7' -T 总 大 于 零 
定理 V: 如 果 增 加 系统 的 紧张 度 , 则 基 音 和 每 一 泛音 的 音调 都 升 高 (或 保持 
不 变 ). 
增加 系统 的 紧张 度 意味 改变 系统 , 使 对 于 同样 的 坐标 值 , 位 能 增 大 而 动能 不 变 . 
毋须 强调 , 如 果 取 消 一 些 限制 条 件 , 或 减少 质量 , 或 使 系统 松弛 (就 是 说 减轻 系 
统 的 紧张 度 ) 那么 基 音 和 泛音 的 变化 , 在 每 一 情形 中 都 和 定理 Ti 至 所 指出 的 变化 
相反 . 


5.3 弦 的 振动 
一 个 自由 度数 目 为 有 限 的 系统 , 当 本 征 振动 (同步 振动 ) 知道 时 , 全 部 运动 也 就 
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知道 . 对 于 一 个 连续 的 系统 也 是 如 此 .我 们 要 讨论 的 是 连续 系统 的 这 样 的 自由 振 
动 , 即 所 谓 驻 定 振动 , 其 中 偏离 u 可 以 表 为 只 与 时 间 有 关 的 g(t) 和 只 与 位 置 有 关 的 
v(z) 的 乘积 , v(z) 称 为 形状 因子 或 振 形 . 一 任意 振动 现象 可 以 用 这 种 本 征 振动 的 用 
加 来 表示 . 

我 们 用 几 个 例子 来 闻 明 这 些 概念 . 
5.3.1 ”均匀 弦 的 自由 运动 


首先 我 们 看 一 个 最 简单 的 例子 : 两 端 固定 的 均匀 弦 的 振动 . 弦 的 偏离 ul, t) W 


足 微分 方程 
| cies = pu 或 tee = we (n= E) (12) 


及 边界 条 件 : u(0,t) = ulr, t) = 0( 参 看 第 4 章 4.10 节 ). 为 简单 起 见 , 我 们 选 时 间 的 
单位 使 p= 1. 我 们 的 问题 是 要 找 形式 为 u = v(z)g(t), 满足 (12) 的 函数 , 对 于 这 样 
的 函数 , 微分 方程 (12) 可 写 为 

v” (x) _ G(t) 

v(z) g(t) 
它 左 方 与 t 无 关 而 右 方 则 与 r 无 关 , 因此 两 方 必须 等 于 同一 常数 -入 . 由 边界 条 件 
v(0)g(t) = v(m)g(t) = 0, A v(0) = w(r) = 0. 因此 v(x) 将 由 微分 方程 


v + 和 AV=0 (13) 


及 边界 条 件 
v(0) = v(t) = 0 (13a) 

定 出 . 并 非 对 于 常数 和 的 任意 数值 这 些 条 件 都 能 得 到 满足 . 事实 上 从 微分 方程 (13) 
的 普遍 解 cie + cze-Y- 的 形式 , 可 以 断 论 , 只 要 而 且 只 有 当 入 = n? (n HH 
数 ) 时 边界 条 件 才能 满足 . 相应 的 解 因此 具有 形式 vn = sinnz. 数值 1, 2?,37,--- 和 
函数 sin x, sin 2x,--- 依次 称 为 由 微分 方程 (13) 和 边界 条 件 (13a) 确定 的 本 征 值 问 
题 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 

对 于 g(t) 我 们 得 g = acosnt + bsinnt, 其 中 a 和 是 任意 常数 . 因此 , 对 于 每 
一 正 整 数 n, 有 方程 (12) 的 一 个 形 如 sin nz(a, cosnt + bn sinnt) 的 解 . 这 样 得 到 的 
谐 运动 称 为 弦 的 本 征 振 动 , 相应 的 数 n = on 则 称 为 相 联 的 本 征 频率 . 我 们 可 以 取 
和 数 


u = >D sinnz(an cos nt + bn sin nt) 


来 作为 更 普遍 的 解 ; 和 数 可 以 取 有 限 项 , 也 可 以 取 无 穷 项 . 在 后 一 情形 中 , 只 要 做 定 
级 数 一 致 收敛 并 且 可 以 对 于 每 一 变数 逐 项 微分 两 次 就 够 了 . 
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现在 如 果 我 们 用 适当 的 方法 选择 系数 an, bn, 就 可 以 使 解 式 合 于 由 函数 v(z,0) = 
92(z),ut(z,0) = %(z) 所 定 的 任意 一 初 态 . 按 健 里 叶 级 数 的 理论 , an,bn 可 以 如 此 决 
定 , 使 a 2 
- (z) = > an sinnz, w(zr) = So nba sin nz. 
n=1 


n=1 


把 这 样 决 定 的 系数 代 到 u(x,t) 的 级 数 里 , 就 得 到 所 求 的 解 D. 

BO RSX ATSC EA ADR, 我 们 也 得 到 很 类 似 的 结果 . 例如 , 设 起 点 固 
定 , ( 即 w(0,t) = 0), 而 终点 依照 方程 ws = 一 hu(h > 0)2) 与 它 的 静止 位 置 弹 性 地 相 
E. 这 时 , MRS u(z,t) = v(z)g(t), 就 得 到 下 述 关 于 v(z) 的 本 征 值 问题 : 决定 常 
数 入 = v? 使 微分 方程 w+ Av = 0 有 一 个 满足 边界 条 件 v(0) = 0,w'(r) 十 po(r) = 0 
的 非 零 解 v，、 头 一 个 边界 条 件 使 v 必须 是 sinvz 的 形状 . 后 一 边界 条 件 则 引出 超 
越 方 程 hsinvr = —vcosvr. W h 关 0, 我 们 可 以 用 作 图 法 在 z - >” 平面 上 找 直线 
z = 一 (1/h)v 和 曲线 z = tanvr 的 各 支 的 交点 ; 这 些 交点 就 是 超越 方程 的 根 . 于 是 
我 们 又 得 到 一 序列 的 本 征 值 入 ,和 2,… 及 相应 的 本 征 函 数 sin vr, sin zzz,… 和 本 
征 振动 (acosvit + bsinv,t)sinvy2,---. 此 外 , 对 于 第 n 个 本 征 频率 , 我 们 立 得 “ 浙 
近 关系 lim (xn/m) = 1. 

在 弦 的 终点 是 “自由 的 ”( 即 h = 0 AZ wz = 0) 的 特殊 情形 中 , RNA vn 


=n— 5, 因此 
Un = sin (n 一 i) £: 
如 前 , 我 们 可 以 构成 一 无 穷 级 数 
u(z,t) = > SiN ZnZ(an COS Vnt + bn sin vnt) 
来 作为 (12) 的 普遍 解 . 用 适当 方法 选 常数 an, bn, 又 可 使 这 解 满足 一 任意 预 给 的 初 


态 . 为 了 这 目的 , 我 们 需要 去 研究 把 一 个 任意 函数 w) 在 区 间 0 < z < 7 PRE 
数 sinznz 展开 的 可 能 性 ; 这 些 函 数 sin vnr 是 微分 方程 (12) 在 边界 条 件 


v(0)=0, hv(7x) = —v (r) (14) 


下 的 本 征 函 数 . 在 5.14 节 中 我 们 将 研究 这 问题 . 目前 我 们 只 指出 函数 w = sins 
的 正 交 性 ; 就 是 说 , 它们 有 这 样 的 性 质 : 


f UnUmdz = 0, W Vn Æ Vm. (15) 
0 
1) 这 些 说 法 在 假定 函数 p, Y, po", 都 是 分 段 平滑 时 是 对 的 . 如 果 我 们 不 要 求 这 些 函 数 以 及 它们 


的 导数 的 傅 氏 展开 , 而 只 是 用 它们 的 傅 氏 系数 来 刻画 它们 ， 则 这 些 条 件 尚 可 放宽 . 
2) 参看 第 4 章 4.10.2 小 节 . 在 那里 , 这 些 边界 条 件 是 从 位 能 中 多 有 一 边界 项 而 推导 出 来 的 ， 
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这 性 质 很 容易 立刻 证 明 : 以 um RATE v" +020, = 0, 而 以 vn FEAT vl) +u Um = 0, 
把 得 到 的 方程 相 减 , 然后 积分 , 得 
(v2 —w2) [ UnUmds + [ L (hum — va Un)dz = 0, 
随 此 , 用 (14), 得 正 交 性 . 
5.3.2” 受 迫 振动 
一 条 两 端 固定 的 弦 ， 在 外 力 Q@(z, 作用 下 , 它 的 运动 由 非 齐 次 微分 方程 
Uz, = Utt — Q(z, t) (16) 
表征 . BRAM ulr, t), 我 们 把 Q(z, t) 在 瞬时 t 按 本 征 函 数 sin nz 展开 为 


Q(z,t) = So Q(t) sinnz, Q(t) = F Q(z, t) sin nzdz. 
0 


n=1 


同样 , 假定 所 求 的 解 展开 为 
u(x,t) = Yat sinnz, gn(t) = F u(z, t) sin nzdz. 


现在 我 们 试图 通过 解 无 穷 序列 的 常 微分 方程 
—n2gn(t) = Gn(t) ae Qn(t) (17) 
来 满足 方程 (16). 这 些 方程 的 解 是 


1 t 
qn(t) = - i Qn(t') sin n(t — t’)dt’ + an cosnt + bn sin nt, (17a) 
0 


其 中 an,bn 是 任意 常数 , 由 初 条 件 来 确定 . 如 果 级 数 》 gn(t) sinnz 收敛 并 且 可 以 


逐 项 微分 两 次 , 那 它 就 是 所 要 的 方程 (16) 的 解 . 处 理 非 齐 次 方程 的 另 一 方法 将 在 
5.5.2 小 节 和 5.14.1 小 节 中 讨论 . 

对 于 受 迫 运动 , 我 们 可 以 避免 用 展开 定理 而 得 到 结果 . 假定 有 一 解 u(x,t) 存在 ， 
我 们 把 Qn(t) 和 gn(t) 看 作 是 Q(z,t) 和 ule, t) 按 上 述 方程 定义 的 傅 里 叶 系 数 而 试 
图 用 Qn(t) 来 确定 g,(t). 为 此 , 先 以 sin nz 乘 方程 (16) 并 在 基本 区 域 上 积分 . 然后 
用 分 部 积分 变换 左 方 立 得 (17), 这 样 仍旧 又 得 到 (17a). 由 于 正 交 函数 组 sinnz 的 
完整 性 , 函数 u(x, t) 就 可 以 唯一 地 用 这 样 得 到 的 展开 系数 来 表征 . 

BE 5.2 节 中 一 样 , 我 们 特别 注意 的 是 Q(t) 为 调和 或 正弦 式 的 情形 : 


Qn(t) = acoswt + bsin wt. 
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PH, 当 w? Jn? 时 , gn(t) 可 以 表 为 频率 为 w 的 一 个 正弦 式 函 数 和 频率 为 n HH 
一 个 正弦 式 函 数 的 线性 组 合 , 而 在 共振 的 情形 , 即 w? = n? 的 情形 , qn.(t) 变 为 无 限 
(参看 本 章 5.2.1 小 节 ). 

在 本 章 中 所 要 讨论 的 关于 一 般 的 连续 振动 系统 的 那些 关系 式 中 , 以 上 关于 均匀 
的 振动 弦 的 关系 式 是 典型 的 . 一 般 说 来 , 要 点 在 于 决定 简 正 形 , 讨论 它们 的 完整 性 
以 及 展开 定理 是 否 适用 的 问题 . 但 这 时 我 们 就 不 能 引用 像 傅 氏 级 数理 论 那样 现成 的 
理论 了 . 为 了 不 打 断 思路 , 我 们 把 关于 本 征 函数 的 完整 性 的 证 明 移 到 5.14 节 中 去 
讨论 . 
5.3.3 ”一 般 的 不 均匀 的 弦 和 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 

我 们 现在 来 看 一 非 均匀 弦 的 一 般 方程 

(puz)z = putt, 


其 中 p(z) 代表 弹性 模 量 与 截面 积 的 乘积 , p(z) 代表 单位 长 的 质量 . 我 们 要 找 这 方 
程 的 解 , 它 满足 某 些 齐 次 的 边界 条 件 . 我 们 依旧 试 找 形 如 u= g(t)v(z) 的 解 , 而 得 


(pu ) : vp = 9: 9. 
要 这 等 式 成 立 , 两 边 必须 各 等 于 同一 常数 , 璧 如 说 -入 于 是 就 有 v(z) 的 一 个 常 微 
分 方程 

(pu') + Apu = 0, (18) 
而 g(t) 则 满足 G+ 和 g = 0. MRF A= vw? 一 一 和 的 负 值 不 在 考虑 之 列 , 这 一 点 将 立 
刻 自明 一 一 则 w 的 形式 为 

u = u(z)(acosvt + bsin vt); 

函数 v(z) 必须 由 微分 方程 (18) 和 边界 条 件 来 确定 , 像 均 匀 弦 的 特殊 情形 一 样 , 我 
们 面 对 的 是 本 征 值 问题 : 确定 方程 (18) 的 “本 征 值 ”和 使 一 满足 边界 条 件 的 非 零 


解 存 在 . 这 解 称 为 属于 本 征 值 和 的 本 征 函 数 ; 除 一 任意 常数 因子 外 它 是 完全 确定 了 
的 . 常常 出 现 的 是 下 列 类 型 在 起 点 和 终点 的 边界 条 件 2 


1. v(0) =0 和 u(r) =0 (两 端 固定 的 弦 )， 
2. hov(0)=v'(0) 和 一 hau(r) 三 ww(r) (两 端 受 弹性 联系 )， 
3. v'(0)=0 和 v'(x) =0 (自由 端点 )， 


4. v(0)= v(m) 和 p(0)v'(0) = p(n)v (ni 
条 件 4 可 以 解释 为 周期 性 条 件 , 如 果 p(0) = plr). 


1) 变 分 法 显示 , 这 些 条 件 包括 了 自然 边界 条 件 的 主要 类 型 (参看 第 4 章 , 第 6 章 ). 
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注意 , 按照 问题 的 物理 性 质 , 函数 p 和 p 在 区 间 0 < z < 7 中 都 是 正 的 , 我 们 
将 明白 地 假定 如 此 . 其 次 , ho 和 h 都 必须 是 正 的 , 如 果 弦 的 静止 位 置 相 应 于 一 稳 
定 平衡 0. 

上 面 所 表述 的 问题 是 施 图 姆 和 刘 维 尔 首先 开始 研究 的 ,因此 称 为 施 图 姆 - 刘 维 
尔 问题 . 这 问题 尚 可 略为 推出 , 如 果 我 们 把 (18) 代 以 微分 方程 


(pv ) — qu + Apu = 0, (19) 


其 中 gq 是 给 定 的 连续 函数 . 变换 自 变数 和 因 变 数 , 可 以 把 微分 方程 化 为 简单 的 标准 
形式 . 例如 , 经 变换 z = vv 方程 (19) 成 为 


Lz) (g -Az =0, (20) 
1 a d 1 
~_ 9 * 一 一 一 q 
4 = pe Jp dz (pea) tt 


如 果 q = 0, 我 们 引进 新 变数 & 二 / a 来 代替 z 然后 又 使 用 r 来 代替 &, 方程 
(19) 可 以 变换 为 
v” + rov =0, o = pp. 


另 一 关于 微分 方程 (19) 的 重要 变换 为 


z= 万 r 万 
“yt | se! = f (eae. (20a) 
0 p 0 p 


这 时 , 方程 (19) 成 为 
a” —rut+rAu=0, (19a) 


其 中 7 代表 一 连续 函数 D. 
相应 于 微分 方程 (19) 的 本 征 函 数 v 和 ( 正 的 ) 本 征 值 ^, 有 弦 的 频率 v = Vr 
的 本 征 振 动 
v(x)(a, cosvt + b, sin vt). 
如 前 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 本 征 函 数 也 提供 一 正 交 函数 组 . 这 一 普遍 性 质 可 
以 从 微分 方程 推出 , 设 An Am 是 不 同 的 两 个 本 征 值 , v, Um 为 相应 的 本 征 函 数 . 像 
本 节 第 1 小 节 中 一 样 , 我 们 有 


(Àn 一 dm) ff PUnUVmadx +/ LEOIR — unv,,])dz = 0. 
0 o dr 


1) 参看 第 4 章 4.10.2 小 节 . 
2) r=(f"/f)+ gq/p,f = Yep. 
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边界 条 件 使 左 方 第 二 项 等 于 零 , 因此 函数 Voz 是 正 交 的 , B, 
f punvmdZz = 0. 
0 


我 们 可 以 假设 , 并 将 假设 这 些 函 数 已 规 一 化 . 在 5.14 节 中 我 们 将 证 明 : 微分 
方程 (19) 在 给 定 的 边界 条 件 下 的 本 征 值 , 当 它 们 按 大 小 排列 时 , 形成 一 可 数 序列 
àn àz àz oe, 并 且 相 应 的 本 征 函数 组 是 一 个 完备 的 正 交 组 . 每 一 具有 分 段 连续 的 
一 阶 和 二 阶 微 商 并 满足 本 征 值 问题 的 边界 条 件 的 连续 函数 都 可 以 展 为 本 征 函数 的 
一 个 绝对 并 一 致 收敛 的 极 数 


f=} cm aaf pfvndz. 


n=1 0 


这 个 展开 定理 使 解 式 


Coo 
u(x,t) = >» Un (T)(an COS Vnt + bn sin vnt) 


n=1 
能 够 去 适合 一 预 给 的 初 态 . 

施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (除去 那些 有 周期 性 连 界 条 件 的 问题 )? 的 所 有 本 征 值 都 是 
单 重 的 , 就 是 说 , 与 同一 本 征 值 和 相应 , 不 能 有 两 个 互相 独立 的 本 征 函 数 v,v*. 如 果 
真有 这 样 两 个 函数 , 那么 不 管 边界 条 件 如 何 , 每 一 个 (19) 的 解 都 可 以 表 为 cu 十 c*ur; 
于 是 每 一 个 解 将 会 满足 加 于 本 征 函 数 的 齐 次 边界 条 件 . 这 样 的 结论 对 于 边界 条 件 1， 
2 和 3 说 来 是 矛盾 的 , 因为 这 些 条 件 包含 v(0) 和 vw'(0) 的 齐 次 关系 , 而 对 于 (19) 的 
一 个 解 , v(0) 和 (0) 之 值 可 以 任意 地 预先 给 定 . 

4q2>0,ho >0,ha>0 时 , 所 有 本 征 值 和 都 是 正 的 . 事实 上 


T T 
A= af pu2dz = 一 f [(pv')'v — qu?|dx 
0 0 
n 
= f (pv? 二 gu2)dz — pv'o |, 
0 


而 右 方 在 1 至 4 各 边界 条 件 的 情形 中 是 正 的 .如 果 相 应 的 本 征 函 数 代 表 一 周期 
RA, 则 本 征 值 必须 是 正 的 . 只 要 有 一 个 负 的 本 征 值 ， 就 会 出 现 一 非 周 期 运动 , 而 
不 是 相应 的 简 正 形 运 动 , 以 后 我 们 将 看 到 , 这 种 情形 只 能 出 现 有 限 次 数 , 即使 g 是 
负 的 2)， 
统 的 受 迫 运动 可 以 用 第 2 小 节 中 关于 均匀 弦 的 同样 方法 来 分 析 . 但 如 果 非 齐 
次 方程 (puz)z = pure — Qla, t) 中 的 外 力 Q(z,t) 是 周期 性 的 : Q(z, t) = v(z)e™*?), 


1) 在 这 种 情形 中 , A = n?(n = 1,2---) By’ + Ay =0 的 双重 本 征 值 , 两 本 征 函数 为 sinnz 及 
cos nz. 

2) 参看 第 6 B 6.2 节 . | 

3) 当 我 们 用 复数 时 , 总 是 表示 方程 和 解 中 的 实 部 和 虚 部 应 当 分 开 来 考虑 . 
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我 们 常用 下 述 程序 0: 把 解 v 写成 u = v(z)eiw#, 得 到 与 (18) FARKAS. v(x) 的 非 齐 
次 方程 
(pu') + Apu =-y(z)  (A=w?). 
要 决定 解 u(r) 的 展开 系数 


“is 
Yn =f pvuvndz, 
0 


我 们 以 vn(z) 乘 微 分 方程 , 把 结果 在 基本 区 域 上 积分 , 用 分 部 积分 变换 第 一 项 , 然 
后 考虑 到 vn 的 微分 方程 ; 这 时 , 立 得 yn( 和 一 An) = 一 cn, AZ 


cn a iy 
Yn Rs 入 An 3 其 中 Cn J pundz. 


在 共振 的 情形 中 , 这 方法 失去 意义 , 因为 这 时 外 力 的 频率 VA = w 等 于 本 征 频 
E Vin = wn 之 一 , 而 系数 cn REFS. 

对 于 外 力 Q(z,t) 为 任意 的 一 般 情形 , 我 们 可 以 把 它 化 为 刚才 讨论 过 的 特殊 情 
形 ; 那 就 是 , 借助 一 傅 里 叶 级 数 或 一 傅 里 叶 积分 , 把 Q(z,t) 按 谱 分 解 为 t 的 函数 (FS 
看 第 2 章 2.5 节 和 2.6 节 ). 


5.4 杆 的 振动 
一 均匀 杆 的 横 振 动 的 微分 方程 为 


Ou Pu _ 0 
dnt + OP = 0. 
在 这 情形 中 , 我 们 仍旧 考虑 本 征 振动 (为 简单 起 见 , 我 们 只 限于 讨论 均匀 的 杆 , 因为 
非 均 匀 的 杆 并 不 提供 超出 5.3 节 中 已 处 理 的 内 容 ). 同 前 我 们 令 v = v(z)g(t), 得 


ate 
v g 
2 = 二 = 一 入 


v 9 


即 
uv —_ dv =0, g+Ag=0, (21) 
其 中 常数 和 如 此 决定 , 使 所 得 的 解 在 杆 的 两 端 满足 四 个 预 给 的 齐 次 边界 条 件 . 我 们 
仍 假定 杆 的 静止 位 置 是 在 区 间 0 < z < 7 之 中 . 边界 条 件 有 下 列 各 种 不 同 的 形式 
(参看 第 4 章 4.10 节 ): 
1. 在 z=0 及 z=7” hh, v(x) =0"(z)=0 (两 端 自由 )， 
2. 在 z=0 及 z=7” 处 ，wv(z) =w”(z) =0 (两 端 支 住 )， 


1) 在 这 方面 可 参考 第 1 章 1.3.6 小 节 中 的 代数 类 似 . 
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3.42 2=0Rr=7 át, v(x) =v'(x) = 0， (两 端 夹 住 ) 
4. Ær=0kr=r kh, v'(z) =v""(z) = 0， 


my = sin): v"(0) =0"(n), 
v” (0) = v” (x), v (0) > v (r). | (周期 性 ) 


在 所 有 这 些 情 形 中 , 本 征 函数 和 本 征 值 都 可 以 明显 地 给 出 ,因为 如 果 假定 和 A 0” 
而 WA =v, W (21) 中 第 一 个 方程 的 通 解 为 


v = cl cosvz + casin vg + cge”? + cge "7 


或 


v = é cosvz + é2 sin vr + €3 cosh vz + &4 sin hvr. 


如 入 = 0 则 通 解 退化 成 一 三 次 多 项 式 v = & + for t Esr? + Er. 

任何 适当 的 一 组 四 个 齐 次 边界 条 件 都 产生 E, £0, 63,64 的 一 组 四 个 齐 次 方程 
>》 airêk = 0(i = 1,2,3,4). 要 得 到 一 个 非 零 解 . 必须 令 行 列 式 jail = 0. 由 此 得 到 
一 个 关于 本 征 值 的 超越 方程 . 这 方程 的 每 一 个 根 给 出 一 个 或 多 个 本 征 函 数 . 这 
些 函 数 可 以 取 为 规 一 的 . 在 杆 两 端 自由 的 特殊 情形 中 , > 所 应 满足 的 超越 方程 为 


coshy7 cosZT = 1. 


除去 函数 &1 + for 属于 双重 本 征 值 = 0 之 外 , 其 他 尚未 规 一 的 联 属 本 征 函 
数 为 


v =(sin vm — sin hyn)(— cosvz + cos hvz) 


— (cos vm — cos hv7)(sin vx + sin hvs). 


PR Sia RAE OD FF ASF AT AMA ERR m TR, 经 过 两 次 微分 得 到 , 因为 微 
分 而 得 的 函数 同时 满足 微分 方程 以 及 两 端 夹 住 的 边界 条 件 . 此 外 , 两 端 夹 住 的 杆 的 
每 一 本 征 函 数 还 可 以 从 自由 杆 的 相应 本 征 函数 , 经 过 两 次 积分 并 选 适 当 的 积分 常数 
得 到 . 其 本 征 值 为 同一 超越 方程 的 正解 ; 本 征 函数 的 表达 式 则 为 

v =(sin vr — sin hyr)(— cos vrz + coshvz) 


— (cosvm — cos hvr)(— sin vz + sinhvz). 


杆 的 问题 之 不 同 于 弦 的 振动 在 于 可 以 出 现 重 本 征 值 . 例如 , 在 两 端 自由 的 杆 的 
问题 中 v = -元 和 v = zV3/m 这 两 个 规 一 的 、 线 性 无 关 的 本 征 函数 都 属于 本 征 
值 零 . 但 是 , 在 两 端 夹 住 的 杆 的 情形 中 , 这 两 个 本 征 函数 和 本 征 值 = 0 都 因 两 次 
微分 而 消失 . 


1) 像 5.3 节 中 一 样 , 容易 证 明 入 > 0. 
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在 所 有 讨论 过 的 情形 中 , 方程 (21) 的 诸 本 征 函数 成 一 正 交 组 . 仍 令 An, Am 为 
不 同 的 两 本 征 值 , tn, Um 为 相应 的 本 征 函数 . 分 部 积分 两 次 , BANG 


m m A | AS 


(Am — An) J: UVnUVmdT = (VnUm — VmUn — VnUm Vma) ， 
0 0 
其 右 方 因 齐 次 边界 条 件 而 为 零 . 以 后 (5.14 节 ) 我 们 将 证 明 这 组 本 征 函 数 是 完备 的 ; 
任意 函数 , 只 要 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 以 及 分 段 连续 的 三 阶 和 四 阶 微 商 , 就 可 以 依 
这 些 函 数 来 展开 . 
杆 的 横 振 动 理论 的 其 余 方 面 与 弦 的 理论 很 类 似 , 毋须 在 此 多 述 . 


5.5 膜 的 振动 


5.5.1 “关于 均匀 膜 的 一 般 本 征 值 问题 


一 振动 的 均匀 膜 的 微分 方程 Au = ws 也 同样 引 到 一 个 本 征 值 问题 , 不 过 这 本 
征 值 问题 是 属于 一 偏 微分 方程 的 . 设 静止 时 膜 在 z 一 y 平面 上 占 一 边界 为 工 的 区 域 
G; 其 余 的 假设 和 符号 都 和 第 4 章 4.10.3 小 节 的 相同 . 我 们 先 看 最 简单 的 边界 条 件 ， 
u=0, 即 紧 绷 在 一 固定 架 上 的 膜 . MRS u(z,y,t) = v(z,y)g(t), SARA vz, y) 
与 g(t) 间 的 关系 

BV EN 
v g 

由 此 知 和 为 一 常数 , 我 们 令 它 等 于 v?. RBM v(z,y) 和 常数 和 相当 于 解 下 述 本 征 
值 问题 : 决定 参数 和 一 一 本 征 值 一 一 使 微分 方程 


Av +Av=0 (22) 


有 一 不 恒 等 于 零 的 解 v(z,g), CHE G +T 上 连续 , 在 G 内 在 连续 的 一 阶 和 二 阶 微 
商 , 在 边界 上 为 零 ; 我 们 可 选 它 为 规 一 的 . 本 征 值 必须 是 正 的 , 这 点 在 我 们 写 入 = v? 
时 已 表示 出 来 , 它 可 以 由 下 述 方程 证 明 : 


(v2 十 v2)adzady = 一 vAvdzdy = À v*dady; 
G i : v G 


这 方程 是 由 (22) 式 两 方 乘 v, 积分 , 并 应 用 格林 公式 (参看 5.1 节 ) 得 到 的 , 因此 ， 
方程 j/g = -入 = —v? 的 普遍 解 为 9 = acosvt + bsin vt, 这 是 一 个 时 间 的 周期 函数 . 
于 是 振动 方程 的 解 

u(x, y,t) = v(x, y)(acos vt + bsinvt) 


就 相应 于 一 频率 为 v = VA 的 本 征 振动 . 
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关于 本 征 振 动 的 存在 问题 , 或 者 更 精确 些 , 关于 一 个 可 数 的 无 穷 本 征 值 序列 
入 1, 和 2,… 和 相应 的 本 征 函 数 v(x y) vle y) o 的 存在 问题 , 以 及 相应 关于 完备 
性 和 关于 级 数 展开 的 定理 , 都 将 在 5.14 节 中 说 明 , 这 里 , 我 们 只 注意 下 述 正 交 性 : 
任意 两 个 属于 不 同 本 征 值 Xi, 和 x 的 本 征 函 数 w,wk 正 交 ; 即 


// vivkdzdy = 0. 
G 


和 以 前 一 样 , 这 一 关系 可 以 根据 从 (22) 式 应 用 格林 公式 和 边界 条 件 u = 0 而 得 的 
公式 
(Ai — Ak) If vivkdrdy = 一 [fan — viAvk)drdy = 0 


来 证 明 . 
对 于 任意 预 给 的 初 条 件 w(z,y,0) = f(z,y), ue(z,y,0) = g(x,y), 一 紧 绷 着 的 自 
由 振动 的 膜 的 运动 可 以 表达 按 本 征 函数 展开 的 级 数 


oo 
u(z,y,t) = D Un (T, Y)(an COS Vnt + bn sin Vnt), (23) 


n=1 


其 中 的 系数 on, bn 由 初 条 件 及 公式 
an 一 If f(x, y)Un(z, ydrdy, bn = =// g(x, y)Un(z, y)drdy 


确定 . 在 推导 这 一 结果 时 , 我 们 假设 级 数 (23) 收敛 并 可 逐 项 微分 足够 多 次 . 

如 果 预 给 的 边 条 件 的 形式 是 9u/6n = -cu (这 条 件 表示 膜 与 边界 弹性 地 相连 )， 
情形 也 类 似 . 这 里 , o 是 一 个 正 的 量 , 一 般 是 边界 上 位 置 的 函数 . 这 情形 的 本 征 值 问 
题 可 以 和 上 面 完 全 一 样 地 来 表述 , 其 初 值 问 题 的 解 可 以 同样 利用 展开 定理 求 得 . 这 
里 的 本 征 值 是 正 数 . 为 了 证 明 这 一 点 , 以 v 乘 方程 (22) 然后 在 G 上 积分 , 用 格 
林 公 式 (5.1 节 ) 并 注意 边界 条 件 ov + Ov/On = 0, 立 得 


入 J i) Pidy J j (v2 + v2)drdy + f ov?ds. 
G G 工 


和 以 前 一 样 , v = VA 是 相应 的 本 征 振动 的 频率 . 属于 不 同 的 本 征 值 和 ; 和 A 
的 本 征 函 数 也 是 正 交 的 . 

用 适当 的 装置 , 可 以 得 到 自由 膜 的 极限 情形 c = 0. 有 趣 的 是 , 虽然 所 有 其 他 边 
界 条 件 都 导致 正 的 本 征 值 , 这 情形 却 容许 = 0, 所 属 的 本 征 函 数 v(z,y) = 常数 . 
5.5.2 ” 受 迫 运动 


由 微分 方程 
Au = Utt 一 Q(z, Y, t) (24) 
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所 表示 的 一 个 膜 的 强迫 运动 可 以 用 5.3.2 小 节 中 的 方法 来 处 理 ， 我 们 可 以 把 外 力 

Q(z, y, t) 和 所 要 求 的 函数 ulz, y, t) 都 表 成 按 自由 振动 膜 的 本 征 函数 vn,(z,y) 展开 

的 级 数 : Q(z, Y, t) BE X qn(t)vn(z, y) 和 u(x, y, t) = >》 un(t)vn(z, y); 然后 从 微分 
n=1 n=1 

方程 


tin 十 AnUn = Qn 
定 出 系数 un(t). RA, 假定 有 一 周期 性 的 外 力 , 我 们 把 Q Alu RAR RAR, 这 时 
我 们 只 需 解 一 特殊 的 形 如 (24) 的 方程 , 其 中 外 力 是 一 个 简单 的 周期 函数 ola, yet, 
解 的 形式 则 为 v(z,y)ei2t, 函数 v(z,y) 满足 微分 方程 
Av + Av = y(x, y) (A = w?). (25) 


这 方程 可 以 用 依 本 征 函 数 展开 的 方法 来 求解, 令 oley) =X moni 系数 yn 由 5.3 
n=1 


节 末 尾 一 段 所 述 方法 可 定 为 
(A = w), 


其 中 cn = If pundrdy. 
5.5.3 Pe 

在 弦 或 杆 的 情形 中 ， 使 本 征 函 数 w 为 零 的 那些 点 特别 有 意思 ; 它们 称 为 所 
属 本 征 振 动 wuneirnt 的 节点 ， 同样, 在 膜 的 本 征 振动 中 有 所 谓 节 线 , 它们 就 是 曲线 


vn(z,y) = 0. 在 本 征 振动 中 , 沿 这 些 曲 线 一 一 节 线 一 一 膜 是 静止 的 . 现在 我 们 来 
讨论 几 个 例子 ( 尚 可 参见 第 6 章 6.6 节 ). 


5.5.4 ERIA 
si En pe 因此 引出 一 些 特殊 问题 . 这 里 我 们 要 讨论 
关于 所 占 区 域 为 G(0 < z < < b) 的 矩形 膜 的 一 些 特 殊 问 题 . 与 边界 条 


件 v=0 或 iu/pn = EL 在 前 一 情形 
rh, KEMA a = 2? (7 aa =) (nm = 1, 2,3,---), 相应 的 但 未 规 一 化 的 本 征 函 


数 为 sin (272) sin (ZY), 在 后 一 情形 中 , 本 征 值 为 = r? (+) (nm = 
0,1,2,-++), 相应 的 本 征 函数 则 为 cos (2) cos (TEE); 如 前 面 所 指出 , A = 0 在 这 


里 也 是 一 个 本 征 值 (注意 ， 本 由 膜 的 本 征 函 数 对 
x 和 y 微分 得 到 ). 

这 样 得 到 的 本 征 函 数 己 经 是 这 问题 的 本 征 函数 的 全 部 这 一 点 可 以 从 sin(nzrz/ 
a) sin(mmy/b) 是 区 域 G 内 的 一 完备 正 交 函数 组 , 因此 不 可 能 再 有 一 个 和 它们 正 交 
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的 函数 存在 这 一 事实 看 出 . 任何 另外 一 个 本 征 函 数 , 如 果 它 的 本 征 值 不 同 于 上 述 的 
A, 则 这 函数 就 要 与 所 有 上 述 的 正弦 乘积 正 交 ; 如 果 它 的 本 征 值 同 于 上 述 入 之 一 , 并 
且 它 不 是 这 一 本 征 值 所 属 的 诸 正弦 乘积 的 线性 组 合 , 那么 从 它 减 去 这 些 正弦 乘积 的 
一 个 适当 的 线性 组 合 , 就 可 得 一 函数 和 这 些 正弦 乘积 以 及 其 他 正弦 乘积 正 交 . 所 以 ， 
任何 一 新 的 本 征 函 数 必 恒 等 于 零 . 

其 他 如 展开 定理 等 相当 于 两 个 变数 的 傅 氏 级 数 的 情形 , 这 些 我 们 在 第 2 章 中 
已 讨论 过 . 

我 们 所 讨论 的 例子 显示 , 在 膜 的 情形 中 , 重 本 征 值 极 易 出 现 . 只 要 矩形 的 边 长 
ZHE a:b 是 有 理 数 , 方程 nz/a2 + m/b = n/a? + m/e 就 可 能 有 不 为 零 的 
KR mn m,n, 于 是 就 有 重 本 征 值 出 现 . 例如 G 是 一 个 正方 形 a = b= nr, 则 
m 二 n,n’ = m 就 是 这 样 的 解 , 相应 于 边界 条 件 u = 0 的 本 征 函 数 则 为 sin mz cosny 
及 sinnzsinmy. TH, 在 正方 形 区 域 的 情形 中 , 一 本 征 值 的 重 数 问题 就 化 为 数论 的 
问题 : 有 多 少 种 不 同 的 方法 可 以 把 一 个 数 v? 表 为 两 个 平方 之 和 1 一 = n?+m?? 

本 征 函 数 sin nz sin my 的 节 线 为 平行 于 坐标 轴 的 线 . 但 在 重 本 征 值 的 情形 中 ， 
许多 其 他 的 节 线 可 以 出 现 . 正方 形 情形 中 的 函数 asin mesinny + Bsinnzsin my 的 


十 


Un+BUn Uiz+ Un 
O} H xx 
Uis + Uz Uis+ 寺 Ua Us— -2Us, Uy3— Us 
FERS RS 
Da 十 村 Da Un + Us 
SS 
Vt tt Ua 


图 3 正方 形 膜 的 节 线 


1) 关于 这 方面 可 参考 Dirichlet-Dedekind. Vorlesungen über Zahlentheorie. 868 第 四 版 , Braun- 
schweig: F. Vieweg und Sohn, 1894 出 版 , 164-166 页 . 
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零 值 就 是 一 个 例子 . 从 下 面 的 图 形 V, 可 以 看 到 一 些 典型 的 例子 . ROPE um 代表 
函数 sin mz sin ny. 


5.5.5 AKR, NERAK 
圆 形 膜 的 情形 也 可 以 明晰 地 处 理 . 我 们 假定 圆 的 半径 为 1. 
这 一 本 征 值 问题 的 微分 方程 用 极 标 可 写 为 
Urr + tr + Tvoo 十 Xu 一 0， (26) 
(参看 第 4 章 4.8.2 小 节 ). 如 前 , 如 果 是 紧 绷 的 膜 , 则 边界 条 件 为 v(1,9) = 0. 如 果 
令 u(r, 0) = f(r)h(6) 以 试 解 方程 (26), 我 们 立 得 关系 


(410) + SFM) y 


f(r) EOR 


由 于 v(r, 0), AZ h(0), 4 
值 的 , 常数 c 应 等 于 n?,n 是 任何 不 小 于 零 的 整数 . 于 是 我 们 得 


h(0) = acosné + bsin nð, 


而 f(r) =y 则 满足 
rey” 十 ro 十 (r2 和 一 mn2)7 一 0. (27) 
现在 的 问题 是 找 本 征 值 和 , 使 这 微分 方程 有 一 解 满 足 边界 条 件 f(1) = 0 并 在 
r= 0 连续 . 作 变换 rVA = pA 4 0), MS 入 = k? 而 有 kr = p, 方程 即 (27) BA 


2 
Tit pat (Io ge) Une 
这 贝 塞 尔 方程 的 解 称 为 贝 塞 尔 函 数 ， 贝 塞 尔 函数 无 论 在 数学 分 析 或 数理 物理 中 都 
起 特殊 重要 的 作用 , 我 们 将 在 第 7 章 中 详细 研究 它 . 现在 只 需 指 出 , 我 们 可 用 震级 


数 y(p) = 3 ampm 求 得 方程 (28) 之 解 
m=0 
p? p* 
U0) = IO) = seni rr GRD 
我 们 称 它 为 第 n 级 的 贝 塞 尔 函 数 , 很 容易 用 简单 的 判别 法 看 出 这 级 数 对 于 p 的 任 


何 值 都 收敛 , 也 就 是 说 , 贝 塞 尔 函 数 Jno) 是 整 超越 函数 . 在 n = 0 的 特殊 情形 , 我 
们 有 级 数 展 开 


p? pt ls 
a 
Jo(p) A + 3242 — 224262 十 


1 其 中 一 部 分 摘自 Pockels 的 蔬 ( 见 参考 文献) 
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注意 , 从 级 数 展开 立刻 可 得 的 关系 
Jole) = -J (p). (29) 
我 们 可 以 把 (27) 式 的 解 写 成 
Yn = Jn(kr) (k? =A), (30) 


常数 k 由 边界 条 件 y,(1) = 0, 即 Jn(k) = 0 决定 . 因此 (27) 式 的 本 征 值 = k? 就 
是 贝 塞 尔 函 数 的 零点 的 平方 . 关于 这 些 零点 存在 的 问题 以 后 我 们 将 加 以 证 明 . 每 一 
函数 J, 实际 上 有 无 穷 多 个 实 零点 , 我 们 用 knm(m = 1,2,3,---) 来 表示 它们 . 用 了 
这 样 的 符号 , 本 征 函 数 就 可 以 写成 


Jn(kn,mr)(a cos né 十 Dsinmnb). 


这 式 中 的 常数 a 和 8 尚 还 是 任意 的 . 这 指示 出 , 除了 属于 n = 0 的 本 征 函 数 外 ， 
所 有 本 征 值 都 至 少 是 二 重 的 , 因 它们 附属 有 两 个 线性 无 关 的 本 征 函 数 J, cosnd 和 
Jn sin nO. 这 些 本 征 函 数 的 节 线 是 一 些 园 : p = 常数 和 一 些 径 线 : 9 = 常数 . 本 征 振 
动 由 下 式 表示 

u = Jn(kn,mT)(a cos né + B sin nO)(a cos kn. mt + bsin kn mt). 


对 于 更 为 普遍 的 边界 条 件 Ou/dr = culo 为 常数 ), 差不多 所 有 上 面 的 讨论 都 保 
持 不 改 . 但 决定 本 征 值 的 边界 条 件 稍 有 不 同 , 它 应 该 是 


kJL(K) = —oJn(k). 


函数 Jn(kn mr) 是 膜 的 全 部 的 本 征 函 数 . 我 们 可 以 这 样 来 证 明 : 注意 每 一 本 征 
函数 v 都 是 9 的 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 并 且 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 . 因此 它 可 
以 展 为 傅 里 叶 级 数 S 

u(r, 0) = oe fn(r)e'™®. 


n= 一 00 


把 这 级 数 代入 方程 (26) F, 我 们 立刻 看 到 每 一 项 falir)? 都 独自 满足 微分 方程 . 
从 普遍 的 展开 定理 知道 , 一 个 函数 w(7,9), 如 果 在 边界 上 等 于 零 而 且 在 圆 内 连 
续 并 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 , 那 它 就 可 以 展 为 一 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 


w(r, 0) = anmJn(kn,mr) cos n(8 — On m)- 
n,m=0 
例如 , Rw 与 9 CK, 那么 上 述 展开 就 表示 , 任意 一 个 r 的 函数 , 只 要 它 当 > = 1 
时 为 零 并 且 在 区 间 O<r<1 中 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 , 那 它 就 可 以 在 这 区 间 中 依 
贝 塞 尔 函 数 Jo(ko,mr) 展开 . 


5.5 膜 的 振动 - 247 . 


从 膜 的 方程 的 本 征 函 数 的 普遍 正 交 关系 出 发 , 对 9 积分 , 可 得 贝 塞 尔 函 数 , 或 
函数 (30) 之 间 的 正 交 关系 


1 
f rJn(knat)In(Kagr)dr =0 (#5). 
0 


这 关系 也 可 以 用 现 已 熟悉 的 方法 直接 从 方程 (27) 导出 . 显然 , 这 种 正 交 关系 对 于 更 
普遍 一 点 的 边界 条 件 kJ/(k) = —o Jy (k) 也 还 是 对 的 . 
要 把 函数 (kn,m7) 规 一 化 , 可 用 关系 


1 
2 /Rnrtr = IR(H), (31) 
0 
它 的 证 明 如 下 : 以 ry R Jn(kr) = y 的 微分 方程 
nr n? 
(ry ) + (r#?- =) y=, 
并 由 0 积分 至 r. 分 部 积分 后 得 关系 
2k? if ry?dr = (ry’)? + (r?k? — n?)y?. 
0 


& r=1 并 注意 y(1) = mlk) = 0 即 得 方程 (31). 
于 是 函数 
V2 


元 (kamt) 


就 是 方程 (27) 的 规 一 化 的 本 征 函 数 . 关于 贝 塞 尔 函 数理 论 的 其 他 结果 , 读者 可 参 
看 第 7 章 或 这 方面 的 专著 . 


5.5.6 ”不 均匀 的 膜 
不 均匀 的 膜 的 微分 方程 


pAu + pris + pyty — qu = p(x, y)ute, 


(其 中 p,p 在 G 内 都 是 正 的 ) 也 导致 一 本 征 值 问题 . 与 5.3 节 中 的 普遍 施 图 姆 - 刘 维 
尔 问题 类 似 , 这 问题 也 是 要 决定 和 的 值 , 使 微分 方程 


L{v] + Apu = pAv + pervs + pyvy — qu +Apv =0 


有 一 规 一 化 的 并 满足 预 给 的 齐 次 边界 条 件 的 解 . 借助 格林 公式 


Ra — viLlv2]}drdy = f (= 如 _ ng) de Gn 
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[ 见 本 章 公式 (5a)], 我 们 得 到 正 交 关 系 


f j pvivjdzdy = 0, 
G 


vi vj 是 对 应 于 不 同 本 征 值 Xi, Xi 的 本 征 函 数 . 我 们 一 般 这 样 来 定 本 征 函数 , 使 函数 
VPvi 成 一 正 交 规 一 系 , 即 
J pu2dzdy = 1. 
G 
在 5.14 节 中 , 我 们 将 从 一 普遍 的 观点 来 处 理 关 于 本 征 值 的 存在 , 完备 性 和 展开 定理 
等 问题 . 这 些 定理 断言 , 一 个 有 一 、 二 阶 连续 微 商 并 满足 边界 条 件 的 函数 f(z,y) 可 


L a : = > n\t, Yj, = n . 
以 展 为 一 级 数 : f D (x,y), €n [fore drdy 


5.6 板 的 振动 


5.6.1 ”概述 
由 一 均匀 板 的 振动 的 微分 方程 
Adu + un = 0, 
& u = v(x, y)g(t), g(t) = aetivt 或 g(t) = acosvt + bsin vt, 可 得 本 征 值 方程 
AAv—dAv=0 (A= ww). (32) 


作为 边界 条 件 的 我 们 可 取 


Ov 
w=0, 守 =0; 即 w=0, 字 = 0 


(REHA) 对 应 于 两 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 的 正 交 性 可 以 用 5.1 节 中 同样 的 方法 
(用 格林 公式 ) 来 证 明 . 唯一 主要 的 区 别 是 : 现在 的 本 征 值 问题 由 两 个 齐 次 边界 条 件 
来 表征 , 这 是 由 于 问题 中 的 偏 微分 方程 是 四 阶 的 原故 . 
5.6.2 AKAR 

从 分 析 的 角度 来 看 , 板 的 问题 要 比 膜 难 一 些 . 例如 , 矩形 边界 的 情形 就 不 能 用 
熟悉 的 函数 来 处 理 . 唯一 已 经 明显 地 处 理 了 的 边界 是 圆 . 引进 极 坐 标 ”2, 我们 又 
复 得 到 贝 塞 尔 函 数 . 令 和 = kt, 可 以 把 微分 方程 用 符号 形式 写 为 


(AA — k*)u =0 


或 
(A — k?)(A + k?)v =0, 


5.7 关于 本 征 函 数 法 的 一 般 性 问题 - 249. 


:其 中 算 子 ARR 


假定 把 v FRAG BMH RR: 
v= 3 on 人 (r)eine， 


则 级 数 的 每 一 项 都 必 满 足 微分 方程 ; 换言之 , yn 必须 是 
œ ld rn d ld r? 
(atig t-e) (Getta rt) 
的 解 . 我 们 可 以 找到 这 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 而 且 在 r= 0 是 正规 的 解 : Ja(kr) 
和 J,(ikr),i= V-I. 于 是 函数 
v(r, 9) = Jn(kr)(a; cosn8 + bı sin nð) + Jn (ikr)(a2 cosnb + b2 sin n8) 


是 (32) 的 解 . 要 满足 边界 条 件 v(1,0) = 0, v,(1,0) = 0, 必须 
Jn(k)al 十 J, (ik)a2 = 0, Jn(k)bı F Jn(ik)b2 =0, 
Ji (k)ay +iJ)(ik)ag =0, J! (k)bi + iJ! (ik)bz = 0. 


因此 , AGES k 满足 超越 方程 
用 人 _ (ik) 
Jn(k) h(ik) 
其 中 虚 单位 事实 上 不 再 真 的 出 现 这 一 点 , 可 由 贝 塞 尔 函数 的 级 数 展开 看 出 . 对 于 详 
细 情 形 , 读者 仍 须 参考 文献 


5.7 关于 本 征 函数 法 的 一 般 性 问题 


在 讨论 了 上 面 的 一 些 例子 之 后 , 我 们 现在 来 阐明 这 方法 的 核心 内 容 . 
5.7.1 ”振动 及 平衡 问题 


令 G 为 空间 自 变数 z,.… 的 一 个 区 域 ; 它 可 以 是 r 轴 上 的 一 个 区 间 , 也 可 以 是 
c—y 平面 上 , 或 xz,y,z 空间 中 的 一 个 具有 分 段 平 滑 的 边界 的 区 域 . 设 有 一 充满 这 
区 域 的 连续 体 , 其 状态 由 一 函数 v(z,… ;t) 表征 ; u 恒 等 于 零 相 当 于 稳定 平衡 . 设 
Llu] 是 由 于 系统 的 势能 的 变化 而 引起 的 在 G 内 确定 的 一 个 自 伴 线性 微分 式 , 它 包 
含 空 间 变 数 r,- .p(z,…) 是 质量 密度 . 亦 为 给 定 的 空间 的 函数 Qla,- ,t) 是 给 
定 的 外 力 . 我 们 的 目的 是 去 找 微分 方程 
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Llu] = pun- Q (33) 
的 解 , 它 满足 预 给 在 G HURT 上 不 含 时 间 的 齐 次 边界 条 件 , 以 及 由 关系 
u(x,-++;0)=¢(z,-+-), us(z,-++ ;0) = pz,*…) 


所 表示 的 预 给 的 初 态 . 我 们 并 设 所 有 出 现 的 微 商都 是 连续 的 . 

平衡 的 情形 相当 于 假设 所 有 函数 都 与 t 无 关 , 并 且 没 有 初 条 件 . 这 样 我 们 就 得 
到 一 个 平衡 的 边 值 问题 , 而 不 是 初 - 边 值 混合 的 振动 问题 . 

从 自由 运动 中 , 也 就 是 说 从 齐 次 微分 方程 


Liu] = pute (33a) 


的 合 于 预 给 齐 次 边界 条 件 的 解 之 中 , 我 们 通过 “同步 ”: u = v(z,---)g(t) HER, 
区 别 出 所 谓 本 征 振动 . 每 一 个 这 种 本 征 振动 有 一 常数 和 与 之 相伴 . 这 常数 即 本 征 值 ， 
ett + X9 = 0, AZ 
g(t) = a cos VAt + bsin VAt, 

并 且 

Liv] + Apu =0, (34) 
其 中 v 必须 满足 上 述 为 u 而 设 的 边界 条 件 . 这 种 特殊 性 质 的 问题 称 为 本 征 值 问题 ， 
它 的 内 容 是 定 参 数 和 一 一 本 征 值 一 一 使 齐 次 微分 方程 (34) 在 预 给 的 边 条 件 之 下 ， 
有 非 零 解 (本 征 函 数 ). 于 是 满足 原 方程 (33a) 的 解 就 具有 以 下 形式 


u = (acos VAt + bsin VAt)u(z,……). 


在 有 限 区 域 G 的 情形 , 下 述 事 实 一 般 都 是 对 的 : 本 征 值 入 成 一 可 数 的 无 穷 序 
列 和 1,X2,…. 有 一 组 相伴 的 本 征 函 数 v1,v2,… , CRB 2 章 2.1 节 中 所 述 意 义 下 
的 完备 组 , 各 函数 满足 正 交 关系 ?) 


1 pvivgdr =0 (iÆk), 
G 


| pu2dr = 1. 
G 


此 外 还 有 展开 定理 : 每 一 具有 连续 Lw) 的 函数 w, 如 果 满 足 预 给 的 齐 次 边界 条 件 ， 
就 可 以 依 本 征 函 数 展 为 一 个 绝对 并 一 致 收敛 的 级 数 : 


co 
w= > 人 f pwv dr. 
v=1 G 


1) 符号 人 fdr 的 意思 是 把 函数 f(z,… ) ERR G 上 积分 . 


5.7 关于 本 征 函 数 法 的 一 般 性 问题 -251- 


根据 这 些 性 质 一 一 对 每 一 问题 都 需要 加 以 证 明 (参看 5.14 节 ) 一 一 我 们 得 到 
一 无 穷 序列 的 本 征 振动 (acos VXvt + bsin VAt)(z,…). 从 这 些 本 征 振动 我 们 得 到 
(33a) 的 初 值 问题 的 解 , 只 要 适当 地 选 常数 ov, bv: 


ay = i: pyuydr, b= 元 人 pv dr. 
对 于 非 齐 次 方程 (33), 假定 边界 条 件 是 齐 次 的 (这 假定 并 不 损伤 结果 的 普遍 性 ; 
这 一 点 在 5.1 WA 5.2 节 中 已 讨论 到 ), 那么 问题 的 解 v(z,…: ; 就 可 以 用 定 u 对 
vw 的 展开 系数 w(t) 的 方法 求 出 . 这 方法 就 是 : 以 v, R (33) R, 把 所 得 式 子 在 G 
上 积分 , 然后 用 5.1 节 中 的 格林 公式 (5a) 变换 左 方 , 并 应 用 边界 条 件 及 vo WATE 
值 方程 (33), 得 
Fv + ww = Qt), 
其 中 Q(t) 是 已 知 的 Q(zx,… t)! Wu 的 展开 系数 . 这 方程 的 一 个 特 解 是 
Ww = =f Qu(T) sin JA, (t — T)dr. 
用 这 些 系数 作出 的 函数 是 (33) 的 一 个 特 解 . 所 有 其 他 的 解 可 以 从 这 特 解 加 上 (33a) 
的 一 个 解 得 到 . 因此 所 要 讨论 的 初 值 问题 化 为 解 齐 次 方程 (33a). 
平衡 问题 , 即 微分 方程 
Llu] = -Q(z,---) 
在 齐 次 边界 条 件 下 的 边 值 问题 , 也 可 以 用 本 征 函 数 的 方法 来 处 理 . 我 们 同样 得 到 方 
程 yy = QV, 从 它 求 出 所 要 的 解 u 对 w 的 展开 系数 


YW = x f Quar. 
于 是 按 展开 定理 , 解 为 ` 
Up 
u= > x | Qwar. 
如 果 在 这 式 子 中 , 积分 和 求 和 可 以 对 调 , 我 们 就 会 得 到 一 个 函数 
K(2,-+* ,€,.…)= > 


v=1 
用 它 可 以 把 边 值 问题 的 解 写 为 
= 人 GE idT， 
其 中 的 积分 变量 是 £.…. 这 个 函数 K MA Llu] 的 “格林 函数 ”. 在 5.14 节 中 我 们 


要 用 很 不 相同 的 方式 来 表征 它 . 它 并 将 成 为 比 现在 的 形式 做 法 更 深入 一 些 的 研究 
的 出 发 点 . 
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5.7.2 ”热传导 及 本 征 值 问题 


热传导 的 理论 同样 也 导致 本 征 值 问 题 . 适当 地 选择 时 间 和 长 度 的 单位 , 热传导 
方程 可 写 为 
L{u] = Ut; 
其 中 心 表示 温度 , 为 位 置 (z,y,z) 和 时 间 t 的 函数 . 从 一 边界 面 为 工 的 均匀 物体 G 
向 周围 温度 恒 等 于 零 的 无 穷 媒质 的 热 辐 射 在 表面 F 上 可 以 用 边界 条 件 


0 
dr ee 


On 
来 表征 , 其 中 o 是 一 个 正 的 物理 常数 . 这 条 件 说 明 这 样 的 情况 : 沿 内 法 线 方 向 的 温 
度 变化 率 和 由 物体 外 部 到 内 部 的 温度 跃 变 成 正比 . 我们 要 找 热传导 方程 的 一 个 解 ， 
使 它 满足 这 一 边界 条 件 和 预 给 的 , 在 上 = 0 时 的 初 条 件 . 

把 u SA u=v(z,y,z)g9(t), 立 得 方程 
=U ES 

v 9 
因此 我 们 就 有 了 下 面 的 关于 v 的 本 征 值 问题 : 在 G 内 工 w] +Av = 0, 在 表面 上 
ðv/ðn + ov = 0; 对 于 一 本 征 值 和 及 其 本 征 函数 v, 微分 方程 的 相应 解 具有 形状 


u = QUe 一 At. 


利用 展开 定理 可 以 使 解 满足 一 给 定 的 初 态 , 即 , 使 u(x, y, z; 0) 等 于 一 任意 给 定 的 函 
数 plz, y, z), 这 函数 在 G 内 连续 并 有 连续 的 一 、 二 阶 微 商 , 而且 满足 边界 条 件 . 
为 如 果 本 征 函 数 Xi, M2,… 及 其 相 属 的 本 征 值 1, 和 2,… 成 一 完备 系 , 那么 所 求 的 
解 就 可 以 由 公式 

u(z,y,z;t) = >> cnUa(x,y,z)e >" 


n=1 


给 出 , 其 中 cn = /anaoaz 


附带 提 一 下 , 由 于 本 征 值 和 是 正 的 这 一 特性 , 解 uly, zt) 当 t 增加 时 渐 近 地 
BTS, 正如 问题 的 物理 性 质 所 预期 的 那样 . 
如 果 考 虑 的 不 是 热传导 的 齐 次 方程 而 是 非 齐 次 方程 


L{u] = ue — Q(z, y, 2), 


其 中 假定 了 函数 Q 不 含 时 间 , 那么 在 与 前 相同 的 u 的 边界 条 件 下 , 用 我 们 的 一 般 
方法 可 得 一 解 , 这 解 当 t 一 co 时 变 成 方程 


Llu] = -Q(z, Y, z) 
的 相应 边 值 问 题 的 解 . 


5.8 三 维 连续 体 的 振动 、 分 离 变数 法 - 253 . 


5.8 三 维 连续 体 的 振动 、 分 离 变 数 法 


在 三 维 连续 体 的 振动 理论 (例如 声学 、 弹 性 学 或 电动 力学 ) 中 ， 要 处 理 的 方 
程 是 
Au = Utt, 
其 中 Au 是 含 三 个 变数 的 势 表示 式 . 这 方程 所 引起 的 边 值 问题 是 方程 
Au+Au=0 


加 上 相应 的 齐 次 边界 条 件 . 

常常 有 这 样 的 情形 : 基本 区 域 的 特殊 形状 容许 我 们 把 这 边 值 问题 的 解 的 变数 
作 进一步 的 分 离 . 因此 得 到 包含 较 少 个 自 变数 的 若干 新 边 值 问 题 . 

下 述 情形 就 是 一 个 例子 : 在 z-y 平面 的 区 域 G 上 立 起 一 个 两 端 以 平面 z= 0 
和 z=r 为 界 的 柱 形 区 域 . Mu=0 为 边界 条 件 . ARK u = f(z)v(z, y), 这 问题 立 
刻 可 以 化 为 平面 区 域 G 上 的 相应 问题 而 我 们 得 到 


-E= a = 常量 
f = sin Vkz 


其 中 = 12,22,32,.… v 的 方程 为 Av 十 (和 一 mn2)v = 0, 它 的 本 征 值 和 相应 于 平面 
区 域 G 的 本 征 值 只 差 -mn2 这 一 项 , 而 两 者 的 本 征 函 数 则 全 同 . 

像 以 前 屡次 说 过 的 那样 , 可 以 从 本 征 函 数组 的 完备 性 知道 我 们 所 得 到 的 就 是 柱 
体 问题 在 所 给 边 值 下 的 全 部 本 征 函 数 . 

如 果 柱 体 树立 在 一 矩形 区 域 上 , 那 区 域 就 是 一 个 矩形 六 面体 , 例如 0 < zx,y,z < 
r 的 立方 , 这 时 我 们 得 到 本 征 值 2 + m? + n2(l,m,n = 1,2,3,---) 和 本 征 函 数 
sin lz sin my sin nz. 

作为 另 一 个 例子 我 们 考虑 . 一 个 半径 为 1 的 圈 球 区 域 r? +y +227 < 1 的 振动 
方程 . 引入 球 极 坐标 " 0,0, 振动 方程 变 为 (参看 第 4 章 4.8.2 小 节 ) 

1 


z ð 2 .， ð 
Au 十 Xu = and Es ur sind) + 3 ( 


Up 
sin 
假定 我 们 要 找 形式 为 u=Y(0,0) f(r) 的 解 , 即 得 


(r? f’)' + Ar?f a 1 0 Yo KA es 
f ~ Ysin@ | dy \sind + 5g odn =e 


k 为 一 常数 . 常数 k 必须 这 样 决定 , 使 微分 方程 


hee eee _ 


) + J (uo sing)| 十 Xu 一 0. 


. 254 . 第 5 章 ”振动 和 本 征 值 问题 


有 一 个 在 整个 球面 上 连续 的 解 . 所 以 这 解 必 须 是 o 的 周期 函数 , 周期 为 2r, 并 且 在 
9==0 和 09=" 处 正规 ( 即 在 这 两 点 函数 都 趋 于 一 与 无 关 的 极限 ). 在 7.5 TPR 
们 将 看 到 , 这 一 要 求 只 有 在 =n(n 填 1)(n = 0,1,2,…) 时 才 得 到 满足 ; 这 时 , 解 是 
球 调 和 函数 Y,(9, yp)( 参 看 一 下 5.9 节 ). 对 于 f(r) 我 们 有 方程 


(f'y) — n(n + 1)f +r? f =0, 
它 的 在 + = 0 为 正规 的 解 是 函数 


Sn(VXr) = a 
(参考 5.5 节 和 5.10 节 ). 现在 我 们 来 从 边界 条 件 定 参 数 A. 例如 边界 条 件 是 u = 0, 
WW > 由 方程 Jayi (WA) = 0 RE. 令 An,1, Ane, 表 这 方程 的 根 , 我 们 得 到 边 值 问 
题 的 解 u = Yn(0,9)Sn(\/Anar). 在 第 7 章 7.5 节 中 我 们 将 证 明 , 这 些 解 形成 一 完 
备 正 交 系 , 因此 也 就 给 出 微分 方程 的 全 部 本 征 函数 及 本 征 值 . 


Jn+h (VAr) 


5.9 本 征 函 数 和 势 论 中 的 边 值 问题 


势 论 中 的 边 值 问题 是 : 决定 一 函数 u, 使 它 在 区 域 G 的 内 部 满足 微分 方程 
Au = 0, 在 边界 上 取 预 给 的 值 . 按照 5.1 节 和 5.2 节 中 所 述 , 这 可 以 化 为 在 边 值 条 件 
u=0 下 解 非 齐 次 方程 Av = f 的 问题 . 后 者 可 用 5.7 节 中 把 f Alu 按 方程 


Av+Av=0 


的 本 征 函 数 展 开 的 方法 来 求解 . 但 对 于 适当 的 特殊 区 域 C, 我 们 可 以 改 用 较 简单 的 
方法 : 分 离 变 数 把 问题 中 自 变量 的 数目 变 少 . 下 面 我 们 用 几 个 重要 的 例子 来 说 明 这 
步骤 . 


5.9.1 圆 、 球 、 球 壳 


我 们 先 看 两 个 自 变量 的 情形 ; 取 半 径 等 于 1 以 原点 为 心 的 圆 为 G. 用 极 坐 标 写 
Au 可 得 下 述 边 值 问题 : 求 方程 


r(ruwr)r 十 Wep 一 0 


在 预 给 边 值 v(1,p) = f(y) 条 件 下 的 解 , 此 处 f(y) 是 一 个 周期 为 2r 并 具有 分 段 连 
续 一 阶 微 商 的 连续 周期 函数 . 假设 我 们 暂时 不 管 边界 条 件 而 要 求 找 这 齐 次 方程 的 
形 如 u = v(r)w(y) 的 解 , 则 它 和 通常 情形 一 样 引 到 本 征 值 问题 


w” + Xu = 0; 


5.9 本 征 函 数 和 势 论 中 的 边 值 问题 + 255 - 


边界 条 件 为 周期 条 件 w(0) = w(2r), w (0) = w (27). 这 问题 的 本 征 值 是 入 = n? (n 
为 整数 ),， 相 属 的 本 征 函 数 为 w = an cosny + basinny. 对 于 v(7) 我 们 得 到 方程 
r(rv’)' —n?v =0;v = r" M v =r” 是 这 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 于 是 我 们 得 到 
原 方程 在 圆 内 为 正规 的 特 解 


(an cosny + bn sinny)r”, 


其 中 cos 和 bm 是 任意 常数 (这 些 解 的 特征 也 可 以 这 样 刻画 : 它们 是 微分 方程 Au = 0 
的 解 , 而 且 是 > Ay 的 n 次 齐 次 整 有 理 函 数 ). 
按 傅 氏 级 数 的 理论 , 我 们 可 以 用 又 加 的 手续 得 到 这 边 值 问题 所 要 的 解 


u= 3 r” (an cosny + bn sin ny), 
n=0 
系数 a,b 是 预 给 边 值 的 傅 氏 系数 (参考 第 4 章 4.2 4). 
三 维 的 情形 与 此 十 分 相似 . 取 单 位 球 zz + y? + 22 < 1 作为 G; 这 时 , 出 现 的 
就 不 是 三 角 函 数 而 是 拉 普 拉 斯 的 球 调和 函数 . 事实 上 , 用 极 坐标 ", 9,w 可 以 把 方程 
变 为 


1 1 
2 ce 一 -一 一 一 H — 
(r ur)}r + sin? uve + ing sin 6)g = 0, 


再 设 u = v(r)Y (6,0), 即 得 v 之 微分 方程 
(r2v’)’ — Xu = 0, (35) 


它 的 通 解 是 


v 一 cr"! 十 cor®, 
cl ca 是 任意 常数 而 a, 02 则 是 二 次 方程 
a(aw 十 1) 一 入 


的 根 . 
关于 Y, 我 们 得 到 和 5.8 节 中 相同 的 本 征 值 问题 , 其 中 的 微分 方程 是 
1 


sin 6 


ATY +AY = ane | 
sin @ 


Yoo + (Yo sin 0)| 十 XY = 0; (36) 
和 必须 如 此 决定 , 使 这 方程 有 一 非 零 解 , 并 且 这 解 在 整个 球体 中 具有 直到 二 阶 的 连 
续 微 商 . 

对 于 Y(9, wp) 我 们 的 要 求 是 , 在 球 的 极点 9 = 0, 9 = 7, CEREM. 这 要 求 
的 正确 性 可 以 这 样 来 看 出 : 算 子 A 在 坐标 系 转动 下 是 不 变 的 , 而 7+ = 1 时 ABA 
A*, 故此 A* 在 坐标 转动 下 也 不 变 . 9 = 0,9 =r 之 所 以 是 方程 (36) HAAR, 完全 


- 256 . 第 5 章 振动 和 本 征 值 问 题 


是 坐标 系 的 一 种 特殊 选择 的 结果 . 因此 , 很 自然 地 要 求 球 的 两 极 是 函数 Y 的 正规 点 
(换言之 , 作为 球面 上 位 置 的 函数 , Y 应 处 处 满足 同样 的 正规 性 条 件 ). 

要 决定 本 征 值 和 及 相 属 的 本 征 函数 Y, 最 简单 的 方法 和 5.8 节 类 似 , 是 去 研究 
Au = 0 的 那些 是 x,y,z 的 n 交 齐 次 整 有 理 函数 的 解 v = Un. 把 这 些 解 用 极 坐 标 写 
RM Un =r"¥n(0,~), 就 可 以 看 出 Yn 是 方程 (36) 的 解 . 和 这 (2n+1) 个 Yn 函数 相 
应 的 本 征 值 算出 来 是 

A=n(n+ 1). 

在 第 7 章 7.5 节 中 将 证 明 , 这 样 定 出 来 的 函数 Yn 乃 是 我 们 问题 中 本 征 函数 的 
全 体 . 

还 有 , 我 们 可 以 证 明 完 备 性 和 展开 定理 , 证 法 和 对 于 施 图 姆 - 刘 维 尔 函 数 所 用 


的 相似 . 根据 展开 定理 , 把 解 疮 加 成 w= 》、anrnY。 就 可 以 找到 Au 一 0 的 一 个 解 


它 在 球面 上 取 预 给 之 值 

不 但 函数 = rnY, TWHu=r- vy, 也 是 Au = 0 的 解 ,虽然 后 者 在 零点 有 
一 奇 点 . 因此 把 rY, Mr Oy, PRR BI, 我 们 可 以 找到 Au = 0 的 一 个 解 它 在 
两 同心 球 上 取 预 给 的 值 , 在 两 球 壳 之 间 正 规 . 

如 果 特 殊 地 考虑 那些 只 与 9 有 关 而 与 p 无 关 的 球 调和 函数 (就 是 说 , 如 果 假 
E Y, = 0), 那么 微分 方程 的 形式 为 

H sinb)e + AY = 0. 

$ z= cos9, 这 方程 就 变 为 勒 让 德 多 项 式 的 方程 (参考 第 2 章 方程 (20)). 勒 让 德 多 
MA PP,(cos9) 是 球 调和 函数 的 一 种 特例 . 

如 果 我 们 考虑 球面 上 一 任意 区 域 G, 并 试 求 微分 方程 (36) 


A*Y +AY =0 
Zit Y(0,~), REE G 内 正规 , 在 G 的 边界 上 满足 齐 次 边界 条 件 (例如 要 求 函数 


在 那里 为 零 ), 那 我 们 就 得 到 球 调和 函数 的 推 质 . 属于 这 区 域 的 本 征 函 数 Vi, Yo, --- 
称 为 球面 调和 函数 0). 从 上 面 的 计算 可 知 , 如 果 a 和 和 之 间 满 足 关系 


af(aw 十 1)= 入 ， 


那么 函数 reY(9, pp) = v(z,y z) 就 是 微分 方程 Av = 0 的 解 , 它 在 以 球 心 为 顶点 以 
G 为 底 的 锥 体 中 ( 顶 多 除去 原点 ) 连续 . 


1) 参考 W. Thomson 和 P. G. Tait 合 著 的 Treatise on Natural Philosophy, 卷 一 . Cambridge: 
Cambridge University Press, 171-218 页 , 1886. 
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球面 调和 函数 的 方程 A*Y + AY = 0 是 普遍 微分 方程 


eg F? | ov Veg- dr Jeg- P 


的 一 个 特例 ; 这 普遍 方程 对 应 于 一 以 ds? = edz? + 2fdrdy + gdy2 为 线 元 素 的 任意 
曲面 . 在 第 4 章 4.8.2 小 节 中 , 我 们 注意 到 这 方程 的 不 变性 . 它 可 以 看 作 是 由 面 上 
一 “ 曲 形 膜 ”的 振动 方程 . 如 果 曲 面 是 一 个 球 , 那么 引用 极 坐 标 , 这 方程 就 变 为 方程 
(36). 


5.9.2 HERH 


另 一 个 能 够 明晰 地 解 出 的 例子 就 是 势 论 中 对 于 柱 形 区 域 的 边 值 问题 ; 柱 体 树立 
在 zx 一 y 平 面 的 区 域 G E, 以 平面 xz=0 和 z = r AR. 我 们 设 柱 体 侧面 上 的 边 值 
恒 等 于 零 , 在 两 个 底 平面 上 , 边 值 为 任意 的 可 以 两 次 连续 微分 的 函数 , 它们 在 两 底 
KWART ESSE. 现在 我 们 来 找 Au = 0 的 形 如 u = f(z)o(z, y) 的 解 , 并 如 前 得 
到 f Mv 的 微分 方程 f/f = cand =), 其 中 入 如 此 来 定 , 使 存在 一 在 上 等 
于 零 的 本 征 函数 v(x,y). 设 v1, vz, EMRE, Ar, A2- 为 相应 本 征 


值 , ABZ, 由 展开 定理 ， 我 们 就 可 以 定 出 无 穷 级 数 Dn eV"? + bye"? Jun (x, y) 


中 的 系数 on,bn ERAS z=0Al z=7 分 别 取 边 界 值 这 级 数 就 是 我 们 的 边 值 问 
题 的 解 , 只 要 它 本 身 以 及 将 它 逐 项 微分 一 次 和 二 次 (任意 对 z,y 或 z) 所 得 的 级 数 
一 致 收敛 . 


5.9.3 ” 拉 梅 问题 


在 实质 上 , 用 分 离 变 数 法 , 把 势 论 中 的 边 值 问题 约 化 为 单个 变量 的 函数 的 本 征 
值 问题 的 最 普遍 情形 的 共 焦 矩 形 六 面体 的 情形 . 所谓 共 焦 矩形 六 面体 就 是 这 样 的 
区 域 , 它 的 界面 是 : 两 椭 球 面 的 各 一 部 分 , 两 单 叶 双 曲面 的 各 一 部 分 和 两 双 叶 双 曲 
面 的 各 一 部 分 ; 这 些 面 都 属于 同一 共 焦 族 . 


2 


oy _ ,0Y ay _ ðY 
MO END cia 1 Oey ðr RE) os 


x? y 


+ + 
8—€, 3 一 ez 3 一 e3 
(参考 第 4 章 4.8.4 小 节 ). 差不多 所 有 通常 能 明晰 地 处 理 的 边 值 问题 都 可 以 看 做 是 
这 “ 拉 梅 ”问题 的 特殊 或 极限 情形 。 如 果 我 们 引用 椭 球 坐标 p = f(u), o = g(v),7 = 
h(w) ( 按 第 4 章 中 所 用 符号 )， 则 势 方程 AT = 0 成 为 
[g(v) — A(w)]Tuu + [f(u) — h(w)]Tov + [F(u) = 9(v)|Tww _ 0 
[9(v) — A(w)][F(u) — h(w)][F(u) — g(r)] 


=1 


AT = 
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显然 , 我 们 可 以 得 到 形 如 
T = U(u)V(v)W(w) 


的 解 , 如 果 我 们 能 够 找到 两 个 任意 常数 和 ,jy 使 下 面 三 个 常数 分 方程 得 以 满足 


U" + [Af(u) + HU = 0, (37) 
V” — [Ag(v)] + uv = 0, (38) 
W" + [Ah(w) + HW =0. (39) 


各 方程 中 的 变数 4,v,w 分 别 位 于 下 述 区 间 内 : 
U2 USU Vv w <w <w. 
这 些 区 间 是 由 下 列 条 件 定 出 来 的 : 
pa S flu) Sp, o2S gv) So mn Shw) <n. 
因此 , 六 面体 为 下 述 形式 的 条 件 所 确定 
Pi È P È P2 È 01 È 0 2 02 2n ZTT. 


以 坐标 p,o, 7 代替 u,v, w 并 一 般 地 以 s 表 自 变量 , Y 表 因 变量 , 这 时 方程 (37)， 
(38) 和 (39) 可 以 统 写 为 


Y '(s) dY 
ee) + oh at + (Ast w)¥ =0, 


其 中 
p(s) = 4(s — e1)(s — €2)(s — e3). 
这 方程 ( 拉 梅 方程 ) 的 解 是 与 常数 A u 的 选择 有 关 的 函数 . 这些 函数 一 般 不 能 表 为 
初等 超越 函数 . 它们 称 为 拉 梅 函数 . 这 些 函 数 已 被 广泛 地 研究 过 ,虽然 对 于 它们 的 
数值 计算 的 方法 发 展 得 还 较 少 . 这 里 , 我 们 只 说 出 相关 的 本 征 值 问题 . 很 清楚 , 如 果 
对 于 特殊 情形 : 在 共 焦 六 面体 的 五 个 面 上 边 值 等 于 零 , 势 论 的 边 值 问题 得 到 解决 ， 
那么 势 论 的 一 般 边 值 问 题 也 就 得 到 解决 . 这 时 , 普遍 边 值 问 题 的 解 是 六 个 这 种 特殊 
解 的 和 . 例如 , 假定 对 于 r= r 指定 了 非 零 的 边 值 . 我 们 要 找 拉 梅 方程 (37), (38), 
(39) 的 解 U,V,W, 使 有 和 UGw) = U(u2) = V(r) = V(v2) = W(w) = 0, 而 W(w2) 
不 受 限制 . 这 样 , FEAR 
T =U(u)V(v)W(w) 


将 是 AT = 0 的 一 个 解 , 它 当 p = po, p= pi1, T= 902, T=, T= 1 NAF. (BH, 
我 们 将 看 到 , 所 给 条 件 并 非 对 于 任意 选择 的 A, u IR. 因此 , 我 们 有 了 一 种 新 的 
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本 征 值 问题 , 即 所 谓 两 个 参量 的 本 征 值 问题 , 在 这 问题 中 , 相 属 成 对 的 本 征 值 和 jy 必 
须 这 样 来 定 , 使 方程 (37) 和 (38) EDIE u = u, u = uz Ñ v = v, v = v2 MAF 
的 解 . 
这 一 本 征 值 问题 与 普遍 单 参量 的 问题 相似 : 存在 无 穷 对 本 征 值 Ai, i 及 相应 的 

解 Ui, Vi. 任何 一 个 u,v 的 函数 , 只 要 在 矩形 uz <u < u,v < v < wi 中 连续 并 有 
直到 二 阶 的 连续 微 商 , 而 且 在 矩形 的 边界 上 等 于 零 , 它 就 可 以 展 为 一 绝对 且 一 致 收 
SK RB x 

>》 ciVi(u)Vi(v); 

t=1 
级 数 是 对 所 有 与 本 征 值 对 相应 的 拉 梅 乘积 Ulu) : Vi(v) RA. 还 有 , 对 应 于 不 同 本 
征 值 对 的 拉 梅 乘积 满足 正 交 关系 


j f” [f (u) = 9(v)|U;(u)Vi(v) Ur (u) Vie (v)dudu 三 全 


要 解 我 们 的 边 值 问题 , 我 们 对 每 一 对 本 征 函数 Ui, Vi 附 一 函数 Wi(w), 这 函数 
当 (39) RAM 入 = Anu = ji 时 满足 (39), 且 常 w = wi 时 等 于 零 (根据 微分 
方程 理论 的 一 般 存在 定理 这 样 一 个 解 存 在 )，Wi(w) 当 w = w: 时 不 等 于 零 , 否则 
T = UVW 就 会 是 AT = 0 的 边 值 为 零 的 非 零 解 ， 而 这 是 和 势 论 的 基本 事实 矛 
盾 的 . 

于 是 在 w = we 处 的 边 值 可 以 展 为 级 数 


> aiWi(w2)Ui(u) Vi(v), 
t=1 


而 级 数 es 
> aiVi(u)Vi(v) Wi (w) 
t=1 


代表 所 求 的 对 于 六 面体 的 势 论 边 值 问 题 的 解 . 上 面 并 于 展开 定理 的 表述 似乎 要 求 
T 的 边界 值 在 六 面体 的 各 边 上 等 于 零 . 但 事实 上 这 限制 是 不 必要 的 , 进一步 研究 会 
看 出 这 点 . 

我 们 的 变 参 量 本 征 值 问 题 很 容易 化 为 一 单 参量 问题 ; BR, 结果 是 一 偏 微分 方 
程 , 令 Z(u,v) = U(u)V(v), 其 中 U(u) 是 方程 (37) 的 解 , V(v) 是 方程 (38) 的 解 . 以 
V 乘 第 一 个 方程 , 7 乘 第 二 个 方程 , 相 加 , 就 得 到 Zlu, v) 的 偏 微 分 方程 


Zuu + Zus + Alf (u) — g(v)]Z = 0. (40) 


这 微分 方程 也 可 以 直接 从 AT = 0, RT = Z(u,v)W(w) 而 得 到 ， 显 然 , 本 征 值 
入 = di, 及 其 相 属 的 本 征 函数 Zi = Ui(a)Vi(v) 是 微分 方程 对 于 矩形 G : wa <u < u, 
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v2 S v S v1 及 边界 条 件 Z = 0 这 一 本 征 值 问题 的 解 . 由 于 (40) 具有 AZ+ApZ =0 
的 形式 , 其 中 函数 p = f(u) — g(v) 在 整个 矩形 G 中 是 正 的 , 所 以 这 本 征 值 问 题 和 
上 面 讨论 过 的 是 一 类 的 ; 我 们 也 有 类 似 的 关于 本 征 值 的 存在 及 依 本 征 函 数 的 展开 定 
理 等 问题 . 这 些 问 题 将 在 以 后 讨论 0. 目前 我 们 假定 对 于 和 矩形 G 存在 无 穷 个 本 征 
值 和 ,和 2,… 以 及 相 属 的 在 边界 上 为 零 的 本 征 函 数 Z, Z2,---; 一 任意 函数 可 以 依 
和 ;和 Zi; 如 上 述 展 开 . 现在 我 们 来 证 明 所 有 本 征 函 数 2Z; 都 是 拉 梅 乘积 U(w)V(v)， 
或 至 多 是 有 限 多 个 属于 同一 本 征 值 和 的 拉 梅 乘积 之 和 . 

证 明 : 令 和 ,XA2,… RZ, 2Z2,… 表示 (40) 的 本 征 值 和 相应 本 征 函 数 的 完备 
R. WA, 为 某 一 本 征 值 , 我 们 来 看 常 微分 方程 


EX 5 paf(u) +u]X <0 

的 本 征 值 问题 ; 边界 条 件 为 w=wi Alu = u Wt X =0. 以 jp,p2,… Al Xi, Xz 
分 别 表示 那 无 穷 多 个 相 属 的 本 征 值 和 本 征 函数 . 任何 一 个 在 区 间 u <u < wi PE 
续 且 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 并 在 4 = wi 和 w= va 之 处 为 零 的 函数 , 可 以 依 这 些 本 
征 函 数 展开 . 特别 地 , 对 于 含 v 作 参 量 的 函数 Zlu, v) 说 来 , 这 样 的 展开 成 立 . 我 们 
把 这 展开 写 为 


co 


Z(u,v) = 2 Yn(v)Xn(u), 


=1 
其 中 di 
Yn = ‘| Z(u,v)Xn(u)du. 


把 Yn 对 wv 微分 两 次 并 用 分 部 积分 , 得 


-人 Zvv(u,v)Xn (u)du 


a 
5 J {-Zuu — Anlf(u) — 9(v)]Z}Xndu 


= T Z (- Se = An[f (u) 一 oojjxn) du 
= [un + Ang(v)|Yn- 


这 表示 Yn 是 方程 (38) 在 区 域 wu < v < v 及 所 给 边界 条 件 下 的 一 个 本 征 函数 . 换 
BZ, Mh, pn 两 数 及 其 相 属 函数 Xn(w), Yn(v) 组 成 我 们 的 双 参 量 本 征 值 问题 的 解 ， 
只 要 Yi,(v) 不 恒 等 于 零 . 但 从 开头 的 考虑 知道 , 每 一 乘积 XnY 都 是 (40) 的 相应 
于 本 征 值 A, 的 一 个 本 征 函 数 , 而 对 于 这 微分 方程 , 每 一 本 征 值 只 能 有 有 限 的 重 数 


1) 参看 5.14 WH 5.15 节 . 
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(在 下 节 中 证 明 ). 因此 , 在 这 些 以 u 和 v 为 变量 的 函数 XnY P, 只 能 有 有 限 的 大 
个 是 线性 独立 的 . 此 外 , 我 们 还 可 以 假定 没有 一 个 X R Yn EFFE, 因为 如 果 不 
然 , 那 就 可 以 干脆 地 略 去 这 样 的 项 . 由 此 可 知 , 任意 十 1 个 乘积 X,Y, 都 满足 一 个 
线性 关系 


k+1 
D cyXnvYav = 0. 


v=1 


如 果 对 变量 v 指定 数值 且 使 所 有 的 Yn, 都 不 等 于 零 , WERZA Xn, 之 间 的 一 个 
线性 方程 . 但 这 不 可 能 , 因为 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 是 线性 独立 的 . 因此 ， 
展开 式 Z = XnYn 最 多 只 能 用 M, 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

现在 我 们 可 以 在 所 指出 的 限制 下 把 一 个 任意 函数 依 本 征 函数 Z: 展开 而 得 下 述 
结果 : 任 一 函数 , 只 要 它 在 矩形 wu <u < wi1,v2 < v < v1 中 连续 , 并 有 直到 二 阶 的 
连续 微 商 , 且 在 矩形 的 边 上 等 于 零 , 它 就 可 以 展 为 一 拉 梅 乘积 的 级 数 . 


5.10 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 问题 、 奇 异 边界 点 


分 离 变数 所 导致 的 本 征 值 问题 常常 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 微分 方程 的 本 征 值 问题 . 
方程 的 形式 为 
(pu’)’ — qu + Apu = 0, 
但 与 5.3 节 中 处 理 过 的 有 所 不 同 , 那 就 是 , 在 基本 区 域 的 端点 有 方程 的 奇 点 出 
现 , 譬如 p(0) = 0. 根据 问题 的 性 质 , 我 们 在 这 些 奇异 端点 加 上 一 些 条 件 , 例如 要 求 
解 连续 或 有 界 , 或 趋 于 无 穷 但 不 超过 一 定 的 阶 . 这 些 条 件 代替 了 以 前 的 齐 次 边 条 件 . 


5.10.1 NÆRER 
以 贝 塞 尔 方程 (参考 5.5.5 小 节 ) 
(zuy 一 u +àzu = 0 (41) 


为 例 (这 方程 是 数学 物理 中 最 常见 的 )， 对 于 这 方程 , 由 于 p(0) = 0, 5.3.3 小 节 中 所 
作 的 假定 一 一 在 整个 基本 区 域 0 < z < 1 中 p > 0 一 一 不 成 立 . 换言之 , > = 0 这 
一 点 是 贝 塞 尔 方程 的 奇 点 , 要 求解 在 这 点 保持 有 限 就 代表 一 边界 条 件 . 在 这 种 情形 
中 , 我 们 的 问题 是 要 找 一 个 解 , CE zx = 0 处 保持 有 限 , 在 z = 1 处 , 譬如 说 为 零 . 
这 问题 的 本 征 函 数 就 是 贝 塞 尔 函数 .及 (VXz), 其 中 本 征 值 = Anm 由 在 z=1 处 
的 边界 条 件 定 出 为 一 超越 方程 的 诸 根 . 
与 此 相伴 的 正 交 函数 z = VzJn(VMz) 可 用 方程 
2 1 


n 
z" — 二 z 十 Xz 一 0 (42) 
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来 表征 ; 这 方程 可 直接 从 贝 塞 尔 方程 得 到 (这 里 我 们 用 的 是 5.3.3 小 节 中 所 说 的 普 
遍 变换 的 一 个 特例 .) 对 函数 56 = z/z = (VMz)/Vz 我 们 得 到 方程 


(z?¢')! 一 G 一 i) 《十 Xz26 =0. (43) 


5.10.2 ”任意 阶 的 勒 让 德 函数 
施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 
[(1 — 2?)u’)/ + Au =0 (44) 


也 是 属于 上 述 类 型 的 问题 . 边界 条 件 为 : 在 方程 的 两 个 奇 点 xz = +1 和 r= -1 处 ， 
u 保持 有 限 . 基本 区 域 是 -1 < x < +1. 我 们 从 第 2 章 2.8 节 知 道生 n(n+1) 是 
本 征 值 , 勒 让 德 函数 已 (z) 是 本 征 函 数 . 

很 容易 证 明 , 勒 让 德 多 项 式 是 这 本 征 值 问题 的 唯一 的 解 . 例如 , 我 们 可 以 从 第 
2 章 2.8 节 所 证 明 的 , 勒 让 德 函数 作成 一 完备 正 交 系 这 一 事实 来 推出 这 一 点 . FH 
我 们 给 出 另外 一 种 不 依赖 于 上 述 事实 的 证 法 . 我 们 注意 到 , 任何 一 个 函数 u = f(z), 
如 果 它 满足 方程 (44), 那么 函数 u = f(—c) 也 满足 这 方程 . BR, 函数 f(x) + f(-z) 
和 f(z) 一 f( 一 z) ERER, 其 中 一 个 是 偶 函 数 , 另 一 个 是 奇 函数 , 并 且 至 少 有 其 中 之 
一 不 恒 等 于 零 , 因为 按 假 设 , u 是 不 恒 等 于 零 的 . 于 是 , 我 们 只 要 证 明 , (44) 的 每 一 
个 在 -1 < z < +1 中 连续 的 偶 函 数 和 奇 函 数 解 v 都 是 勒 让 德 多 项 式 , 并 且 和 必须 


是 形 如 n(n + 1) 的 数目 即 可 . 如 果 把 解 ( 它 是 解析 的 ) 写成 一 宕 级 数 : w= Dav’, 
立刻 从 方程 (44) 得 递 推 公式 i 


要 二 人 Z 一 1)(z 一 2) 一 入 
on v(v — 1) 


如 果 u 是 偶 函 数 , 所 有 v 为 奇数 的 ov 都 要 等 于 零 . 如 果 u 是 奇 函数 , 所 有 v AB 
数 的 a, 都 应 如 此 . Mv 2h > 0, 则 由 (45) 立 得 


Qy—2. (45) 


1 入 1 
wey k- | f aa A 
入 
ü h EET e] kar, (46) 
EP k= v—2h. HERH 和 形 如 n(n + 1) 时 , u 的 级 数 才 有 有 限 项 数 . 在 这 样 的 
情形 中 , 我 们 立刻 看 出 u 是 第 n 个 勒 让 德 多 项 式 . 对 于 和 的 所 有 其 他 值 , 我 们 得 
到 的 都 是 一 个 无 穷 级 数 , 这 级 数 按 初 等 判别 法 对 于 |z| < 1 收敛 . 我 们 把 固定 得 
很 大 , 使 上 述 乘积 中 所 有 的 因子 都 是 正 的 (a 可 以 假设 是 正 的 ). 根据 熟知 的 定理 ， 
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(46) RAAT v 一 ce 时 收敛 于 一 正极 限 ; 因此 , 5 v >k 时 av > c/v,c 是 一 个 正 
的 常数 . 这 样 ，》 anc” 的 绝对 值 就 可 以 任意 大 , 只 要 |z| 足够 地 接近 于 1 Mv Æ 


n=k 
BX. 这 表示 lim |u(z)| = co, 因此 和 MEAT”. 
我 们 很 容易 从 勒 让 德 多 项 式 的 微分 方程 用 一 具有 普遍 性 的 方法 导出 其 他 种 类 
的 正 交 本 征 函数 组 .这 方法 是 : 把 (44) 式 对 c 求 微 商 , 得 到 函数 u(r) 的 一 个 微 
分 方程 . 如 前 , 只 有 当 和 = n(n + 1) 时 才 有 在 区 间 两 端 都 是 正规 的 一 个 解 , 那 就 是 
P'(z). 这 样 所 得 的 关于 P'(z) 的 方程 还 不 是 自 伴 的 . 引进 已 (z)VI — 2? = zn FE 
为 未 知 函 数 , 我 们 可 以 使 它 自 伴 ; 新 方程 为 


[(1 — z°)2'] 一 


i 一 + Az 一 0. 
其 相 属 本 征 值 为 = n(n + 1)(n = 1,2,3,…), 本 征 函 数 为 
Zn = V 1 — z? P! (x). 


函数 zn = 已 :(z) RA BBA BIL BH (函数 已 (z) = Paole) 有 时 也 称 
为 第 零 阶 的 勒 让 德 函数 ). 勒 让 德 函数 Pail) 满足 正 交 关系 


下 PiPnidz =0 #im#n. 
一 1 
同样 , 微分 (44) h 次 , 我 们 得 到 函数 

(1 一 2)" L Pa = Pa (2) 


的 微分 方程 


[(1 — 2?)2’]' 一 a +Az=0 (47) 
1 — z? Bi 


KAGAWA d= n(n +1)(n=h,h +1, --), 相 属 本 征 函 数 为 Ph(z), 它们 也 是 相 
互 正 交 的 , 这 些 函 数 称 为 第 h 阶 的 联 属 勒 让 德 函 数 . 它们 可 以 用 易于 验证 的 方程 


1 2 (n+h)! 
2 = 
三 An (n—h)! 


来 规 一 化 . 可 以 证 明 , 我 们 所 得 的 是 (47) 的 全 部 本 征 值 和 本 征 函数 . 证 明 的 方法 和 
用 于 勒 让 德 多 项 式 的 相同 . 


1) 上 述 讨 论 与 阿 贝 尔 或 高 斯 的 收敛 判别 法 密切 相关 ; 参考 A. Kneser. Zur Theorie der Legendres- 
chen Polynome. Téhoku Math. J., 第 v 卷 , 1914, 第 1-7 页 . 
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5.10.3 ”了 雅 可 比 及 切 比 雪夫 多 项 式 
第 2 章 2.9 节 中 的 雅 可 比 多 项 式 是 勒 让 德 多 项 式 的 推广 . 这 些 多 项 式 的 微分 
方程 可 以 写成 下 面 施 图 姆 - 刘 维 尔 的 形式 : 


[(1 — x2)?-+lza) + A(1 一 z)P-9z9-1u = 0. 


第 ”个 雅 可 比 多 项 式 所 属 的 本 征 值 是 和 = n(ptn), 边界 条 件 为 : 解 在 z = 0 和 
z = 1 保持 有 限 . 和 上 面 一 样 , 有 两 个 方法 来 证 明 雅 可 比 多 项 式 是 这 本 征 值 问题 的 
唯一 的 解 . 
还 有 一 个 例子 就 是 切 比 雪夫 多 项 式 , 它 相 应 于 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 
(V1— z2u)’ + A = 0, 
边界 条 件 为 解 在 z = +1 处 正规 . 切 比 雪夫 多 项 式 T(r) 的 相应 本 征 值 是 和 = n?. 
和 以 前 一 样 , 这 些 和 和 Tn 已 包括 所 有 的 本 征 值 及 本 征 函数 . 


5.10.4 埃 尔 米 特 及 拉 盖 尔 多 项 式 


埃 尔 米 特 多 项 式 u = Hn(z) 及 其 相应 的 正 交 函数 v = Hne-*/? 可 分 别 表征 为 
本 征 值 问题 (参考 第 2 章 2.9.4 小 节 ) 


(e~?™') + Neu = 0 (48) 


及 
v" +(1—27)v+Av =0 (49) 


的 解 , 本 征 值 为 = 0,2,4,---. 基本 区 域 是 整 条 直线 -oo < z < +00, 边界 条 件 (对 
(48) 说 ) 是 : 本 征 函 数 u 在 x = too 处 趋向 无 穷 , 但 不 超过 z MARA. 要 证 
明 埃 尔 米 特 本 征 值 问题 没有 其 他 的 解 , 可 将 方程 (48) 写成 u” 一 2zw + Xu = 0, 将 


RBM u- Yans”. 我 们 可 以 设 是 一 个 偶 函数 或 奇 函 数 ( 见 前 关于 方程 
n=0 
(44) 的 讨论 ), 因 之 在 备 级 数 中 只 有 z 的 偶 次 或 奇 次 守 出 现 .从 微分 方程 可 得 到 关 
于 非 零 系数 的 递 推 公式 
Qnt2 _ 2n—A 入 
an (n+1)(n+2) 
因此 , 或 者 级 数 中 断 一 当 A = on 为 非 负 偶 整 数 一 而 成 埃 尔 米 特 多 项 式 有 
或 者 级 数 有 无 穷 多 个 不 等 于 零 的 系数 而 对 z 的 所 有 数值 均 收敛 . 但 当 2n -和 成 为 
ERM, 所 有 出 现 的 系数 an 都 将 是 同 号 的 . 这 时 , 在 第 二 种 情形 中 出 现 anzn 各 项 , 


其 指数 n 任意 大 , 因此 , u 在 z = +00 之 处 趋向 无 穷 , 其 阶 数 超过 z 的 任何 有 限 次 
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WE. 所 以 这 样 的 u 不 能 是 一 个 本 征 函 数 , 而 只 有 埃 尔 米 特 多 项 式 才 是 这 本 征 值 问题 
的 唯一 的 解 . 

由 于 在 5.12.4 小 节 中 要 应 用 的 原故 , 我 们 较 详细 地 来 讨论 拉 盖 尔 多 项 式 . 这 里 ， 
基本 区 域 是正 实 轴 0 < z < too. 按 第 2 章 2.9 节 , 拉 盖 尔 多 项 式 所 满足 的 本 征 值 
方程 (本 征 值 A = n,n 为 一 正 整 数 ) 为 


ru +(1—z)u’+rAu=0 (50) 
或 , 写成 自 伴 式 ， 
(ze zu ) 十 Xe zu 一 0. 
边界 条 件 是 : u 在 z = 0 点 保持 有 限 , 而 当 z 一 co 时 u 趋向 无 穷 , 但 不 超过 z 的 
A RUE. 对 于 相 属 的 正 交 函数 


U = Wn = ez /2 
我 们 得 到 施 图 姆 - 刘 维 尔 的 本 征 值 方程 
(zv) + (3 一 z) v +v =0, 


边界 条 件 是 要 求解 在 z = 0 处 正规 . 最 后 , 我 们 指出 , 以 后 在 5.12.4 小 节 中 出 现 的 
函数 
1/2 


W= Sn = T Wn 


满足 自 伴 的 本 征 值 方程 
(x? w")’ _ 


边界 条 件 为 : 解 在 x = 0 处 等 于 零 , 相应 的 本 征 值 总 是 正 整 数 A = n. 

BER 2 小 节 中 关于 勒 让 德 函数 的 情形 一 样 , 用 微分 并 乘 以 适当 因子 的 手续 
可 以 导出 高 阶 的 拉 盖 尔 函 数 , 它们 满足 类 似 的 微分 方程 .微分 (50)m 次 , 我 们 得 
函数 


2 一 2 一 1 
一 人 w+ Mw =0, 


u = La) = So Lala), 
它们 满足 微分 方程 
ru” +(m+1—2)u'+(A-—m)u=0. (51) 
这 方程 可 以 写成 下 面 的 自 伴 式 : 


(z™+t1le-zw) + zme-s(A— m)u = 0. 
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联 属 的 正 交 函 数 
v = wr = 70"/2e-7/2Lm 
满足 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 


(Zzv) + Cs" 一 二 一 z) uv 十 Xu =0, (51a) 


而 函数 


则 满足 本 征 值 方程 


Tz2+2(m—1)r+m—1 
4 


相应 本 征 值 为 X= n, 其 中 n 是 大 于 或 等 于 m 的 整数 , 边界 条 件 是 显然 的 . 
为 了 证 明 我 们 的 微分 方程 没有 其 他 的 本 征 什 和 本 征 函数 , 我 们 令 w= Saye, 
代入 (51), 得 公式 (用 递 推 关系 ) a 


(x? w) 


w + àzw =0, (51b) 


_ ao (m—)-+-(m—-A+v—1) 
oo (mm 二 1) (mm+z ` 


v 


可 以 看 出 , 对 于 任意 但 固定 的 和 , 这 级 数 的 系数 在 某 一 ” 以 后 都 同 号 , 且 级 数 对 于 
所 有 z 的 数值 都 收敛 . 因此 它 确实 代表 (51) 的 一 个 在 0 < z < co 中 正规 的 解 . 在 
和 =n 是 正 整数 , n > m 的 情形 , 级 数 在 有 限 项 数 之 后 中 断 而 成 一 多 项 式 . 对 于 任 
一 其 他 的 和 值 , 易 得 估 值 式 


c 
tel viv’ 


其 中 e 是 一 个 适当 的 常数 , r 是 一 个 适当 的 正 整数 指数 . 但 这 表示 当 z 一 co 时 , 解 
FAH, 阶 数 至 少 为 ez/* . 因此 这 个 解 不 能 是 一 个 本 征 函 数 . 我 们 的 论断 因此 
得 证 . 


5.11 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 解 的 渐 近 行为 


施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 所 具有 的 特殊 形状 ,使 我 们 可 以 在 系数 满足 某 些 普遍 条 件 
时 , 说 出 解 在 参数 或 自 变 数 的 值 很 大 时 的 渐 近 行为 . 


5.11 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 解 的 渐 近 行为 , 267 - 


5.11.1 ” 当 自 变数 趋向 无 穷 时 解 的 有 界 性 

我 们 试 将 微分 方程 写成 u” + ulju = 0( 参 考 5.3 节 , 方程 (19a))， 假 定 当 
z 一 oo, u(r) 趋 于 一 正极 限 , 我 们 可 以 取 这 极限 为 1 而 不 失 其 普遍 性 ， 于是, > 
4 二 1 十 p, 我 们 就 可 以 根据 微分 方程 


u’+u+pu=0 (52) 
来 作 讨论 . 但 我 们 将 以 更 严 一 些 的 假定 
W<% W< 3, (53) 


(其 中 a 为 正常 数 ) 来 代替 p 一 0 的 假定 . 在 这 样 的 假定 下 , 我 们 断言 , 方程 (52) 的 
每 一 个 解 当 z 一 co 时 都 是 有 界 的 . 这 是 在 预料 之 中 的 , 因为 对 于 很 大 的 x, (52) 趋 
WTAE u” +u=0, 而 后 者 只 有 有 界 的 解 . 

要 证 明 我 们 的 论断 , 以 u 乘 (52), 然后 从 一 个 正 的 下 限 a (将 在 后 面 恰当 地 定 
出 ) 积分 到 z, 得 


u? |z + u| = -2 f puu'dx = —pu? 
由 此 立刻 有 
u?(z) < u?(2) + u?(2) < O(a) + |o(a)|ur(a) + lp wae, 


其 中 Ca) 代表 一 个 只 与 下 限 a 有 关 的 表达 式 , $ M = M(z) 为 函数 ul) 在 区 间 
a< 和 es<z 中 的 极 大 值 , 而 且 设 它 在 点 上 达到 这 个 值 , 则 从 上 面 的 不 等 式 和 (53), 得 


M*a 1 1 
2 2 ee 
M* < C(a)+ Z +M?a (} 3 


© x 
+ f p'udz. (54) 
a a 


因此 
M?(1- 2) < Cla). 

现在 如 果 取 a > 2a, 我 们 就 得 到 M? 的 界 为 2C(a), 后 者 与 z AR. 这 就 证 明了 我 
们 的 论断 . | 
5.11.2 ”更 确切 一 点 的 结果 ( 贝 塞 尔 函 数 ) 

我 们 仍 考虑 方程 w + ut pu = 0, 但 假定 p(x) 在 无 穷 处 以 高 于 一 的 级 次 趋 于 
F (这 假设 较 前 节 所 作 的 更 严 ), 例如 , Be» 

1 


p(x) =O (=) . (55) 


1) 我 们 这 里 用 的 是 通常 用 的 符号 .g(x) = O(f(z)) RR, 对 于 函数 g(z) 有 |g(z)/f(z)| 在 z MAN 
保持 有 界 . 
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现在 我 们 得 到 与 方程 u” +u=0 更 近似 的 微分 方程 , 它 的 解 不 仅 有 界 , 而 且 渐 近 地 
趋 于 三 角 函 数 . 
令 
u=asin(x+6), wu’ =acos(x + ô), 
其 中 a(z) 和 5(z) 是 z 的 待定 函数 , 其 导数 为 o 和 5’ (a 不 论 在 何 处 都 不 能 为 零 ， 
否则 在 某 处 u 和 w 就 会 同时 等 于 零 ， 由 微分 方程 (52) RA u EFS). 我 们 可 
以 从 两 方面 来 计算 w 和 u, 而 得 


u” =a! cos(x + 6) — a(d’ + 1) sin(x + ô) 
=— (1+ p)asin(z + ô), 
a’ 
tan(x + ô) = a 


u’ = a cos(x + 6) =a’ sin(x + 6) + a(5’ + 1) cos(x + ô), 
ad’ 
‘a’ 


tan(x + 6) = — 


2 ô' 
tan*(x + ô) = EE 


6’ = psin? (x + ô), (56) 

a’ == 一 6/ = 

@ tan(r+6) 

我 们 看 到 , a 和 5 4a o 时 都 趋 于 确定 的 极限 . 事实 上 ，5(z) = ôl) 
B 

- J (Ode. WIRE 6 无 限 地 增加 , 则 由 于 (55) 和 (56), 右 方 积分 收敛 , 因为 

被 积 函数 以 1/z2 的 级 次 趋 于 零 、 所 以 lim 5(8) = boo 存在 , 而 且 上 面 的 说 明 还 
显示 ， 


—psin(x + ô) cos(x + ô). (57) 


iai +0 G) 
相应 地 , 关于 o'/a = dloga/dr 的 公式 (57) 导致 关系 


a(z) = aoo (1 +0 (2)) ; 
其 中 ag £0. 于 是 , 对 于 每 一 个 解 u, 我 们 得 到 了 下 面 的 几 近 表示 : 
从 一 asin(z 十 0)=aoosin(z 十 goo) 十 O G) : 


这 结果 可 以 立刻 应 用 到 微分 方程 
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2 1 
m-i 
u”+ |1- 7 u=0, 


它 的 解 与 贝 塞 尔 方程 的 解 ym(z) 之 间 有 下 面 的 关系 
U = Ym VT. 
因此 , 贝 塞 尔 方程 的 所 有 的 解 都 满足 渐 近 分 式 


Ym(x) = 次 cos(z + boo) + O(1/23/?). 


对 于 贝 塞 尔 函 数 Jin (x), 我 们 将 从 其 他 方面 的 考虑 来 定 出 常数 ao 和 5 (参考 第 7 
章 7.6.2 小 节 ), 得 到 的 是 
2 mr T 
Aco = TEA = “z Pi 


5.11.3 “” 当 参数 增 大 时 的 有 界 性 


用 类 似 于 第 1 小 节 中 的 考虑 法 , 可 以 证 明 下 述 定理 : 施 图 姆 - 刘 维 尔 方 程 (7 
连续 ) 
u” —ru+rAu=0 (58) 


在 区 间 0 < z < 1 中 的 解 的 绝对 值 小 于 某 一 与 及 z 无 关 的 上 界 ; 此 处 假定 解 已 


规 一 化 : i 
fi udr =1, 
0 
且 满 足 边界 条 件 u(0) = u(1) = 0. 
只 要 对 于 大 的 正 和 证 明定 理 就 行 了 , 仍 以 u 乘 方程 , 并 从 0 积分 到 z, 得 


u(x) 十 Xu2(z) 一 i ruu'dz = u? (0) + Au? (0). (59) 
0 
要 计算 出 右 方 之 值 , 我 们 把 这 方程 再 从 0 积分 到 1, 得 
1 1 x 
n2 2/9) — 12 = ‘dt. 
u“ (0) + Au*(0) [ war+t a 2 | az | ruu dt (60) 
把 这 个 值 代 入 (59), 并 用 施 瓦 茨 不 等 式 估计 各 积分 , 得 


Au? Su? + du? <r + ' Pdz 十 ay | ary [ f wa, (61) 


- 270 - 第 5 章 ”振动 和 本 征 值 问题 


其 中 Ci 代表 一 与 z 及 入 无 关 的 正 的 常数 , 从 方程 


1 1 
f v2dz +/ ru2dz = À, 
0 0 


(这 是 从 (58) 式 用 熟知 的 方法 一 一 A u R (58) 并 用 格林 公式 变换 所 得 结果 一 一 


得 到 的 ), 我 们 有 | 
/ u?dr < 入 十 c | u*dz. 
0 0 
把 它 代 入 (61), 我 们 得 到 不 等 式 
du? (xz) < 2A + O3 VA + Ca， 


其 中 C2, C3, Cs4 都 是 与 z 及 入 无 关 的 正 的 常数 , 这 说 明 
C3 C4 
u 2(z) 委 2 十 T + EU 
而 定理 也 就 得 证 . 
最 后 , 要 注意 我 们 的 结果 和 证 明 的 方法 在 不 加 上 边界 条 件 时 也 是 适用 的 . 还 要 


指出 , 多 元 变数 并 没有 类 似 的 有 界 性 D. 
5.11.4 MERT 


既 经 证 明了 解 是 有 界 的 , 我 们 现在 来 证 明 下 述 定理 : 对 于 必 一 ru 二 Xu =0( 和 > 
0) 在 区 间 0 < z < 1 中 的 任何 规 一 化 的 解 u, 存在 v” + Av = 0 的 一 个 解 v, 它 与 4 


有 下 列 关系 : es (3) 


对 于 入 的 大 数值 , 这 公式 提供 一 个 渐 近 表示 , 把 解 v 用 三 角 函 数 v 来 表 出 , 要 证 明 
这 定理 , 我 们 来 看 v” + Xu = 0 的 解 , 它们 适合 u(0) = vw(0),w(0) = v'(0). 这 样 , BH 
Ru-v=w 就 是 方程 


w+Aw= ru 


的 解 . 以 2w FIAT AB, 从 0 积分 到 z, 并 注意 有 w(0) = w'(0) = 0, 得 
w? (z) + Aw? (x) = 2 J i ruw dz. (62) 
0 


S M 表 |w(z)| FRM 0 < xz < 1 中 的 极 大 值 , M' 表 |w'(z)| 在 这 区 间 中 的 极 大 值 . 
应 用 施 瓦 茨 不 等 式 于 (62), 因 和 > 0, 得 
OO 微分 方程 Au + Xu = 0 的 规 一 化 本 征 函数 (V3Jo(ko mr)/JS(ko_m)) 可 以 作为 一 个 简单 的 反例 ， 


这 函数 在 单位 圆 的 周 界 上 等 于 零 (参考 W. Sternberg. Uber die asymptotische Integration partieller 
Differentialgleichungen II. Math. Ann., 86 卷 , 特别 是 292-295 页 ). 
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M? <M'C, M'<C, 
其 中 C 是 与 和 及 z 无 关 的 正 的 常数 . HWE (62), 有 


AM? < 02, 
因此 . 
C 
M < Ti 
而 定理 得 证 . 


5.11.5 ” 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 函 数 的 渐 近 表示 


如 果 要 处 理 的 不 是 微分 方程 的 任意 解 , 而 是 一 一 譬如 说 一 一 定义 在 区 间 0 < 
z <r 上 并 满足 边界 条 件 u(0) = ulr) = 0 的 本 征 函 数 , 我 们 将 略为 改变 渐 近 表示 
问题 的 表述 . 假定 我 们 用 (20a) 把 微分 方程 变换 为 


2 一 rz 十 Xz 一 0， (63) 


其 中 的 新 独立 变数 t 变动 在 区 间 0 < t <1 上 , r 是 这 区 间 上 的 一 个 连续 函数 . 我 们 
现在 要 来 比较 联 属 于 本 征 值 An 的 第 ”个 本 征 函数 z 和 微分 方程 + Xu =0 K 
相应 的 第 n 个 本 征 函 数 . 

在 方程 (10) 中 , 把 Ni 换 成 ra, 我 们 得 到 一 个 便于 利用 的 事实 : (63) 的 在 t=0 
时 为 零 的 解 满 足 z 的 “ 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 ” 


1 f 
z(t) = asin VAt + Va f r(T)z(T)sin VA(t — T)dr, (64) 
其 中 a 为 任意 常数 . 


按 5.11.3 小 节 , 满足 (64) 及 边界 条 件 z(!) = 0 的 函数 z(t) 对 于 所 有 的 入 都 
保持 为 有 界 , 因此 由 (64) 立 知 a 也 是 有 界 的 0. 这 一 事实 , 连同 方程 (64) 及 关系 


i l Pat = 1, 引 到 关于 a 的 精确 估计 
0 


而 这 一 估 值 又 转 过 来 告诉 我 们 
2(t) — [3 sin Vie =O (=) 


1) z(t) 的 有 界 性 也 可 以 直接 由 积分 式 (64) 证 明 . 
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既然 微分 方程 的 第 n 个 本 征 值 和 ,, 当 n 增 大 时 趋 于 无 穷 (参考 第 6 章 6.2.2 小 节 )， 


我 们 立刻 看 出 , 第 n 个 本 征 函数 zn(t) 的 渐 近 表示 为 


zn(t) = E 


我 们 还 有 关于 An 的 渐 近 估计 (参考 第 6 章 6.2.3 on 


dn =n? * + 0(1). 


= 
因此 VX = n(x/l) + O(1/n), 而 有 


sin Vant = sinnt +0 (=) ‘ 
因此 , HF z” — rz + Az = 0 的 规 一 化 本 征 函 数 的 渐 近 表示 为 
Zn(t) = 2sinnT 十 O (=) ‘ 
类 似 地 , 如 果 我 们 把 积分 方程 (64) 微分 , 可 得 相应 公式 


2(t) = nT /2 cos nt + O(1). 
对 于 原来 的 方程 , 这 些 结果 可 以 表 为 


tL) oc 


其 中 的 规 一 化 因子 cn 由 下 式 定 出 


eh, 
t= f Pac. 


Un(z) = 


2 
而 


与 此 相应 , 我 们 有 


u (2) = en Taa ih ve CEL Ve) oo 


(65) 


(66) 


(67) 


(68) 
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对 于 更 普遍 些 的 齐 次 边界 条 件 , 本 征 函 数 以 及 它们 的 微 商 的 渐 近 表示 也 可 以 用 
同样 的 方法 导出 . 我 们 得 到 的 是 


zn(t) = [3 cosnt +0 (=) (69) 


z(t) = 2sinnT + O(1), (70) 


只 要 在 边界 条 件 21,0) 一 hz(0) = 0 中 的 系数 h 保持 有 限 , 这 些 表示 式 都 成 立 . 

附带 提 一 下 , 沃 尔 泰 拉 积分 方程 使 我 们 可 以 得 到 精确 得 多 的 关于 本 征 函 数 及 其 
微 商 的 表示 式 . 这 是 可 以 预料 到 的 , 因为 这 种 沃 尔 泰 拉 方 程 的 诺 伊 曼 级 数 总 是 收敛 
的 0. 我 们 可 以 不 必 引 用 普遍 理论 而 直接 得 到 这 些 表示 式 . 在 (64) HE a 等 于 1， 
就 是 说 , 我 们 不 再 要 求 函数 规 一 化 ; 然后 在 积分 号 下 以 积分 方程 所 给 之 值 代替 z(7). 
重复 这 一 过 程 并 令 v(t) = sin VAt, 得 


及 


z(t) =v(t) + 5 a dr1v(T1)7(T1) sin VA(t — 71) 
0 
T 5 | dry i drzv(T2)r(Ti)}r(T2) sin VA(t — 71) sin VA(Ti — T2) 


1 t T1 T2 
+a mh dr f dnslmajrtnjrtmjr(m) 
- sin VX(t —7)sin VAIT — T2) sin VA(T — 73) 


十 een 
= 元 [ aie AE drnz(Tn)T(T1) ++: 7 (Tn) 
- sin VA(t — 71) - - -sin VA(Tn-1 — Tn). (71) 


这 级 数 可 以 无 限 止 地 继续 下 去 , 其 结果 是 一 个 关于 z( 和 ,t) 的 依 VA ARREN H 
无 穷 级 数 ; 这 级 数 对 于 所 有 的 和 > 0 FRR. 如 果 我 们 只 取 前 面 n 项 , 则 由 此 而 生 
的 误差 的 数量 级 小 于 (1/VA)". 


5.12 具有 连续 谱 的 本 征 值 问题 


在 以 前 所 讨论 的 问题 中 本 征 值 成 一 可 数 的 无 穷 数列 . 但 是 , 如 果 基 本 区 域 的 边 
界 点 是 微分 方程 的 系数 的 奇 点 , 或 者 , 特别 地 , 如 果 基 本 区 域 是 无 界 的 , 那么 本 征 值 


1) 参考 J. Liouville. J. de Math. pures et appl., 卷 1, 2, 1836/37( 见 第 6 章 的 文献 ), 其 中 出 现 沃 
尔 泰 拉 积分 方程 和 诺 伊 曼 级 数 . 
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谱 , 或 者 说 本 征 值 的 全 体 , 就 可 能 有 很 不 同 的 性 质 . 特别 地 , 可 以 出 现 “ 连 续 谱 ”; AB 
就 是 说 , 谱 中 包含 一 和 区 间 上 所 有 的 数值 . 在 这 种 情形 中 , 本 征 函数 展开 定理 应 由 
傅 里 叶 积分 来 代替 . 


5.12.1 三 角 函 数 
这 类 问题 中 最 简单 的 是 本 征 值 方程 
u” + Au =0, 


其 区 域 为 -co < z < +00, 边界 条 件 为 在 正 负 无 穷 处 保持 有 界 . 很 清楚 , 任何 非 
负 的 数 和 都 是 一 个 本 征 值 , 相 属 本 征 函数 为 sin VAz, cos VAs. 对 于 这 本 征 值 问题 ， 
应 当 用 第 2 章 2.6 节 中 的 特殊 傅 里 叶 积分 定理 来 代替 展开 定理 . 我 们 可 以 通过 一 
种 极限 过 程 来 了 解 连续 谱 的 产生 . 从 一 个 有 限 区 间 的 本 征 值 问题 出 发 , 然后 取 极 限 
一 一 无 限 区 间 一 一 这 时 , 有 限 区 间 的 离散 谱 可 能 变 为 连续 谱 ,而 按 本 征 函数 的 傅 
里 叶 展 开 也 就 变 为 无 限 区 间 中 的 一 傅 里 叶 积分 展开 . 


5.12.2 ABRAM 
对 于 贝 塞 尔 方 程 n2 
(zuy + (àz 一 =) u=0, 


情形 也 是 一 样 ; 其 区 间 为 0 < 2 < co, 边界 条 件 是 : 在 z =0 及 zx 一 cou 保持 有 
界 . 所 有 入 > 0 的 贝 塞 尔 函 数 v = (VXz) 都 是 本 征 函数 . 因此 就 有 一 个 由 和 的 
所 有 非 负 数值 组 成 的 连续 谱 . 

这 里 也 是 一 样 , 表示 一 任意 函数 的 展开 定理 要 由 一 个 积分 定理 来 代替 , 积分 区 
域 是 整个 的 谱 , 也 就 是 全 部 正 实数 的 连续 统 . 这 一 积分 表示 式 是 


f(z) = f tJn (tx)g(t)at, g(t) = T EJn (Et) F(E)dE. 
如 果 我 们 假设 对 于 z > 0, f(z) 分 段 平滑 并 且 积分 
f zlf(o)ldz 
0 


存在 , 那 这 种 表示 就 是 可 能 的 . 我 们 将 在 第 7 章 7.2 节 中 给 这 种 分 定理 以 证 明 . 
5.12.3 ”无 穷 平面 的 膜 振动 方程 的 本 征 值 问 题 
对 于 整个 -y 平面 及 边界 条 件 : 在 无 穷 处 的 有 限 性 , 微分 方程 


Au+Au=0 
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的 本 征 值 问题 有 两 种 解法 .第 一 种 是 把 所 有 三 角 函 数 的 乘积 u = sina(z — £) x 
sin (y — n) (其 中 &,n 和 a,6 是 任意 的 ) 当 作 本 征 函 数 , 而 数 和 = a2 + 6? WHR 
为 本 征 值 . 于 是 每 一 非 负 的 和 都 是 本 征 值 , 而 每 一 个 这 样 的 本 征 值 显然 定 出 一 连续 
统 的 本 征 函数 . 相应 的 积分 表示 式 不 是 别 的 而 正 是 平面 上 的 傅 里 叶 积分 定理 (参考 
第 2 章 2.6 节 ). 

如 果 我 们 引用 极 坐 标 7, y, 那 就 会 得 到 另 一 种 形式 的 本 征 函 数 


u=Jn(VAr)sinny, u=Jp(VAr) cosng, 


n 是 任意 整数 , 和 是 任何 非 负 实数 . 在 这 情形 中 , 本 征 值 的 谱 仍 是 非 负 实数 入 > 0 的 
连续 统 . 但 因 ”是 整数 , 所 以 和 任 一 本 征 值 > 0 相 属 的 本 征 函数 的 个 数 是 可 数 的 . 
这 里 , 一 任意 函数 的 表示 式 是 一 个 对 于 n 的 傅 里 叶 级 数 展 开 , 而 每 一 系数 , 按 前 一 
节 (还 可 以 参看 第 7 章 7.2 节 ) 是 对 r 的 一 个 积分 式 . 

顺带 指出 , 这 些 本 征 函 数 可 以 看 作 是 和 同一 入 = a2 + 6? 相应 的 正弦 乘积 的 线 
性 组 合 . 因为 事实 上 , 我 们 有 


Jn(V Arye? = o" 5 eitt pizV2 cost+iy VA sin t gt 
T Jo 


(参考 第 7 章 7.2 FH). 
5.12.4 RESDA 1) 


在 他 的 关于 量子 理论 的 工作 中 , RES 3 得 到 另 一 种 类 型 的 本 征 值 问题 , 其 本 

征 值 谱 的 结构 完全 不 同 于 前 . 这 谱 由 一 连续 部 分 和 一 离散 部 分 组 成 . 离散 部 分 并 不 

延伸 至 无 穷 , 而 是 在 有 限 处 有 一 聚 点 . 在 最 简单 的 苹 定 谓 问题 中 , 所 要 处 理 的 是 空 
间 的 本 征 值 方程 

Au 十 <u +Au=0, (72) 


其 中 c 是 一 个 给 定 的 正 的 常数 , ", 9,”p 是 极 坐标 . 我 们 要 求 本 征 函数 u 在 原点 连续 


而 当 z 一 co 时 保持 为 有 限 . 如 果 我 们 以 一 球面 调和 函数 Y,, (0, 0) 乘 这 微分 方程 并 
在 一 单位 球面 上 积分 , 我 们 就 会 和 通常 的 情形 一 样 得 到 一 个 关于 函数 


u(r) = // u(r, 6, p)Yn(0, p) sin gdgdp 
的 微分 方程 


tre + 20, + (a+ E- RFD) yo, (73) 
T T r 


1) 还 可 以 参考 第 6 章 6.5 节 ， 
2) E. Schrédinger. Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig: Johann Ambrosius Barth, 
1927. 
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在 和 上 面相 同 的 关于 7 = 0 和 一 oo 的 边界 条 件 下 , 我 们 得 到 这 方程 的 本 征 函 数 ， 
而 (72) 的 本 征 函数 则 为 乘积 u = v¥n. 
以 新 的 参数 


C 


2/—i 


代替 和 并 以 新 的 变数 
z 一 2V 一 Xr 


RE r, 我 们 得 微分 方程 


tar + 20+ (I+ EE) emo, 
这 方程 我 们 在 7.10 节 中 已 经 遇 到 过 (公式 (51b)), 不 过 形式 略 有 不 同 . 根据 那里 的 
理论 , 我 们 知道 , 对 于 实数 1, 就 是 说 对 于 负 的 和 只 有 当 ! 是 大 于 n 的 整数 时 , 解 
才 满 足 在 r = 0 连续 , 当 r 一 co 时 保持 为 有 限 的 条 件 ; 并 且 , 解 是 拉 盖 尔 多 项 式 的 
微 商 : 
v= gre Ala Roth (2), 


因此 , 对 于 原 方程 我 们 有 而 且 仅 有 负 的 本 征 值 
e2 
A=-5, 
相应 本 征 函 数 为 
u= rre- T/A ent) (Fr) Y¥,(8, p). 

在 这 表达 式 中 , 对 于 一 给 定 的 整数 1,n 可 以 取 从 0 到 1 一 1 的 任意 整数 值 , 而 Yn 这 
时 代表 (2n +1) 个 线性 独立 的 球 调和 函数 中 的 一 个 . 这 样 找到 的 离散 谱系 由 以 零 为 
聚 点 的 无 穷 多 个 数 所 组 成 的 . 

进一步 , 我 们 还 断言 , 所 有 正 实数 入 MRR AEH AE; 那 就 是 说 , 方程 
有 一 个 包含 所 有 非 负 实 数 的 连续 谱 . 

要 证 明 这 一 断言 , 我 们 引入 函数 w= rv 以 代替 方程 (73) 中 的 v. 这 样 就 得 到 


方程 


它 属于 在 5.11.1 小 节 中 处 理 过 的 类 型 . 因此 , 它 的 解 w 对 于 所 有 正 和 保持 为 有 限 ， 
而 方程 (73) 的 解 v = w/r, 5 r 无 限 地 增 大 时 , BTS. ME, 要 证 明 每 一 和 WIE 
值 是 一 本 征 值 , 只 需 证 明 有 一 在 原点 正规 、 对 于 所 有 的 7 都 存在 的 解 v 即 可 . 这 事 
实 可 以 从 线性 微分 方程 的 普遍 理论 获得 . 但 是 , 我 们 也 可 以 直接 得 到 一 个 具有 这 种 
性 质 的 解 , 即 可 表 为 一 处 处 都 收敛 的 寡 级 数 的 解 ; 所 用 方法 是 我 们 以 前 多 次 应 用 过 
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的 . 在 这 样 做 时 , 最 好 先 引进 函数 z = re YO” 把 微分 方程 转换 为 z 的 微分 方程 . 
然后 , 假定 解 是 一 个 守 级 数 , 就 引 到 一 个 两 项 的 递 推 关系 . 
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如 果 自 伴 线性 微分 方程 
L(un) + Anun 一 0 (74) 


的 本 征 值 X。 及 相 属 的 正 交 规 一 本 征 函数 un 对 于 给 定 的 区 域 和 给 定 的 边界 条 件 
是 已 知 的 , 那么 相应 于 一 “ 相 邻 的 ”或 “ 微 扰 的 ”微分 方程 


L(in) — Erün + Mniin = 0 (75) 


的 本 征 值 问题 中 的 本 征 值 和 本 征 函数 就 可 以 用 一 个 近似 方法 来 计算 . 这 方法 在 应 用 
上 很 重要 , 称 为 微 扰 演算 或 微 扰 理论 . 这 里 , 边界 条 件 和 区 域 都 保持 原状 不 变 . rK 
一 给 定 的 在 基本 区 域 上 的 连续 函数 , e 是 一 个 参量 ; in 和 和 是 新 问题 中 的 本 征 函 
数 和 本 征 值 . 不 加 证 明 , 我 们 假设 这 些 新 的 本 征 值 以 及 本 征 函 数 都 可 以 展 为 微 扰 参 
Be HARK. 


5.13.1 单 重 本 征 值 
先 设 原来 的 无 摄 动 问题 只 有 单 重 本 征 值 . 这 时 , 我 们 写 
fg = tig +60, betty oes, (76) 
An = An + Elin +E 十 …. (77) 


代入 (75) 中 立 得 方程 (74) 以 及 外 加 的 方程 
L(vn) + AnVn = Tun 一 Hnn, (78) 


L(wn) + AnWn = TUn 一 HnUn 一 VnUn. (79) 


从 它们 我 们 可 以 逐一 计算 各 级 微 扰 , 就 是 说 , 计算 un, Vne 和 vn wn, e 这 些 量 . 
为 了 这 一 目的 , 我 们 引进 待定 量 


Qnj = J vnujdg, 


它们 是 函数 vn 按 本 征 函 数 wj 展开 的 展开 系数 . 以 wu 乘 (78), 在 基本 区 域 上 积分 ， 
并 用 格林 公式 在 边界 条 件 (例如 等 于 零 的 边 值 ) 下 变换 左 方 第 一 项 , 我 们 得 


1) 在 这 里 , 区 域 的 维 数 是 任意 的 . 积分 总 是 对 整个 区 域 积 的 ; 体积 元 素 用 dg KEF. 
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Qnt(An = àr) = dn 一 Hnôni, 
其 中 Ôn = 0 W n £l, 而 6nn=1， 


dnt = J runuidg. 
Ml=n, 得 
Hn = dnn, (80) 
I 4 
RMlAn, 则 得 
ni = AeA = N 


ann 之 值 可 以 从 规 一 条 件 这 dg = 1 求 出 , 结果 引 到 关系 f PF ms pd 
ann = 0. 因此 , 如 果 我 们 可 以 把 vn 依 u; 展开 , 则 有 
vn = 2 fees a (ans = i. runujdo) ， (81) 


j=1 
其 中 符号 YO 表示 在 求 和 时 不 要 j-n 那 一 项 . 
求 出 一 级 近似 之 后 , 二 级 近似 


co 
Wn = > bnjuj 
j=l 


也 可 以 用 类 似 的 方法 从 方程 (79) RR. 从 (79), 像 上 面 一 样 , 可 得 


oo 
bai(An = ài) = > Qnjdil 一 Ananl 一 Vnén. (82) 


j=l 


4 n = 我 们 得 到 关于 本 征 值 的 二 级 微 扰 项 : 
Ua = a anjdjn, 
WE xn 则 有 ii 
me 二 六 {Ss 7 man} l (83) 
要 决定 ban, 我 们 必须 再 用 规 一 条 件 / dg -1 并 令 2 的 系数 等 于 零 ， 很 容易 


得 到 
bnn = -3 >= aaj» (84) 


而 二 级 近似 也 就 完全 决定 了 . 
其 他 各 级 近似 可 以 用 完全 同样 的 方法 逐次 地 去 决定 . 
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5.13.2 BATE 
对 于 重 本 征 值 的 情形 , 或 所 谓 “ 退 化 ” 的 情形 , 需要 作 进 一 步 的 讨论 . 我 们 只 要 
假设 (74) 的 第 一 个 本 征 值 是 a 重 的 就 行 了 , 也 就 是 说 , Xi = A2 =--- =A. = 入 ,而 


n > a 的 各 本 征 值 A, 都 是 单 重 的 . 问题 的 复杂 性 在 于 , 现在 , 在 多 重 本 征 值 的 情形 ， 
本 征 函数 只 能 决定 到 差 一 正 交 变换 的 地 步 . 因此 , 只 有 当 我 们 适当 地 选 好 未 微 扰 时 
重 本 征 值 的 一 组 本 征 函数 之 后 , 才能 期 望 在 微 扰 时 各 个 本 征 函数 连续 变动 (可 同时 
参考 第 3 章 3.8.4 小 节 ). 因此 , 我 们 设 属于 本 征 值 和 的 a 个 本 征 函数 由 一 尚 待 决 
定 的 正 交 变换 变 到 另 一 组 这 样 的 本 征 函 数 , 设 变 换 为 


us 一 Saat (n= 1,2,--- ,a) 
j=l 
并 设 
fin = Us 十 evn 十 Ee2wn +. 
我 们 的 目的 是 同时 决定 ynj 及 函数 vn,wn,…. An > a 时, 我们 有 uh = un, 而 本 
节 第 一 小 节 中 的 结果 都 可 以 用 上 . 因此 , 我 们 这 里 可 以 限于 n = 1,2,--- ,a 的 情形 . 
根据 所 作假 定 及 方程 (75), 我 们 得 到 下 列 关 于 on 和 wn 的 方程 


Qa a 
L(vn) 二 入 nvn = > ring — Un > TYnjUj, (85) 
a 
L(wn) + AnWn = TUn 一 UnUn — Vn >> nju. (86) 


j=l 


如 果 以 u R (85), 照 本 节 第 一 小 节 进行 计算 , 并 用 同样 的 符号 , 就 得 到 


Ant(An — Ax) = $ (dji — Un din) ns: (87) 


j=l 


因此 , 特别 地 , 对 于 ! = 1,2,… ,a 有 


0 一 X (dj 一 HnOjt) Ynj (l,n =1,2,--- ,Q). 
j=1 
从 这 a? 个 方程 , 可 以 唯一 地 决定 uuz Mo 这些 量 , 它们 是 特征 方程 |dj 一 
Mn6il| = 0 的 根 ( 见 第 1 章 1.2 节 ). 为 简单 起 见 , 我 们 假定 这 些 根 都 是 不 同 的 , 就 
是 说 , 二 次 型 》 dizjizl 只 有 相 异 的 本 征 值 . 这 时 , 正 交 矩 阵 (yn;) 也 唯一 地 确定 


jl=1 


T. 这 表示 我 们 关于 未 微 扰 的 本 征 函数 ut, = Y mu 的 选择 现在 已 固定 下 来 了 . 


j=l 
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仍 以 un 来 表示 这 些 ur. 在 新 的 符号 下 , 矩阵 (du) 是 一 个 对 角 和 矩阵 , 它 的 元 素 是 
dnn = Hn; 
其 他 元 素 都 是 零 . 由 方程 (87) 立 得 , 当 ! > a 时 


_ dm 

一 入 
像 本 节 第 一 小 节 中 那样 ， 由 规 一 条 件 知 ann = 0; 要 决定 其 他 的 ani(l,n = 1,2,---, 
an £1), 我 们 必须 用 (86) 来 求 第 二 级 近似 , 当 1,n = 1,2,… ,a 时 , 我 们 从 它 得 到 


Ont (88) 


oo 
0= Yo anjdjı 一 Hnûn 一 VnÔnl, 
j=1 


或 , 因 (da)(j,l = 1,2,--- ,a) 是 对 角 元 素 为 un HOARE, 得 


0= J anjdji + anihi 一 Unani 一 VnOnt- 
j=a+1 


因此 , 4 =n 时 , 有 


co 


m= È, onjdin, (89) 


j=a+l1 


其 中 的 系数 an 是 早 由 (88) 决定 了 的 . Sn AlN, 我 们 得 到 


我 们 把 结果 总 结 一 下 . 对 于 a 重 退 休 的 本 征 值 X = A, 选 这 样 的 一 组 正 交规 
一 本 征 函数 wi, wz,.… ,ua, 使 矩阵 dni = J runudg 为 一 对 角 矩 阵 , 矩阵 元 是 dnn. 
FRAGMAN RARA 


Hn = dnn 
而 本 征 函 数 的 一 组 微 扰 为 ` 
Un = >》 angsty, 
j=1 
其 中 
ann = 0, 
nl 一 In = A ’ 


如 果 至 少 有 指数 ln 之 一 大 于 a; 如 果 没 有 一 个 指数 大 于 a 而 ! 又 不 等 于 n, W 
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1 dnidi 
RE" NN 
dnn — du Sf An — Xt 


二 级 和 高 级 微 扰 可 以 用 完全 相应 的 方法 得 到 . 特别 地 , 第 n 个 本 征 值 的 二 级 微 
HA ( 见 (89) 式 ) 


5.13.3 ” 微 扰 理论 的 一 例 1) 


我 们 来 考虑 一 根 自由 地 振动 着 的 弦 的 问题 . 弦 的 两 端 在 z=0 和 zz=r 处 固 
E. 弦 的 弹性 系数 p = 1, 质量 密度 为 p(z).p(z) 在 区 间 0 < z <r 中 仅 略 微 不 同 于 
常数 值 po 而 为 p(z) = po 十 eo(z) 的 形式 . o(z) 是 一 个 已 知 的 函数 , s 代表 “ 微 扰 参 
量 ”. 由 5.3 节 知 其 相应 的 本 征 值 问题 为 


这 十 An(po + €0(z))iin = 0. (90) 


Se = 0 时 , 我 们 得 到 未 微 扰 的 问题 wi + Anpoun = 0, 其 解 为 An = n?/po, un = 
V2/rposinmz. 
既然 所 有 本 征 值 都 是 单 的 , 把 


及 2 
r(x) = —àno (z) = 一 六 cz) 

各 式 代 入 第 一 小 节 的 公式 (80) 和 (81) 中 2), 我 们 就 得 到 微 扰 问题 (90) 的 第 一 级 近 
似 . 于 是 我 们 得 到 本 征 值 的 一 级 微 扰 . 


= -%2 tole ain? 
Ln = a z az)sin nrdz 
及 本 征 函数 的 一 级 微 扰 5 
Un = X any (91) 
j=1 
其 中 
Qnj = La aan L [ o(x)sinnzsinjxrdx (j #7); 


1) £% Rayleigh. The Theory of Sourd, 第 I 4%, 115—118 页 . 

2) 在 第 一 小 节 中 我 们 假定 在 微 扰 项 er(z) 中 的 函数 r(x) 与 < HK. 但 (90) 中 的 相应 微 扰 项 中 的 函 
数 Xno(z) 却 是 依赖 于 < 的 . 不 过 因为 我 们 只 预备 讨论 一 级 微 扰 , 所 以 我 们 可 以 就 令 r(z) = -Ano(z), 其 
中 àn 不 再 与 © AX. 
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ann = 0. (92) 


为 了 把 这 些 结果 应 用 于 我 们 的 例子 , 我 们 试 来 计算 第 一 节点 的 位 移 5z, 这 节点 
与 有 = 2 相应 , 在 均匀 弦 的 情形 中 它 位 于 弦 的 中 点 . 

因为 我 们 已 经 假设 ün TURA < MARR, 我 们 可 以 把 ór 写成 gz = sr 十 
e7(---). 我 们 得 到 关于 r 的 下 列 方程 : 


O=t2(F+er+---) 


=u (Ster+--+)+eve(F +er+ =) +e%(---) 


ORCO EEE 
如 果 在 这 方程 中 令 系数 e 等 于 零 并 计 及 (91), 我 们 就 得 到 
T 
v2 (3 
ELA 
(3) 
因为 uz(z) = 常数 .sin 2z. 若 设 弦 的 不 均匀 性 是 由 于 在 xz = r/4 那 一 点 有 一 小 质 
E por, 我 们 从 (92) 经 过 一 简单 的 取 极 限 的 过 程 , 得 到 下 述 关 于 r 的 表达 式 : 


_ 4K (4 _ sin37/4 sin5r/4 =) 


Po Pai T pei 


RES = a21 — Q23 十 Q25 一 十 …， 


二 
~ @/2\12-4 382-4 52 一 4 


TV2 3 5 7 9 11 
括号 中 级 数 的 值 是 
1 十 2 T 5 
1+24 A 
AZ r= 一 </2. 


5.14 格林 函数 (影响 函数 ) 及 化 微分 方程 为 积分 方程 


在 这 一 节 中 , 我 们 要 从 另外 一 个 很 不 同 的 观点 来 探讨 并 补充 我 们 的 理论 . 我 们 
的 出 发 点 不 是 一 个 振动 问题 或 本 征 值 问题 , 而 是 一 个 边 值 问题 . 我 们 将 讨论 如 何 用 
格林 函数 (或 影响 函数 ) 的 方法 来 表示 这 问题 的 解 ， 这 样 , 本 征 值 微分 方程 就 化 为 
对 称 积分 方程 , 而 本 征 函数 的 存在 以 及 完备 性 定理 和 展开 定理 也 就 跟着 证 明了 . 
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5.14.1 ”格林 函数 及 常 微分 方程 的 边 值 问题 
我 们 先 考 虑 函数 u(x) 在 基本 区 域 G : zo < z < xz; 上 的 线性 齐 次 二 阶 的 自 伴 
微分 式 
L{u] am pu” +p'u' — qu, 
其 中 p,p M q 是 z 的 连续 函数 , 并 且 p > 0. 与 此 相 属 的 非 齐 次 微分 方程 为 
Llu] = 一 2(z)， (93) 


其 中 w(z) 代表 在 G 中 确定 的 一 分 段 连续 函数 . 我 们 所 要 处 理 的 是 边 值 问题 : RA 
程 (93) 的 一 个 解 u = f(z), CH G 的 边界 上 满足 齐 次 边界 条 件 , SM u = 0. 
我 们 可 以 根据 下 述 想 法 来 讨论 这 问题 . 我 们 仍 把 方程 (93) 看 成 是 一 条 弦 在 不 依赖 
于 时 间 而 连续 分 布 在 弦 上 的 力 的 影响 下 平衡 的 条 件 ; p(z) 为 力 的 密度 . 我 们 先 把 连 
续 分 布 的 力 变 为 “点 力 ”, 就 是 说 , 作用 在 一 点 z = € 上 , 强度 一 定 的 力 , 然后 取 极 
R. 令 k(z,é&) ERIZE z 点 在 所 给 边界 条 件 下 由 于 点 受到 单位 强度 的 力 的 作用 
而 产生 的 偏离 . 于 是 , 连续 分 布 的 力 yp 对 于 z 点 的 影响 , 可 以 看 作 是 连续 分 布 的 点 
力 的 影响 的 又 加 ; 在 每 一 点 上 上 力 的 线 密度 等 于 oE). 我 们 可 以 期 望 所 求 的 解 形 如 


uz) = f (ze(6)de. (94) 


函数 K(z,6) 称 为 微分 式 Llu] 的 影响 函数 或 格式 函数 , CE r= zo 及 z= zl 满足 
所 给 边界 条 件 . 因此 , 方程 (94) 所 表示 的 解 一 个 以 K(z,5) 为 核 , p(z) 为 源 密 
度 的 积分 一 一 也 满足 这 些 边界 条 件 . 

影响 函数 K(x, £) 除开 在 x = & 这 一 点 外 应 当 处 处 满足 方程 


L{K] = 0， 


因为 它 所 对 应 的 是 z 关 & 时 力 等 于 零 的 情形 . 在 z = € KA, KE 必 有 一 奇 点 . 
我 们 可 用 下 述 启示 性 方法 推出 这 奇 点 的 性 质 . 我 们 把 点 力 看 成 是 力 we(z) 的 极限 
情形 , ee(z) Æ G P |e- El >e ZARTE, 其 总 强度 为 


€+e 
| pe(T)dr = 1. 
-e 


& K(z,é) 表 与 此 相应 的 弦 的 偏离 ; 于 是 , 了 [Ke] = (PKLy — 9Ke = 一 we(z). 在 极限 
€-6 RES 间 积分 这 方程 (5 > e 可 以 任意 选择 , 只 要 积分 区 间 保 持 在 基本 区 域 


a f E+6 d dK 
I, (= (? =) ~ ake) bent ae 


1) 提醒 一 下 , 非 齐 次 边界 条 件 下 齐 次 微分 方程 的 边 值 问题 总 可 以 化 为 这 问题 (参看 5.1.2 小 节 ). 
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如 果 我 们 先 取 极限 s 一 0, 假定 Ke 收敛 到 一 个 连续 的 、 并 且 除 z = E 外 连续 可 微 
的 函数 K(x, £), 然后 让 6 一 0, 我 们 得 到 关系 


_ dK(z,€) (>t? 1 
| 
这 关系 刻画 出 了 格林 函数 的 奇 点 的 特征 . 


我 们 现在 把 这 粗略 的 讨论 反 过 来 , 使 它 成 一 严格 的 数学 理论 . 我 们 一 开头 就 把 
在 给 定 的 齐 次 边界 条 件 下 微分 式 Llu] 的 格林 函数 定义 为 这 样 一 个 z 和 & 的 函数 
K(z, ), 它 满足 下 列 条 件 : 
(1) K(z,é) 4 E BERNE z 的 连续 函数 并 满足 所 给 边界 条 件 . 
(2) K 对 z 的 一 阶 和 二 阶 微 商 在 G 中 除 r= E 外 处 处 连续 ; 在 z = € 这 点 , 一 
阶 微 商 有 一 跳跃 为 
dK(z, €) z=é€+0 a DE 
dr z=é€-0 pE) 
(3) Æ z = € 这 点 外 面 , K 一 一 作为 z 的 函数 一 一 在 G 中 处 处 满足 微分 方程 
LIK] = 0. 
满足 条 件 2, 3, 但 不 一 定 满足 边界 条 件 的 一 个 连续 函数 称 为 微分 方程 Llu] = 0 
的 一 个 “基本 解 ”. 我 们 现在 来 证 明 这 样 定义 的 格林 函数 的 确 是 我 们 所 要 求 的 . 按 
前 面 粗略 的 讨论 所 得 的 结果 我 们 应 证 明 : 如 果 yl) 是 z 的 一 个 连续 或 分 段 连 续 函 
数 , 则 函数 


(95) 


u(x) = f ”" k(t, €)y(€)ae (96) 


满足 微分 方程 
Llu] = —p(z) (97) 


及 边界 条 件 . 反 过 来 , 如 果 函 数 u(x) 满足 微分 方程 (97) 及 边界 条 件 , 那 它 就 可 表 为 
(96) 的 形式 . 要 证 明 前 一 论断 , 只 需 应 用 对 积分 号 下 的 参数 求 微 的 初等 规则 . 于 是 ， 
注意 (95), 我 们 得 到 下 列 方程 


ws) = f" K'E DEd, 


u” (x) = j f K” (x, €)p(€)dé + / ; K" (x, €)p(€)dé 
+ K'(z, 2 一 0)p(z) 一 K'(z, 2 + 0)p(z) 
= [ "(a €) (6) de + [K's + 0,2) — K'(e—0,2)]0(2) 


ee cane _ glz), 
= [Kee oleae At 
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因此 ， 
pu + pu! — qu = f (PK” + p'K' — qK)p(£)dE — (2). 


但 LIK] = 0, 所 以 断言 得 证 . 

要 证 明道 定理 , 我 们 仍 用 格林 公式 (5.1 节 , (2b)); $ v = K, 然后 应 用 公式 于 两 
积分 区 域 zo < xz < & 及 & < x < x1. 这 样 再 把 r 和 上 对调 就 可 直接 从 跳跃 关系 及 
边界 条 件 得 到 公式 (96). 

WR u AK 有 不 同 的 边界 条 件 (例如 , 在 端点 z = zo 及 z= zi,K = 0), WA 
同样 方法 我 们 得 到 u 的 更 一 般 的 表达 式 : 


u(x) = f "K(x, €)p(6)dé + pK'u 


如 y = 0 则 此 式 代 表 齐 次 微分 方程 Llu] = 0 的 边 值 问题 的 解 , 并 且 这 解 已 用 边 值 
表示 出 来 . 
一 个 自 伴 微 分 式 的 格林 函数 是 参 变 量 上 及 变量 了 HHA, HM 


K(z, €) = K(é, 2). 


从 格林 公式 差不多 可 以 立刻 证 明 这 点 . 我 们 只 要 以 v= K(2,n),u = K(z,€) RAB 
式 , 把 积分 区 域 分 为 三 个 区 间 zo <r < &,€ < x NN STS r, 分 开 来 处 理 , 利用 
在 z=&€ 和 z=” 点 的 断 续 关系 (95) 及 边界 条 件 , 就 可 以 得 到 证 明 . HAH se xt 
称 性 代表 着 物理 中 常常 出 现 的 一 种 互 逆 性 : 如 果 作 用 在 & 点 的 力 1, Ae 点 产生 效 
$ K(x,£), 则 力 工作 用 于 z 点 时 , AE 点 将 产生 同样 的 效果 . 


5.14.2 ”格林 函数 的 构造 、 广 义 格林 函数 


在 预 给 的 边界 条 件 下 , Llu] 的 格林 函数 可 以 如 下 造 出 : 考虑 微分 方程 L[u] = 0 
的 任意 一 个 解 uo(z), CE z = zo 满足 边界 条 件 , 例如 等 于 零 . couo(z) 是 这 种 解 最 
一 般 的 形式 . 类 似 地 , 设 culs) Æ Llu] = 0 的 一 族 解 , 它们 在 z = zl 满足 边界 条 
件 . 有 两 种 可 能 的 情形 : 或 者 这 两 族 解 是 相 异 的 一 一 一 般 情形 应 如 此 一 一 或 者 它 
们 全 同 . 在 第 一 种 情形 中 , 函数 uou 线性 无 并 , 即 woui 一 wuh £0; 第 一 族 中 的 
一 曲线 不 能 和 第 二 族 的 一 曲线 在 基本 区 域内 相 切 (因为 如 果 相 切 则 在 接触 点 将 出 
现 与 这 方程 矛盾 的 事实 ). 我 们 可 以 这 样 来 选 两 常数 co, cl 使 交点 位 于 G 内 横 坐 标 
为 z = 上 之 处 , 并 使 在 这 点 的 微 商 的 跳跃 恰 等 于 一 1/p(&). 这 样 我 们 就 得 出 格林 函 
数 , 公式 为 


Zi 


ar<é: u= -u1 (€)uo(2), 


1) 这 是 很 清楚 的 . 因为 我 人 有 A= uou, — ubu = c/p, 其 中 c 为 常数 ， 这 是 根据 从 所 给 微分 方程 
导出 的 方程 pA’ + Ap’ 二 0 得 到 的 . 
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t>: u= -Žuo(£)ju (2), 


c = p(€)[uo(€)ui (£) — uo()ur(€)] = 常数 . 


在 第 二 种 情形 中 , u Au 只 差 一 常数 因子 . 每 一 属于 第 一 族 的 解 也 属于 另 一 
族 . 因此 wo(z) 不 但 满足 在 z = ro 点 的 条 件 而 且 也 满足 在 z = zl 点 的 条 件 , 而 方 
程 Llu] = 0 就 有 一 个 满足 边 条 件 的 非 零 解 vo(z). 这 就 是 说 ,入 = 0 Llu] +rAu =0 
的 一 个 本 征 值 . 因此 上 述 格林 函数 的 作法 失败 , 格林 函数 不 存在 . 

格林 函数 的 存在 是 和 微分 方程 Llu] = 一 p(z) 的 齐 次 边 值 问 题 的 唯一 解 的 存在 
SOW (参看 本 节 第 1 小 节 ). 因此 下 述 二 者 之 一 成 立 : 在 给 定 的 齐 次 边界 条 件 下 ， 
或 者 方程 Llu] = -ww(z) 对 于 每 一 给 定 的 p(z) 有 一 唯一 确定 的 解 u(z), 或 者 齐 次 方 
程 Llu] = 0 有 一 非 平凡 解 . 

还 有 , 在 第 二 种 情形 中 , 非 齐 次 问题 Lju) = 一 p(z) 有 解 的 必要 和 充分 条 件 是 齐 
次 方程 Llu] = 0 的 解 vo(z) 和 右 方 的 p(x) 满足 正 交 关系 


J wjuolzjdz=0 

要 看 出 正 交 条 件 之 为 必要 可 以 uo(z) 乘 微 分 方程 Llu] + p(z) = 0, 在 区 域 G 中 
积分 , 应 用 格林 公式 并 顾及 边界 条 件 . 该 条 件 之 为 充分 也 可 以 证 明 , 只 要 引进 “广义 
的 格林 函数 ” 以 代替 格林 函数 即 可 . 我 们 仍 用 一 简单 的 根据 物理 直观 而 有 启发 性 的 
讨论 来 引进 这 函数 . 我 们 要 提醒 一 下 (参看 5.3 节 ), WR 和 是 一 个 本 征 值 , 其 相 属 
规 一 本 征 函数 为 u, 则 在 形 如 _W(zjetV 的 一 外 力作 用 下 , 弦 会 变 成 不 稳定 的 ( 共 


振 ), 除非 条 件 f “vy(z)ju(z)dz = 0 得 到 满足 . 在 我 们 现在 的 情形 中 , A= 0, 这 意味 


在 一 与 时 间 无 关 的 外 力 的 影响 下 的 不 稳定 性 . 特别 地 , 当 点 力作 用 在 任 一 点 时 , 弦 
是 不 稳定 的 . 如 果 要 想 这 系统 在 一 点 力作 用 下 不 致 离开 它 的 平衡 状态 任意 远 , 我 们 
必须 用 一 固定 的 、 与 时 间 无 关 的 反 力 来 平衡 这 弦 . 这 反 力 可 以 任意 选择 , 但 它 不 得 
与 本 征 函 数 vo(z) ER, 否则 它 就 不 会 防止 零 本 征 频率 的 激发 了 . 为 方便 起 见 , 我 
们 假设 这 平衡 力 具 有 对 称 的 形式 : v(x) = 一 uo(z)uo(é). 于 是 , 作用 在 点 z= 上 的 
点 力 的 影响 函数 K(x, £) 不 但 满足 边界 条 件 , 而 且 , 除去 在 z = € 这 点 而 外 , 还 满足 
微分 方程 
L{K] = uo(x)uo(€), 


E r = 这 点 它 必须 满足 间断 条 件 (95). 这些 条 件 决 出 一 函数 K, 但 不 完全 决定 
(可 以 加 一 任意 函数 c(E)uo(x)). 要 想 挑 出 一 个 特殊 的 函数 K, 我 们 要 求 


/ E LE A ET 
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并 把 这 样 定义 的 函数 K 叫 作 微分 式 Llu) 的 广义 格林 函数 . 利用 Llu] 是 一 个 自 伴 
微分 式 的 假定 , 我 们 发 现 , 和 以 前 一 样 , 广义 格林 函数 具有 对 称 性 


K(z, £) = K(é, x). 


这 些 讨论 可 以 用 一 简单 的 例子 来 说 明 . 这 例子 就 是 两 端 自由 的 弦 (还 可 参看 5.15.1 
小 节 ). 在 这 里 , wo = 常数 是 A = 0 的 一 个 本 征 函 数 ; 我 们 取 一 沿 整 个 弦 长 是 常数 的 
力 为 反 力 . 

广义 格林 函数 可 以 用 造 普通 格林 函数 同样 的 方法 来 造 出 . 我 们 只 需 证 明 : 如 果 
Llu] = 0 有 一 满足 边界 条 件 的 非 平凡 解 wo, 则 Llv] = uo(E)uo(x) 不 能 有 这 样 的 解 . 
事实 上 , 如 以 wo(z) 乘 后 一 个 方程 , 在 基本 区 域 上 积分 并 利用 边界 条 件 , 我 们 得 


wolé) far = f" wm)zpoldz=o 


而 这 是 和 f “w2(z)dz 4 0 的 假定 相 矛 盾 的 . 


广义 格林 函数 有 与 以 前 的 普通 格林 函数 相同 的 作用 . 注意 , 微分 方程 Llw] = 
一 p(zZ) 的 解 w(z) 只 决定 到 差 一 任意 可 加 函数 cuo(z) 的 程度 , 因此 我 们 可 加 一 个 条 


件 ”unuodz = 0 来 确定 它 . 这 样 我 们 有 定理 : 令 w(z) 为 与 uo(z) 正 交 的 函数 , È 


满足 边界 条 件 , 是 有 连续 的 一 阶 和 分 段 连续 的 二 阶 微 商 , 如 w(z) 同 分 段 连续 的 函 
数 p(x) 通过 方程 
L{w] = —y(x) 
相 联系 , 则 如 前 的 关系 
w(2) = f ~ Kl €)v(é)a (98) 


亦 成 立 . 

反 过 来 , WR v(x) F wo(z) EX, 则 从 后 一 关系 可 以 推出 前 一 关系 , 这 一 逆 定 
理 包 含 284 页 中 所 叙 定 理 的 第 二 部 分 . 

这 里 的 证 明 与 普通 格林 函数 的 相应 证 明 类 似 , 不 过 每 一 形 如 (98) 的 函数 v(x) 
必须 同 wo(z) EX, 因为 格林 函数 K(x, £) 有 这 人 性质. 

我 们 已 经 看 到 , 在 这 里 所 讨论 的 二 阶 常 微分 方程 的 情形 , 和 = 0 最 多 只 能 是 单 
重 本 征 值 . 如 果 入 = 0 是 重 本 征 值 (对 于 高 阶 的 微分 方程 而 言 ), 我 们 可 以 用 形 如 


(x) = 一 wo(z)uo(E) 一 Wai(Z)ua(E) 一 … 


的 对 抗力 来 造 出 广义 格林 函数 , 其 中 wo,w1,… 是 属于 本 征 值 = 0 的 诸 正 交 本 征 
函数 . 
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5.14.3 ”微分 方程 和 积分 方程 的 等 价 


利用 格林 函数 , 把 微分 方程 变 为 一 积分 方程 , 我 们 可 以 完全 解决 早先 讨论 的 本 
征 值 问题 . 我 们 来 看 线性 地 依赖 于 参量 和 的 一 族 微 分 方程 


Lu] +Apu=eo(z) (p(x) > 0); - (99) 


此 处 w(z) 是 一 个 分 段 连续 的 函数 , p(z) 一 正 的 连续 函数 , 而 u 假定 满足 给 定 的 边 
界 条 件 , SM u=0. 如 果 在 所 给 的 边界 条 件 下 , Llu] 的 格林 函数 存在 , 则 从 公式 
(94), 令 v(x) = 和 pu — Y, 立 得 下 面 的 方程 


ulz) =A f" K(x, PEE) + a2), (100) 


其 中 
sa) =~ | K(z, €)w(é)dé 


是 z 的 一 个 给 定 的 函数 ; 方程 (100) 与 (99) 等 价 . 因此 , 在 指定 的 边界 条 件 下 求 
(99) 的 解 u, 与 解 积分 方程 (100) 等 价 . 齐 次 积分 方程 


ula) =A f Kle, EEUE dk 


对 应 于 齐 次 方程 
L{u] + Apu = 0. (101) 


如 果 我 们 引进 新 的 未 知 函 数 
z(7) = u(x)v p(z), 


以 Vp(z) 乘积 分 方程 而 令 K(z,é) = Klr, Epee, WAS (101) 相应 的 积分 
方程 a 
(a) =A | Kle, £28k. (102) 


(102) 中 的 核 K(z,é) 是 对 称 的 , 因为 Llu] AE. 因此 我 们 可 以 应 用 第 3 章 中 研 
究 过 的 关于 对 称 核 的 诸 定理 , 而 得 关于 微分 方程 (99) 的 一 些 结果 一 一 结果 的 一 部 
分 已 包含 在 本 节 第 2 小 节 中 . 

在 非 齐 次 微分 方程 (99) 的 边 值 问题 与 齐 次 微分 方程 (101) 在 所 给 齐 次 边界 
条 件 下 的 边 值 问题 之 间 还 有 下 述 的 另 一 关系 : 或 者 , 对 于 固定 的 A, 齐 次 微分 方程 
(101) 只 有 恒 等 于 零 的 解 (AJE (101) 的 本 征 值 ); 这 时 , 对 于 任意 的 yle), 非 齐 次 方 


1) 这 一 对 称 性 及 其 结果 显示 出 假定 L[w] 自 伴 的 意义 . 
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程 (99) 有 一 个 而 且 只 有 一 个 解 . 或 者 , 对 于 某 和 = Xi, 齐 次 方程 (101) 有 非 平庸 解 
ui( 和 i 是 (101) 的 一 个 本 征 值 , wi 为 相应 本 征 函 数 ); 这 时 , 当 且 仅 当 关系 


f puipdr =0 
To 


对 于 所 有 相 属 于 本 征 值 Xi 的 本 征 函数 u 都 成 立 , 非 齐 次 方程 (99) FE 入 = Xi 时 
有 解 . 

此 外 还 有 : 存在 一 序列 的 本 征 值 和 1, 和 2,… (An 一 co) 及 相应 本 征 函 数 ur, v2,…; 
后 者 作成 一 无 穷 函数 组 , 并 满足 下 列 正 交 关系 


[ puiukdz =0 (i Æ k), 5 pu2dz = 1. 
如 果 我 们 能 够 通过 格林 函数 Kr, t) 为 核 把 一 个 函数 wa) 用 分 段 连续 函数 
yp(&) RA a 
wa) = | Kle, E)E), 
那么 w(z) 就 能 按 本 征 函 数 展 为 一 绝对 而 且 一 致 收敛 的 级 数 


oo zl 
= S tatal), Cn = i wpundz. 
n=1 Zo 


可 以 更 简单 一 些 地 来 表述 能 够 这 样 展开 的 函数 的 特征 ， 由 格林 函数 的 基本 性 
质 , 从 (94) 得 方程 Llw] = -9(z). 反 过 来 , 如 果 考 虑 任 一 具有 连续 一 阶 微 商 及 分 段 
连续 二 阶 微 商 , 并 满足 边界 条 件 的 函数 w(x), 我 们 可 以 用 方程 Llw] = 一 pg(z) 来 造 
出 一 个 源 分 布 函数 yp(z). 因此 , 我 们 得 到 下 述 结 果 :， 每 一 具有 连续 一 阶 微 商 及 分 


段 连续 二 阶 微 商 并 满足 边界 条 件 的 函数 w(z) 可 以 展 为 一 绝对 而 且 一 致 收敛 的 级 数 
w(z) = 2 CnUn(z). 


这 一 定理 告诉 我 们 ， 本 征 函 数 作成 一 完备 的 正 交 组 . AA, 任何 一 个 在 G 中 连 
续 的 函数 可 以 用 一 个 具有 连续 一 、 FS GI HO RE ER OR FS LE EE RR O VE 


程度 . 于 是 , 根据 方才 所 说 的 展开 定理 , 它 也 可 以 用 一 有 限 组 合 Weg ) XE. 


n=l 


以 前 注意 到 的 所 有 本 征 值 都 是 正 的 事实 1) (用 积分 方程 论 的 术语 , 核 K(x,é) 是 
正定 的 ) 使 展开 定理 具有 更 强 的 形式 . HW K(2,é) 是 rE 的 一 个 连续 函数 , 我 们 
可 以 应 用 Mercer 定理 (第 3 章 3.5.4 小 节 ) 而 得 出 结论 : 核 的 级 数 展开 


K(z,€) = Vola) 》、 we, 


1) 参看 238 页 . 
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或 oo 
K(z,é) =~ Cun) (103) 
n=1 ie 
绝对 且 一 致 收敛 . 这 显明 地 把 格林 函数 同 本 征 函 数 相 联系 的 公式 简称 为 变 线 关 系 ; 
对 于 固定 的 &, 它 代表 一 具有 分 段 连续 一 级 微 商 的 连续 函数 的 级 数 展开 . MRR 
作 一 线性 组 合 
S = aiK(a,é1) + a2K(z,2) +, 

则 得 一 连续 函数 , 它 的 一 阶 微 商 在 指定 点 G12. 具有 指定 的 跳跃 —a1/p(&) - 
Q2/p(&2),…; 这 函数 可 以 展 为 一 绝对 且 一 致 收敛 的 本 征 函 数 级 数 ， 因 为 从 任意 一 
个 具有 分 段 连续 一 、 二 阶 微 商 的 函数 , 可 以 减 去 一 特殊 的 函数 5 而 使 其 差 满足 上 
面 展开 定理 所 要 求 的 条 件 , 所 以 我 们 有 下 述 结 果 : 展开 定理 成 立 的 充分 条 件 是 连续 
函数 wl) 的 一 、 二 阶 微 商 分 段 连续 . 

在 本 节 中 , 我 们 假定 了 Llu) 的 格林 函数 存在 , 就 是 说 , 和 = 0 不 是 微分 方程 
Liu] + Apu = 0 的 本 征 值 (本 节 第 2 小 节 ). 如 果 这 假定 不 成 立 , 我 们 就 以 广义 格林 
函数 代替 普通 格林 函数 ; 所 有 上 面 把 方程 (101) 的 本 征 值 问题 化 为 一 积分 方程 问题 
的 讨论 都 成 立 . 要 保证 展开 定理 有 效 , 我 们 还 应 加 进 w(z) 和 入 = 0 相 属 的 本 征 函 
数 uo(x) 正 交 的 条 件 . 但 这 条 件 在 最 后 表述 展开 定理 时 可 完全 不 出 现 , 如 果 我 们 把 
属于 本 征 值 = 0 的 本 征 函数 也 包括 进来 的 话 . 零 本 征 值 的 出 现 , 并 不 意味 任何 特 
别 之 处 . 这 一 点 将 在 以 后 我 们 用 变 分 法 来 探讨 本 征 值 问题 时 看 到 (第 6 章 6.1 节 ). 

最 后 , 我 们 来 把 非 齐 次 方程 (99) 的 解 用 本 征 函数 展开 . 与 以 前 5.3.3 小 节 中 的 
方案 相应 (这 种 方案 现在 由 与 展开 定理 而 得 到 证 实 , 或 直接 由 积分 方程 的 定理 [第 
3 章 公 式 (56)] 而 得 到 证 实 ), 我 们 得 到 解 


u(t) = Y ntin (a) a = oven = f nla) 


n=1 
这 使 我 们 弄 清 了 下 面 的 事实 : 如 和 二 和 为 一 本 征 值 , 则 除非 正 交 关系 / eo 


0 得 到 满足 , 否则 方程 (99) 不 能 解 . 用 物理 的 语言 来 说 : 当 外 力 与 本 征 振动 共振 时 ， 
当 且 仅 当 系统 在 按 本 征 振 动 连 动 时 外 力 不 做 功 , 才 有 稳定 态 存在 . 
5.14.4 ”高 阶 常 微分 方程 

高 阶 微分 方程 并 没有 本 质 上 的 差异 . 我 们 只 讨论 与 微分 方程 vw — Xu = 0 ( 均 
SIEF) BR u” — Apu = 0 ( 非 均 匀 杆 ) 有 关 的 一 个 典型 例子 . 同 以 前 一 样 , 我 们 引进 影 
响 函数 或 格林 函数 , 它 代表 在 平衡 态 中 , 且 在 作用 于 点 z = & 的 点 力 的 影响 下 , 杆 
满足 指定 的 边界 条 件 的 位 移 . 用 和 上 面相 同 的 方法 , 我 们 得 到 下 述 关 于 格林 函数 的 
典型 条 件 : 
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(1) 对 于 参数 € 的 每 一 数值 , 函数 K(z,é) 及 其 一 、 二 阶 微 商 连续 , K(z,é) 并 且 
满足 指定 的 齐 次 边界 条 件 . 

(2) 在 任何 异 于 z = € 的 点 , K(z,é) 对 z 的 三 、 四 阶 微 商 也 都 连续 . 但 在 z = E 
这 点 , 有 下 述 间 断 关 系 


lim[K” (€ +E, £) = K” (£ = €,€)] =-1. 
(3) RE z = & 这 点 , 微分 方程 
K”(z,€) =0 
处 处 满足 . 
格林 函数 的 基本 性 质 可 以 叙述 如 下 : > ula) 为 一 满足 边界 条 件 的 连续 函数 ， 
它 有 连续 的 一 、 二 、 三 阶 微 商 及 分 段 连 续 的 四 阶 微 商 ; + pl) 为 一 分 段 连续 的 函 
数 . 如 u(x) 与 v(x) 间 有 下 述 关系 : 
L{u] =u = -(z), 
则 T1 
u(x) = | Ke, (ae; 
POIRIA. 
关于 更 普遍 的 微分 方程 
ul” — \pu =0 
的 本 征 值 问题 , 关于 展开 定理 , 以 及 关于 非 齐 次 方程 
u” — Apu = —(z) 


的 理论 等 等 , 都 可 以 和 本 节 第 3 小 节 中 的 相应 问题 一 样 加 以 处 理 , 那 就 是 , 化 为 具 
有 对 称 核 K(x, €) = K(z,é)Vp(z)p(é) 的 一 个 积分 方程 . 所 得 结果 是 : 存在 一 无 穷 
组 的 本 征 值 Xi, X?.… 及 相 属 本 征 函 数 ui,uz,…， 后 者 具有 这 样 一 些 性 质 : 函数 
Jeu; 成 一 完整 的 正 交 系 , 任 一 满足 边界 条 件 并 有 直到 三 阶 的 连续 微 商 及 分 段 连 续 
四 阶 微 商 的 函数 w(x) 可 以 依 这 些 函 数 展 为 一 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 . 此 外 , 根 要 
Mercer 定理 0, 变 线性 关系 


Kine) = Sten 
成 立 , 并 且 展 开 定 理 还 可 以 推广 到 三 阶 微 商 只 是 分 段 连续 的 函数 . 


关于 存在 性 的 证 明 , 格林 函数 及 广义 格林 函数 的 造 出 , 都 没有 新 的 困难 . 这 些 
问题 将 在 5.15 节 的 例子 中 阐明 . 


1) 参看 第 3 章 3.5.4 小 节 . 像 在 振动 弦 的 问题 中 一 样 , 我们 可 以 证 明 这 核 是 正定 的 . 
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5.14.5 偏 微分 方程 


在 齐 次 边界 条 件 的 偏 微分 方程 问题 中 , 格林 函数 仍 可 作为 一 与 之 等 价 的 积分 方 
程 的 核 引进 . 作为 一 个 例子 , 我 们 来 看 在 z - y 平面 上 的 区 域 G P, 齐 次 边界 条 件 
(BAM v = 0) 下 的 二 阶 偏 微分 方程 


Av = —9(2, y). 


这 方程 表征 一 绷 紧 的 膜 当 处 于 平衡 态 时 , 在 一 与 时 间 无 关 密度 为 ole y) 的 力 的 作 
用 下 的 偏离 . 同 以 前 一 样 , 可 以 借助 于 一 格林 函数 K (cr, y; 6, n) 来 求 得 其 解 , 这 函数 
代表 作用 于 (En) 点 的 点 力 在 (z,y) 点 所 生 的 影响 . 函数 K, 除去 = = y= 这 
点 外 , 必须 处 处 有 连续 一 、 二 阶 微 商 , 并 满足 微分 方程 OK = 0. 此 外 , K 还 必须 满 
足 给 定 的 边界 条 件 , 并 在 源 点 z = &,y = 处 具有 一 表示 点 力 特 性 的 奇 点 . 这 奇 点 
的 性 质 可 以 这 样 来 确定 : 用 一 半径 为 < WA 上 围 住 源 点 , 假定 有 一 在 内 密度 为 
pelz y), 在 外 等 于 零 f | pe(z,y)dzdy = 1 的 外 力 , 然后 把 格林 函数 K(x, y; €,7) 


看 作 是 AK = 一 pe 满足 给 定 边 界 条 件 的 解 Ke(zx,y;&,7) 当 e 一 0 时 的 极限 . 在 半 
径 5>e WA k 上 将 方程 AK = 一 ype 积分 并 用 格林 公式 , 得 


0 
| BKeas = 一]. 


此 处 7 = (x -E + (y — 7)? 代表 由 (En) 点 至 (z,y) 点 的 距离 , s 是 边界 n HM 
长 . 因此 , 我 们 必须 把 刻画 格林 函数 所 需 加 的 条 件 写 为 


Í SK(z, y; é n)ds 三 一 | 
如 果 我 们 要 求 K 在 源 点 邻近 的 形式 为 


1 
K(z,y;£,7) = 一 区 log7 +(x, y;&7), 


其 中 y(z,y;&,7n) 以 及 它 的 一 、 二 阶 微 商 都 是 z,y 的 连续 函数 , 则 此 条 件 即 满足 (A 
AMF r #0, logr 是 势 方程 的 一 个 解 , 所 以 y 本 身 也 是 一 个 正规 的 势 函 数 ). 
把 这 有 启示 性 的 讨论 的 次 序 倒 过 来 , 我 们 以 下 列 条 件 来 定义 格林 函数 K: 
(1) BRYA (En) 外 , 函数 K(z,y;&,7) 及 其 对 z,y 的 一 、 二 阶 微 商 都 连续 . 函 
数 K 具有 形式 . 
K(x, y5€,) = -zz logr + y(x,¥5 £n), 


其 中 yr, yE n) 及 其 直到 二 阶 的 微 商 是 连续 的 . 
(2) K 满足 指定 的 齐 次 边界 条 件 . 
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(3) 除 源 点 外 , 微分 方程 AK = 0 处 处 满足 . 
这 样 定义 的 格林 函数 满足 对 称 条 件 


K(z,y;€,n) = K(€,; 2, y). 


这 一 对 称 性 正 是 早先 强调 过 的 物理 上 互 逆 性 的 表示 , 它 可 以 仍旧 用 格林 公式 来 证 
BA. 证 明 时 我 们 从 G 中 除去 以 (En) 及 (é',7') 两 点 为 圆 点 , 半径 等 于 e 的 两 个 小 
Al, 在 所 得 区 域 中 应 用 格林 公式 于 函数 K(z,y;&,7n) 及 K(z,y;€',7’), 取 极 限 c 一 0 
并 注意 格林 函数 的 奇异 性 , 即 得 一 一 由 于 边界 条 件 , 在 G 的 边界 T 上 的 积分 为 零 
一 一 对 称 公式 KE, n'En) = KE, n; €',1’). 

同 以 前 一 样 , 格林 函数 的 基本 性 质 是 : > ulr y) 为 任 一 满足 齐 次 边界 条 件 ( 璧 
w u=0) 并 在 G 中 有 连续 一 阶 及 分 段 连续 二 阶 微 商 的 连续 函数 , wR 


L{u] = Au = —¢(z,y), 


则 关系 
u(z,y) = J [ K(7,y;é€,n) 9(é, ndédn 


成 立 . MIK, WR yp(z,y) 是 在 G 中 具有 连续 一 阶 微 商 的 连续 函数 , 则 在 G PIE 
续 的 函数 
u(z,y) = J o KE vib mel, n)dgdn 


有 一 、 二 阶 连续 微 商 并 满足 方程 
Au = —(z,y) 


及 边界 条 件 . 

注意 , 在 定理 的 第 二 部 分 中 , 对 于 w(z,y) 的 可 微分 性 所 作 的 假设 较 在 第 一 部 
分 中 为 强 (对 于 常 微分 方程 无 此 差别 ). 

定理 的 第 一 部 分 结果 差不多 仍 可 立刻 从 格林 公式 (5a) 得 到 . 我 们 在 区 域 G 一 
k 中 (k 是 以 (z,y) 点 为 圆心 , 半径 等 于 e 的 小 圆 , 仍 令 其 周 界 为 x) 应 用 这 公式 于 
v=K(z,y;£,n). 因为 在 这 样 的 区 域 中 AK = 0, 而 在 边界 TT 上 的 积分 为 零 , 故 剩 下 


来 的 只 有 3 
[( -r +) ds = ff Kole magan. 
%4 e — 0 Bf, f u(@K/dn)ds ÉF u(x, y) 而 f, K(du/dn)ds AFB, MRA 


u= ff Kydédn. 


定理 的 第 二 部 分 可 用 黎 曼 想 出 来 的 一 个 办 法 , 非常 简单 地 来 证 明 ; 这 里 用 到 yp(z,y) 
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的 一 阶 微 商 连续 这 假设 了 .把 函数 ula y) = Í is K(2,u;£,n)ol(E, n)dédn 分 为 与 格 
林 函 数 K = -logr/2r + y(x, y; £ n) 相应 的 两 项 , u= y + x 其 中 


2rw%(z,y) = -f if p(E, n) log rd&dn, 


x(a,y) = 1 人 (a, y; €, nolé, ndédn. 


由 于 函数 y(z,y;&,n) 及 其 直到 二 阶 的 微 商都 处 处 连续 , 我 们 可 以 在 积分 号 下 求 微 
商 来 算 Ay. F Ay = 0, 故 Ay = 0， 因 此 在 算 Au 时 只 要 算 Aw， 仍 用 积分 号 
FRA, 我 们 得 到 一 阶 微 商 如， 引入 极 坐 标 > ,积分 / T, v(E,n) log rdédn 3 


成 f| orlogrdrdo. 但 是 如 果 在 引入 极 坐标 之 前 , 我 们 先 对 = 微分 , 则 积分 就 成 
/人 weosearab, 而 被 积 函 数 仍 连续 . 如 果 暂 时 令 -logr/2r = Sle, v;£,n), 得 


be = J i Spdédn. 


因 Sz = —Se, 我 们 可 写 


- {| Seoagan, 
分 部 积分 , 消去 Se, 于 是 又 可 以 在 积分 号 下 求 微 商 , 我 们 得 到 
- f sean+ ff Sodan 
及 
ter = — 人 Szpdn + Srpedédn = J Szpdn 一 / T, SrpedEdn. 
同样 , 可 得 
和 | Svag- f J: Sepedédn, 
因此 


Ay= | a vds — / (Sepe + Snpn)dédn. 
工 G 


如 果 右 边 的 重 积 分 的 区 域 不 是 取 的 G, 而 是 从 G 中 去 掉 一 围绕 (z,y) 点 半径 等 于 
< 的 小 圆 k 之 后 的 区 域 Ce, WAS 


Ay = i paras — lim ff (Sepe + Supn)aéan 
E 一 0 Ge 


1) 仅 从 p 的 连续 性 , 不 能 推出 u 有 连续 二 阶 微 商 , 但 本 书 所 作假 设 则 强 于 所 需要 的 . 
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在 这 表达 式 中 , 用 格林 公式 变换 右 方 的 重 积分 , 则 由 于 在 G 中 处 处 AS = 0, 可 得 


av= /3 2S sds — Sods + lim | pds = lin lim f SÈ gds. 


我 们 已 经 看 到 过 ， 右 方 剩 下 来 的 积分 当 < 一 0 时 趋 于 一 p(z,y). 二 y WE 
泊 松 方程 Af = 一 yp. 

土 述 关于 二 维 情形 的 结果 , 可 以 逐 字 逐 句 地 用 到 三 维 的 泊 松 方程 Av = —y(z, y, 
z) 及 其 相 属 本 征 值 问题 的 方程 


Au + àu = 0. 


但 在 三 维 的 情形 , 格林 函数 的 奇异 部 分 是 
1 1 


而 格林 函数 为 K(z,y,z;£, n, C) = 1/4rr + y(2,y, 256,60), 其 中 yzy, 256,06) 及 
其 一 、 二 阶 微 商 都 是 连续 的 . 函数 1/4nr 本 身 是 方程 Au = 0 的 一 个 基本 解 . 

关于 偏 微分 方程 的 格林 函数 的 存在 问题 , 不 像 常 微分 方程 那样 易于 讨论 . 普遍 
的 存在 定理 将 在 第 工 卷 用 变 分 法 中 的 直接 方法 来 证 明 . 现在 我 们 必须 或 者 假定 格 
林 函 数 的 存在 , 或 者 限于 讨论 这 样 的 情形 , 在 这 种 情形 中 格林 函数 可 以 明白 地 表示 
出 来 . 在 下 一 节 中 我 们 将 讨论 这 种 情形 . 一 旦 得 到 格林 函数 之 后 , 其余 的 讨论 即 同 
常 微分 方程 并 行 . 这 里 , 我 们 来 看 当 p > 0 时 , 微分 方程 


Av + Ap(z,y)v = 0 (104) 


在 给 定 齐 次 边界 条 件 下 的 本 征 值 问题 . 根据 格林 函数 的 基本 性 质 , 我 们 立刻 从 (104) 
得 到 齐 次 积分 方程 


v(z,y) =A J i K(z, y; €,n)e(E, n)v(€, n)dédn. 


引进 对 称 核 
K=K V p(z, y)pl&, n), 
则 函数 
u(z, y) = y p(z, y)u(z, y) 
显然 满足 对 称 齐 次 积分 方程 
umy) =A f Í K(z,v;£,n)u(€, n)dédn. (105) 


这 些 关系 都 是 可 以 反 过 来 的 , 因此 方程 (104) 的 本 征 值 问题 完全 同样 称 积分 方程 
(105) 的 等 价 . 这 积分 方程 可 以 用 第 3 章 中 的 理论 来 处 理 , 因为 虽然 它 的 核 在 积分 
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区 域 中 的 某 点 趋 于 无 穷 , 但 积分 L K(z, y: €, n)? dédn 存在 而 且 是 变数 r, y 的 连续 


函数 . 因此 , 存在 本 征 值 : 和 1, 和 A2,… (4 n — 00 时 An > co), 且 有 一 相应 的 本 征 函 
数组 v1,v2,… 或 uuz e, 其 中 函数 un 可 以 设 为 规 一 的 . 按照 关于 格林 函数 的 
定理 , 任何 函数 w(z,y), 只 要 有 连续 一 、 二 阶 微 商 , 并 满足 边界 条 件 , 就 可 以 用 函数 
h = -Aw 表 为 一 积分 形式 


w(z,y) = de K(z,y;€, h(E, n)dédn. 


于 是 我 们 得 到 这 样 的 结果 ;每 一 具有 连续 一 、 二 阶 微 商 并 满足 边界 条 件 的 函数 
utz, 切 ,都 可 以 按 本 征 函数 展 为 一 绝对 上 且 一 致 收 全 的 级 数 w = So ental. Y), cn = 


n=1 
人 pwvndzdy. 因此, 诸 规 一 函数 pon 成 一 完备 正 交 组 . 
由 于 格林 函数 趋 于 无 穷 , Mercer 定理 不 能 像 在 常 微分 方程 的 情形 那样 在 这 里 
应 用 . 所 以 , 虽然 核 具有 正定 性 , 但 我 们 不 能 得 出 结论 说 方程 


K(z,y;€,n) = D Vn(Z， rul, n) ` 


n=1 


成 立 . 我 们 的 普遍 理论 只 证 明了 较 弱 的 关系 


lim lx- > ee -drdy = 0. 


m—co 


关于 普遍 的 自 伴 微分 方程 
pAv + prvz 二 Pyvy 一 qv +Apv=0 
的 讨论 , 可 以 和 前 面 的 讨论 并 行 , 因此 只 要 指出 结果 不 变 这 一 事实 就 够 了 . 唯一 应 
当 提 到 的 不 同 之 处 是 , 格林 函数 现在 应 当 为 


Ki ygn) = -EHET logr + ya yig n), 


其 中 y(2,y;£,n) 及 其 直到 二 阶 的 微 商都 在 奇 点 的 邻 域 中 连续 《虽然 一 般 说 来 ，7 
不 需 再 是 微分 方程 的 解 ), 而 a 则 代表 一 适当 的 具有 连续 一 、 二 阶 微 商 的 函数 , H 
alg, mé n) EEF 1. 

同样 , 对 于 高 阶 的 偏 微分 方程 , 唯一 主要 的 差别 在 于 格林 函数 的 奇 点 的 形状 . 举 
例 说 , 如 果 所 讨论 的 是 含有 两 个 独立 变数 的 板 的 微分 方程 


AAu = —¢(z,y), 
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我 们 不 仅 用 边界 条 件 和 方程 AAK = 0 来 决定 格林 函数 , 而 且 还 要 假定 它 的 形式 为 
K= -5r logr + (x,y; £, n), 


其 中 y(z,y;é&,7) 及 其 直到 四 级 的 微 商都 是 连续 的 . 读者 将 很 容易 验证 , 这 样 给 的 奇 
点 是 正确 的 , 就 是 说 , 它 的 确 对 应 于 一 点 力 . 还 有 一 点 应 当 强 调 的 就 是 , 函数 r2 logr 
AGE AAv = 0 的 一 个 基本 解 . 

对 于 板 的 情形 , 通过 相应 的 积分 方程 仍 证 明 : 存在 一 本 征 值 序列 及 其 相 属 本 征 
函数 , 后 者 构成 一 完备 正 交 组 ; 每 一 个 在 G 中 具有 直到 四 阶 的 连续 微 商 并 满足 边界 
条 件 的 函数 都 可 以 按 这 些 本 征 函 数 展 为 一 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 . 


5.15 格林 函数 的 例子 


5.15.1 常 微分 方程 
微分 式 
Llu] = u” 
在 区 间 (0, 1) E, 以 u(0) = u(1) = 0 为 边界 条 件 时 的 格林 函数 为 
(1 ex é€)z, 当 T < g, 
(l1—z)é, 4 xz>&. 
车 边界 条 件 为 u(0) = 0, u/(1) = 0, 则 格林 函数 为 


K(z, £) = | 


ahan Aex E, 
K(z, €) a | £, 当 > £. 
在 区 间 -1 入 z < +1 上 , 边界 条 件 为 
u(—1) = u(1) =0 


时 , 我 们 有 
K(2,€) = 5 {le - | +2€ - 1}, 

这 个 式 子 也 可 以 由 第 一 个 例子 作 变换 得 出 . 此 外 , 在 区 间 0 < z < 1 上 , 边界 条 件 为 

u(0) = -u(D,w(O) = -w(D 时 , 我 们 有 


K(z,€) = -żle -€l +5. 
联 属于 零 级 贝 塞 尔 函数 Jo a) 的 微分 式 


L(u) = zu" +u’ 
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在 区 间 0 < z < 1 上 及 边界 条 件 为 u(1) = 0,u(0) 为 有 限时 的 格林 函数 具有 以 下 


形式 : 
_ J —logé, z<é, 
Be) —logr, 4 rz>&. 
这 可 以 按 前 一 节 的 一 般 方法 加 以 证 实 . 在 边界 条 件 u(1) = 0,u(0) 为 有 限时 , 联 属 
于 贝 塞 尔 函 数 J(e) [见方 程 (28)] 的 微分 式 


L{u] = (zw ) 一 ua 


具有 格林 函数 King=2 Bi = een] (x <8), 


K@e)=2|(£) -ee"| e>. 
作为 另 一 个 例子 , 试 考虑 微分 式 
2 
Lu] = (1-uy - u, 
当 h = 0,1,2,… 时 ， 这 个 式 子 依次 联 属 于 零 阶 ， 一 阶 ,，.… 勒 让 德 多 项 式 ; 在 这 
里 ,定义 区 间 为 -1 < z < +1 边界 条 件 为: u ERRAR. 我 们 可 以 立刻 定 出 方 
程 Lu = 0 在 = = -1 和 z = 1 有 限 的 解 , 这 依次 为 al(1 + zj/(L -2)*? 和 
ol(1 - zj/GL+ zjjwa. 按照 5.14.2 小 节 中 的 法 则 作 这 两 个 解 的 组 合 , 我 们 得 到 格林 
函数 


_ gy h/2 
Kee =a (Fee) Ke) 


_ AN h/2 
K(x, 6) = (Hi =) (2 > 6). 


按照 一 般 理 论 , 以 上 作法 当 h = 0 时 不 成 立 , 因为 这 时 候 方 程 Llu] = 0 具有 规 一 解 
u = 1/V2, 这 个 解 到 处 正规 而 且 满足 边界 条 件 . 因此 当 h = 0 时 , 我 们 必须 求 广义 
格林 函数 , 它 满足 方程 


Liu) = 5. 
可 求 出 这 函数 为 
-3 log[(1 ~ 7x)(1 +é)]+c (æ <&), 
K(z, €) ra 


-3 log((1+2)(1-—€)]) +e (x > 6), 


其 中 c= log? - 5. 
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另 一 个 出 现 广义 格林 函数 的 简单 例子 为 微分 式 
Lju] = u”, 


在 区 间 -1 < z <1 上 要 它 的 解 满 足 周期 边界 条 件 u(—1) = u(1), w (-1) = w(1). 在 
这 里 , 也 有 Llu) = 0 的 一 正规 解 v = 1/V3 同时 满足 两 端的 边界 条 件 (相应 于 两 端 
自由 的 弦 的 物理 问题 ). 因此 , 我 们 必须 由 微分 式 


造 出 广义 格林 函数 , 我 们 很 容易 得 出 
K(z, 6) = -jlz 一 外 + 一 6 十 元 


所 有 这 些 格林 函数 都 可 以 作为 和 各 微分 方程 问题 相应 的 积分 方程 的 核 . 我 们 明 
晰 写 出 联 属于 这 些 例 子 的 变 线 公 式 如 下 : 


rn (l1-é)z (¢ <6), 
T? DD es -{ (1 z) (z > ¿), 


EA PERA P ae ae 了 
sgt coe 
此 外 有 | | 
其 中 


—Flogi(1—2)(1+€)] +log2— 3 (@<8), 
K(x, £) = 


-3 log[(1 + 2)(1 — €)] + log 2 — 了 (x > €). 


最 后 , 我 们 特别 让 读者 注意 联 属于 埃 尔 米 特 及 拉 盖 尔 多 项 式 或 正 交 函数 的 格林 
函数 和 积分 方程 . 
正 交 埃 尔 米 特 函 数 的 微分 方程 (49) 


u” + (1—27)u+Au=0 


当 边 界 条 件 为 函数 在 正 负 无 穷 正规 时 , 有 本 征 值 A = 0. 为 了 避免 造 广义 格林 函数 ， 
我 们 考虑 数值 A = -2, 这 显然 不 是 本 征 值 ; 因此 , 在 边界 条 件 : 解 在 too 为 零 之 下 ， 
我 们 可 以 造 微分 式 
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Lju] = u” — (1+ 2?)u 


的 格林 函数 . 为 了 要 求 得 方程 L[u] = 0 的 通 解 , 我 们 先 注意 u(x) = er /2 是 工 四 = 0 
的 解 . 设 通 解 为 u = we* /2, 我 们 立刻 得 出 w 的 方程 


w” +2w'r = 0, 


在 显然 的 解 w = 常数 外 , 这 方程 有 解 为 
w= cy a e” dt. 


u = cge” /? [tae 
因此 在 z= +00 和 z = --oo 为 零 的 特 解 依次 可 由 积分 
aez /2 f edt 及 beh J T Ë dt 
给 出 . 这 些 式 子 立刻 导致 以 下 格林 函数 的 表示 式 ?): 


1 。(z2+62)/12 Í eng | -ed (x < €) 
VT 一 oo £ 


这 样 , 我 们 就 得 到 


K(z, £) = 1 € o0 
——_¢(2?+€?)/2 一 经 =t? 
T f: at f e* dt (r> 6). 


因子 1/ Vr 保证 了 微 商 应 有 的 不 连续 性 , 因为 公式 
= F e`” dt = 1 
成 立 . 
微分 方程 Llu] + Xu = 0 和 积分 方程 
uz) =à |” K(x, €)u(é)ag 
具有 本 征 值 = 2n + 2(n = 0,1,2,---) 及 本 征 函 数 
ez /2 H(z). 


拉 盖 尔 函 数 e-*/2Ln(z) 为 微分 方程 


1) Æ R. Neumann. Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen etc. Breslau: Dissertation, 1912. 
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相应 于 本 征 值 = n(n = 0,1,2,---) 的 解 . 我 们 对 特殊 的 数值 A = 一 1 来 考虑 这 方 
程 , 定义 


Liu] = cu” 十 也 一 (3 十 z) u. 


2 4 
方程 Llul = 0 的 特 解 ez/2. 设 通 解 为 
2 


u = Wez/2， 
则 和 前 面 一 样 我 们 得 到 w 的 表示 式 
wna e a 
因此 在 z = 0 正规 及 在 无 穷 为 零 的 两 个 特 解 依次 为 
ae*/? 和 be®/? ji ' Sat 
满足 5.10.4 小 节 中 所 令 述 的 边界 条 件 的 格林 函数 可 由 以 上 的 解 造 出 为 


e(t+§)/2 i. at, 4 a2<é, 
K(z,¢) = aoe 

iia | at, 4 «>€. 
在 区 间 -co < z < co 上 考虑 微分 式 
Llu] = u” 


及 边界 条 件 : u AR, 则 格林 函数 不 存在 . 与 此 相应 的 事实 是 齐 次 方程 w' = 0 在 无 
穷 处 正规 的 解 为 u = 常数 . 另 一 方面 , 微分 式 


Liu] = u’ — u, 


则 有 格林 函数 


1 -ls-al 
a i 
而 由 这 范 数 所 得 的 奇异 积分 方程 
ole) = 3 [eh *lp ea, 


则 以 所 有 的 值 = 145? > 1 为 其 连续 谱 , 相应 本 征 函 数 为 (cos sx)/,/7, (sin sx) //a 
( 见 5.12 节 ). 在 这 里 , 双 线 公式 为 积分 公式 


co : . oo 
1 f cos sz cos s€ + sin srsinsé |. = Fi cos s(x — €) coe 1 -lz-édl 
T Jo 1+ s? T Jo 1+ 8s? 2 
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所 代替 . 
作为 四 级 微分 式 的 格林 函数 的 例 , 试 在 区 间 0 < z < 1 上 考虑 方程 Llu] =u”, 
边界 条 件 为 u(0) = u(1) = w(0) = w(1) = 0( 相 应 于 两 端 夹 住 的 杆 ). 我 们 不 难 求 得 


K(z,€) = —— 1)? 


以 及 在 z > € 时 相应 的 表示 式 . 
5.15.2 SHAR Au 的 格林 函数 


试 考虑 边界 条 件 为 u = 0 而 导出 圆 和 球 的 格林 函数 . 我 们 利用 这 样 的 事实 : 
和 球 是 一 动 点 的 几何 轨迹 , 它 运 动 时 和 两 固定 点 已 ,已 间 的 距离 之 比 为 一 常数 . 说 
得 更 精确 一 些 , > P: (En) ER (Ene AA x? +y? =1 MR r? Hya? R 
任 一 内 点 , 令 P 为 其 反射 点 , 它 的 坐标 为 EE + ?),n/(€? + n) R E/E + 
n? +?) n/ (6? + 1? + 67), C/(E? + 0? + C?)(BR). BW rr 各 为 动 点 已 : (x,y) 或 
(x,y,z) 到 点 Pi, Po 的 距离 , 则 当 P 点 在 圆周 或 球面 上 运动 时 比 r:r 为 常量 ， 
HEHA Se? +72 或 V6 +72 +e. 现在 再 注意 函数 一 logr1/27, 一 log72/27 或 
1/4rrl, 1/4rr2 为 方程 Au = 0 的 解 , 而 —logri/2r 及 1/4rrl 依次 在 P 点 具有 基 
本 解 应 有 的 奇异 性 , 因此 函数 


~> (22 +z-3€), 4 z<é 


K(z,y;é,7) = py oe + 5 log Ve +H? 


1 1 1 
K(z, y, 2;€,7,¢) = tn (2 = ea) 
依次 为 在 边界 条 件 u = 0 之 下 圆 和 球 的 格林 函数 ; 因为 这 些 函数 在 相应 边界 上 
Ae. 


5.15.3 “格林 函数 和 保 角 映射 


在 两 个 变数 的 情形 , 利用 一 个 函数 论 的 事实 对 我 们 是 很 有 益 的 ,就 是 格林 函数 
和 把 G 映 为 单位 圆 的 映像 函数 之 间 有 个 关系 . 令 5 = f(z + iy) 为 一 解析 函数 ， 
它 把 区 域 G RARA c 平面 上 的 单位 圆 , 而 使 G 的 点 (En) 变 为 圆心 ， 于 是 
—log|f(z+iy)|/27 就 是 属于 G 的 格林 函数 . 因此 对 可 以 保 角 映 像 为 一 圆 的 区 域 我 
们 都 有 格林 函数 . 这 样 的 区 域 包括 了 所 有 具有 分 段 平滑 边界 的 有 界 单 连 通 区 , 这 一 
事实 乃 是 几何 函数 论 中 的 黎 曼 基本 定理 1). 


1) 见 Hurwitz-Courant. Funktionentheorie. 三 版 . Berlin: J. Springer, 1929, 389-423 页 , 尤其 是 
390-398 页 . 
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5.15.4 ”在 球面 上 的 势 方 程 的 格林 函数 


广义 格林 函数 的 一 个 简单 的 例 可 由 微分 方程 A*w = 0 ( 见 5.8 节 和 5.9.1 小 节 ) 
给 出 , 我 们 要 求 除 了 源 点 外 解 在 球面 的 各 点 满足 正规 条 件 . 因为 函数 u = 1/V47 
在 整个 球面 上 正规 ， 我 们 必须 造 满足 方程 A*u = 1/40 的 广义 格林 函数 ， 我们 
很 容易 利用 式 子 A*u 在 球 的 任意 转动 下 的 不 变性 来 求 出 这 函数 .假如 我 们 首先 
把 格林 函数 的 源 点 Pi 放 在 北极 9 = 0, 可 以 看 出 微分 方程 A*u = 1/4r 为 函数 
一 log[2 sin 0/2]/2r 所 满足 , 这 个 函数 只 依赖 于 坐标 6， 显然 , 假如 (0,9; 61,91) 表 
示 球 面 上 两 点 已 : (0,p) 和 Pi: (61,91) 之 间 的 距离 , 则 由 A*w 在 转动 下 的 不 变性 
可 得 

K(0, 9; 61, 91) = -= log (2sin £) 


为 方程 A*u = 1/40 的 解 , CR P = P 外 在 各 点 都 正规 . 此 外 , 因为 这 个 函数 在 
P= P 具有 应 有 的 奇异 性 , 它 就 是 所 要 求 的 格林 函数 , 假如 我 们 用 K 为 核 作 一 积 
分 方程 

一 27Y (0, p) =à ff ng( log (2sin£ E) Y (01, pd dp 


我 们 发 现 它 仅 有 的 本 征 值 和 本 征 函 数 就 是 (2n + 1) 重 的 本 征 值 A = n(n +1) 和 
5.9.1 小 节 中 定义 的 相应 本 征 函 数 Y = Y,(9, wp). 


5.15.5 直角 平行 六 面体 中 Au = 0 的 格林 函数 1) 


设 平行 六 面体 的 边界 平面 为 xz = ta/2,y = +b/2, z = 士 c/2. 作为 在 球 的 情形 所 
用 方法 的 自然 推广 (5.15.2 小 节 ), 我 们 在 六 面体 的 情形 来 求 在 边界 条 件 wu = 0 之 下 


的 格林 函数 , 我 们 造 以 人 + 5) P (m + 5) b, (r + 5) c) (k,m,n=0, +1, +2, ---) 


为 顶点 相应 于 原来 的 平行 六 面体 的 格子 , 然后 将 点 En 5) 对 格子 平面 重复 作 反 射 . 
这 样 我 们 就 得 到 一 组 点 (ka + (—1)*E, mb + (—1)™n, ne + (—1)"0). 我 们 想像 在 每 一 
个 这 样 的 点 上 集中 了 一 单位 质量 , 4 kimin 为 偶数 时 它 是 正 的 , 4 k+m+n 为 
奇数 时 它 是 负 的 . 我 们 可 以 猜想 这 样 一 种 质量 分 布 的 位 势 在 格子 平面 上 为 零 , 因为 
在 这 里 各 单位 质量 的 效果 互相 消去 了 . 因此 , 我 们 就 得 到 以 下 K 的 试探 式 2: 


(一 1)*tmtn 


1 co co oo 
Ta ae Dee N(k,m,n;€,7,652,Y,2). e 


大 一 一 co mm 一 一 Co n=—00 


其 中 


1) 本 节 中 的 计算 和 收敛 证 明 应 归功 于 A. 奥 斯 托 洛 夫 斯 基 . 
` 2) 见 Riemann and Hattendorf, Seh were. Elektrizität und Magnetismus. Hannover: C. 
Riimpler, 1880, 84-88. 


N(k,m, n; £, n, C; £, y, 2) 
=[ka + (—1)*€ — 2]? + [mb + (—1)”n — y]? + [ne + (-1)"¢ — 2}°. 


.在 这 里 , 因为 级 数 最 好 也 不 过 是 条 件 收敛 , 我 们 必须 先 讨 论 求 和 的 次 序 ; 为 此 , 我 们 
先 一 般 地 用 Ajyp(k) 来 表示 式 子 p(k 十 1) 一 wp(k), 其 中 p(k) 为 任 一 函数 . FEE 
ek im, 省 去 因子 (1)*+m, 我 们 可 以 把 K 的 表示 式 中 里 面 的 以 n 为 指标 的 
和 写 为 

1 
N'(k,m) = An — 
(Fm) = N(k, m,n) 
1 


An; 

eee V N(k, m,n) 

因为 dim N(k,m,n) = 00. 我 们 把 同样 的 变换 应 用 于 以 m A k 为 指标 的 和 ; 因为 
lim N'(k,m) = 0 (不 久 就 将 证 明 这 一 点 ), 我 们 有 


N"(kK)= >> AmN'(kym)=- >》 AmN'(k,m); 
m=+1,+3,--- m=0,+2,+4,--- 
同样 


1 1 
K= YO o AN"k)=-> J ArN"(k); 
k=+1,43,--- k=0,42,+4,--- 


因为 dim N"(b) = 0. 结合 这 些 结果 , 我 们 得 到 变换 


K = +g DLL Anin TM (107) 


其 中 每 一 个 求 和 指标 或 者 取 由 -co 到 +00 所 有 的 偶 整 数 或 者 取 所 有 的 奇 整数 . 当 
求 和 偶 次 加 过 所 有 的 偶 整数 时 , 总 和 前 取 + 号 ; 当 奇 数 次 加 过 它们 时 则 取 负 号 . 
要 证 明 我 们 的 论断 , 只 须 证 明 最 后 的 一 个 和 绝对 收敛 . 为 此 我 们 来 估计 它 的 一 
般 项 : 
1 


AkAmAn SS 
VAN 
< alki + c1)(dalm| + ca)(caln| +03) .We (108) 
(Vk? +m? +2)? (k? + m? + n?)? 


L? Hyt? < h, E +n +E < h,k? +m? +n? > calh), 
= d,(h),--+ ,cs = c3(h), c = c(h). 
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这 个 估计 是 这 样 得 出 的 : 我 们 连续 运用 微分 学 的 中 值 定 理 三 次 , 并 利用 了 算术 平均 
值 和 几何 平均 值 的 不 等 式 . 

同时 我 们 如 果 对 k, m,n RA, 其 中 kh? +m? + n? > clh) AE N(k,m,n) 对 任意 
三 个 数 km, n 皆 不 为 零 , 我 们 可 得 出 级 数 对 z,y,z,é,n,¢ 的 一 致 收敛 性 . 

H T? Hy? +z? < h, E 4+ 74+? < h,k? +m? +n? > clh) 时 , 同样 的 讨论 保 
证 了 将 和 (107) 逐 项 微分 所 得 的 各 偏 微 商 绝对 收敛 , 而 且 它们 对 x,y, z,&,n,¢ 一 致 
收敛 . 

现在 可 以 看 出 (107) 就 是 所 要 求 的 格林 函数 ; 自然 只 在 没有 一 个 N(k,m,n) 等 
于 零 的 时 候 (106) 和 (107) 才 有 意义 . 它 满足 5.14.5 小 节 的 条 件 (1) 和 (3) EAA 
证 明 的 . 在 证 明 它 满足 条 件 (2) 时 (例如 说 在 z = a/2 E), 我 们 利用 表示 式 


1 
K=% >> AkN"(k). 
k=41,43,--- 


对 z = a/2, A RA 
Ak N” (k) 
k=£1,43,---,4(14+1) 


由 于 各 项 成 对 相 消 而 为 零 ; 因此 我 们 有 K = 0. 同样 可 以 看 出 条 件 (2) 在 平行 六 面 
体 其 他 的 面 上 也 满足 . 
黎 曼 把 和 (106) RAK Theta 乘积 的 积分 . 黎 曼 的 这 种 表示 可 以 如 下 导出 : 我 
们 写 出 方程 ie 
=f e-st dt = 三 (s > 0), 
MAAF N(k,m,n; 2, y,2;£,7,0) 代 s. 这 就 给 出 
1 co 2 
K = IF LL Aen 人 e Nt dt. 
假如 我 们 可 以 更 换 求 和 及 积分 的 次 序 , 就 会 发 现 
1 ad N42 1 sod 
K-z f LEE Amine me f fifefadt, (109) 
其 中 积分 号 下 的 三 个 因子 为 


Do 
hi — 5 (—1)Fe7 t lka+(-1)"£-2]? ， 
k= 


Oo 
fo= >, (-1)™e7#7lnb+(-1)™ 9-1? 


1 一 一 Do 
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oo 
h= So (preen, 


n=—oo 


它们 可 以 用 Theta 函数 


boo(z,T) = 63(z,7) = > eit YT Q2invz 
表示 出 来 . 
我 们 要 来 证 公式 (109); 主要 的 困难 发 生 在 t= 0 时 , 因为 这 三 个 级 数 在 它 的 邻 
近 不 一 致 收敛 . 首先 我 们 来 证 明 可 以 调换 积分 及 对 大 求 和 的 次 序 : 


oo = 1 oo me co —t?[ka+(—1)*€—2]? 
af fifefzdt = m 2 | 1) f fofae at. (110) 


首先 很 容易 验证 可 更 换 求 和 与 由 1 到 oo 积分 的 次 序 . 事实 上 , 对 和 户 的 余 项 在 
t > 1,p > P(E, x) > 2 时 我 们 有 估计 


y (—1)Fe-tlka+(—1)"€-2]? < e7o 7/4 >P ena tk? /2 


|k|>p |k|>p 
Qe-2°t?/4 1 2 .22 1 4 aa 
< >》， 二 < 二 eat1/4 < 一 eat /4; 
a? Ae k? a? p—1 ` pa? 


因此 当 p 增 大 时 , 由 1 到 oo 的 积分 收敛 于 零 . 另 一 方面 , fa 和 fs 显然 在 区 间 1 到 
co 上 一 致 有 界 . 
根据 一 条 熟知 的 定理 , 要 证 实 可 以 更 换 求 和 及 由 0 到 1 积分 的 次 序 , 只 须 证 明 


被 积 函数 的 部 分 和 有 界 .现在 f 可 拆 成 的 两 个 和 X 及 Y 中 , 每 一 个 都 是 交错 


k=0 k=1 
级 数 , 而 且 在 某 个 后 的 各 项 单调 下 降 ; k 只 依赖 于 上 和 z, 而 不 依赖 于 t. 因此 这 
两 个 级 数 的 任 一 部 分 和 , 无 论 t > 0 为 何 , 其 值 皆 在 确定 的 上 下 界 之 间 . 可 是 相应 
的 事实 对 fo 和 fs 的 部 分 和 也 成 立 , 这 就 说 明 fo 和 fs 本 身 也 对 t > 0 一 致 有 界 . 
因此 我 们 可 以 应 用 上 面 提 到 的 定理 来 证 明 方程 (110). 完全 类 似 的 考虑 也 能 证 明 在 
(109) 右 端的 各 项 中 对 m Kn 求 和 与 积分 的 次 序 可 以 更 换 . 这 就 完成 了 方程 (109) 
的 证 明 . 
现在 我 们 要 来 用 函数 bo 表示 K. 我 们 有 


fi =e7 t (2-8) goo (te 一 号 oe) 


P 242; 
_ et (= +8) goo (- w 十 £) ， at *) 
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2; 242; 
me HG, (- 2bt iy =n) 4b i ‘) 


_ e-t w+ (— 2bt2i(y +n) 4b2t2i 
T ”7 j 
2Qct?i(z 一 4c2t21 
fs =e (2-0) goo (- aa a iz 9 we i) 


2; 2; 
= e-t (246)? goo (- 2ct i(z + £) 4c*t *) . 
T T 


我 们 对 每 一 项 来 用 Theta 函数 的 变换 公式 


一 miz2/T 


goo(z,T) =e 


并 取 根 的 主 值 . 假如 此 外 我 们 令 


(5-1) 
Vir AT 7 


gs = e-™ /A400 g, = al nae = en 7/4078? 
我 们 有 
f= lem (ek mo (246 1 
at | 2a “4a2t2 mm 2a ’ 4a?t? 
VT 十 oo A ; oo p i ; 
= bt D qk e k(a—€)ni/a ons, y qz e 一 (z 十 E)mi/a 
天 一 一 co k=—00 
co 
一 k 
B va ie (cos kr(x- €) oe n(x + 2) 
S a a 
2/71 k 
a NES sin =" gin ETE, (111) 


对 fo, fs 可 得 类 似 的 表示 式 , 这 就 导致 下 列 K 的 表示 式 : 
_ 4 o IAA A o, krr , kré 
K- f Bd 


.gin 27S 。-(r2/4t2)[(k21a2)+(m2/b2)+(n27ca1 dt, 
C 


在 上 式 中 引进 1/0? =r 为 新 积分 变数 , 我 们 得 到 


EP -atakaton ,on ETE em 
K= = | 2d he + + sin sin z dr. 
这 个 公式 有 效 地 代替 了 格林 函数 的 本 征 函 数 展 开 式 


， krz . kné nn 
8 ~ oo sin sin 一 一 .Sin 一 一 


K(z, y, zin, C) = aber? X i ` : > } 4 = n2 c 9 
k=1 m=1 n= -一 十 -十 一 
a  ¢ 


一 
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我 们 可 以 形式 地 更 换 积分 与 求 和 的 次 序 而 得 到 这 个 式 子 , 可 是 它 的 收敛 性 还 没有 被 
证 明 . 
对 7 =1/t?, 我 们 由 (109) 式 可 得 到 K 的 一 个 简单 的 表示 式 


2 一 r-€ Nit T+Eé nit 
K=a | {le (-5; 2a Fr) ~ bo (- 2a | 
z—C€ nit 2 十 6 mir 
-| 


5.15.6 ”矩形 内 Au 的 格林 函数 


考虑 一 矩形 R, 其 一 顶点 在 原点 , 其 他 顶点 在 (a,0), (0,6), (a,b). 令 (€,7) 为 源 
A, 并 考虑 一 点 (x,y). WH K(z,y;é,n) 是 相应 于 边界 条 件 u = 0 的 格林 函数 , 则 
K 作为 x,y 的 函数 在 R 内 为 方程 Au = 0 WH, 它 在 边界 上 为 零 , MAR (En) 
的 奇异 性 和 —logr/2n 一 样 , 其 中 7 = (a-e +y- n. 与 平行 六 面体 的 情形 
一 样 , 我 们 似乎 有 理由 来 造 由 和 矩形 R 引出 的 格子 , 而 把 点 (En) 逐次 对 格子 线 作 反 
射 , 然后 把 这 样 所 得 到 的 每 一 个 点 想象 为 一 强度 为 1 的 源 或 潭 , 到 底 为 点 源 或 点 潭 
要 看 该 点 系 由 (En) 经 过 偶 次 或 育 次 对 格子 线 的 反射 得 出 而 定 . 

和 前 面 一 样 , 我 们 可 以 求 一 无 穷 级 的 和 来 作出 所 得 质量 分 布 的 势 X. 可 是 , 更 
方便 的 是 利用 函数 论 而 引进 以 X 为 实 部 的 相应 解析 函数 yp(z + iy) = X+iY. 于 
是 函数 

Flz 十 动 ) = ee 一 2r(X 二 这) 一 e+ 
在 (En) 点 及 由 反射 所 得 各 点 必 有 一 级 零点 或 极点 . 现在 我 们 取 格 子 中 相 邻 的 四 个 
和 矩形 为 一 组 而 把 它 作为 一 新 格子 的 矩形 . 于 是 在 新 格子 的 每 一 矩形 中 , f(z 十 iy) 必 
有 两 个 一 级 极点 和 两 个 一 级 零点 , 它们 对 原点 * 而 言 对 称 , 而 且 依次 以 模 (2a, 2b) 全 
同 于 : 

零点 : (€n), (—é, =n), 

极点 : (—€,n), (€,—n). 

这 一 类 型 的 最 简单 函数 为 椭圆 函数 , 它们 在 以 (a, b), (—a, b), (a, —b), (一 a, —b) 为 
顶点 的 周期 矩形 内 有 上 述 零点 和 极点 , 故 可 以 用 相应 o 函数 来 表示 : 

a(z —€ —in)o(z+€ + in) 
IO = a Ermo +E in)’ 

1) 

a e=] [(0- Zor), 


* 事实 上 是 mod(2a, 2b) 后 . 一 一 译 者 
1) TI 表示 省 去 相应 于 w = 0 的 因子 而 得 的 乘积 . 
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w=ka+lbi (k=0,+1,:--) (J=0,+1,--:). 


假如 我 们 把 这 个 表示 式 代 入 f(z) 的 式 子 中 去 ， 并 且 逐 项 乘 出 , 当 w = 0 时 令 
exp{éni/w?} = 1, 我 们 有 


PEN Ce aa 
paa Il wz 2u) enire] 


(C =€+in,¢ = € —in;k = 0,1,- ,l=0,+1,---). 


在 这 里 我 们 只 要 验证 函数 满足 边界 条 件 , 也 就 是 说 , f(z) 在 RR 的 边界 上 取 绝 对 值 
1. XF z = z = Re(z),w = 0 的 因子 显然 取 绝对 值 1, 而 相应 于 其 他 w 的 因子 可 
Wik w 的 共 斩 复 值 成 对 组 合 而 使 得 每 对 中 一 因子 的 分 子 为 另 一 因子 分 母 的 复数 共 
H. 对 于 z = z + ib, 我 们 先 对 | 然后 对 k ERER. 我 们 可 以 在 对 ! 的 乘积 中 省 去 因 
F exp{Eni/w?}, 因为 和 Z1/w2 Æ k 固定 而 加 过 ! 时 绝对 收敛 而 取 实 数值 . 余下 的 
项 我 们 这 样 逐 对 组 合 , 使 得 车 一 个 因子 相应 于 w = ka + lbi, 则 第 二 个 因子 相应 于 
w = ka — (1 —1)bi. 这 样 就 可 以 立刻 看 出 这 一 对 的 乘积 取 绝 对 值 1. 对 z = iy 则 我 们 
先 对 | RRE, 然后 把 所 有 相应 于 +k(|k| > 0) 的 这 部 分 积 成 对 组 合 起 来 . 我 们 仍旧 
可 以 省 去 指数 因子 , 因为 21/w2 加 过 | 时 绝对 收敛 并 取 实 数值 . 我 们 把 余下 的 各 项 
这 样 逐 对 组 合 , 使 得 一 个 因子 相应 于 w = ka + lbi, 则 另 一 个 相应 于 w = 一 ka + lbi. 
于 是 每 一 个 这 样 的 乘积 取 绝 对 值 1. 最 后 , 我 们 考虑 > = atiy 的 情形 , 我 们 把 相应 
F w= ka + lbi 和 w= 一 (k — 1)a + lbi 的 因子 组 合 起 来 , 并 对 ! 求 乘积 即 可 . 这 样 ， 
我 们 求 出 所 要 的 格林 函数 的 表示 式 为 


os | 
K(x, 93) = Re {1 bz Cw w)o(z + C,w1, w2) 
(z=atiy,¢ =€+%n,¢ =€ -in,w = a,w = ib). 


刚才 所 造 的 格林 函数 可 以 用 本 征 函 数 (2/Vab) sin(krz/a) sin(mmy/b) 展开 为 一 
WARY. 展开 式 为 


4 LL sin 大 二 “zéinm=ysink~ €sinm>n 
even = Git De i I 
bP oa? 


这 是 一 个 说 明 双 线 公式 正确 的 例子 , 可 是 双 线 公式 并 没有 一 般 地 证 明 . 


1) 并 不 绝对 收敛 , 见 V. A. IDin. On the Convergence of bilinear series of eigenfunctions, Uspehi 
Matem. Nauk (N. S.)5, No.4(38), 1950, 135-138. 
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5.15.7 ”图形 环 的 格林 函数 


考虑 以 原点 为 心 的 两 个 圆 所 界定 的 环形 ; 设 二 圆 半 径 的 乘积 为 1( 在 这 里 须 适 
当选 择 长 度 单位 )， 我 们 用 q 来 表示 里 圆 的 半径 , q? 来 表示 外 圆 的 半径 , 其 中 
0 < gq < 1. 于 是 若 设 c 为 源 点 (我 们 先 设 它 是 实 的 并 正 的 ), z = z 十 iy 为 所 考虑 的 
A, 又 设 二 点 皆 在 环 R 之 内 , 那么 我 们 的 问题 就 化 为 以 下 函数 论 的 问题 : 决定 一 解 
析 函 数 f(z), REE c 有 一 级 极点 , 在 R 的 其 他 各 处 解析 , 并 在 R 的 边界 上 取 绝 对 
值 为 1. 这 样 , 我 们 所 要 求 的 格林 函数 可 由 f(z) 得 出 为 


K(z,¥;§n) = ~3-Re{log f(2)}. 


为 了 得 出 足够 多 函数 论 的 性 质 ， 以 便 我 们 能 明晰 地 造 出 f(z), 我 们 试图 来 把 
f(z) 延 拓 到 两 个 圆 之 外 去 . 为 此 , 我 们 对 RR 内 的 每 一 个 点 z 联系 一 个 局 内 的 点 z 
而 使 有 zz =q. 假如 z Bak, 的 边界 , 则 2 也 如 此 , 而 事实 上 , 2 显然 趋 近 于 其 
RIA. 现在 , 由 于 假设 的 对 称 性 , f(z) 可 以 看 作 一 实 函数 , 也 就 是 在 实 点 取 实 
数值 的 函数 , AE EH A LA SE OY A. 这 就 说 明 当 z 趋 近 
F k 圆周 上 的 点 zo 时 f(z) f(¢/z) 趋 近 于 正 实数 值 |f(zo)|?. 另 一 方面 , f(z) E k 
圆周 上 的 模 数 为 1. 因此 对 k 上 的 z 而 言 我 们 有 f(z) 满足 的 方程 


f(2)f ($) = 1 (112) 
这 个 方程 对 所 有 的 z 恒 成 立 . 同样 , 对 ko 的 反射 导致 第 二 个 函数 方程 

f(z)f (=) =1. (113) 
因为 c 是 f(z) 的 一 级 零点 , 逐次 应 用 这 些 关系 可 知 f(z) 在 

c, qt?2c, gtsc,... 


有 一 级 零点 , 而 在 
gt+lc-1, 9t3c-1, gt5c-1,... 


有 一 级 极点 ; 因此 在 零点 和 极点 的 问题 上 f(z) 和 函数 


Oo 


(2) 0- 
P= (1-2) * N 
C Ia = g?” tez) (2 t ga =) 
v=1 


一 致 . 可 是 对 F(z) 这 个 函数 我 们 有 (112) 和 (113) 形 的 函数 方程 如 下 : 


F(z)F ($) =1, F(z)F (=) = i 
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这 很 容易 由 简单 的 计算 验证 . 因此 我 们 可 以 这 样 来 定 出 常数 a 和 b 而 使 az? F(z) 
满足 函数 方程 (112), (113) 且 在 ki, ko 上 的 模 数 为 1, 这 是 因为 ,5 将 是 实 常数 . 我 


们 得 出 的 值 为 t hes 
a=tVegt, b= -= 下 


2 logq 
取 a 前 的 负 号 , 我 们 得 到 


joaira (JE JE) 


这 个 式 子 可 以 用 Theta 函数 


co 
01(z) ~iCq? (einz _ eins) [c = qd2ve2irz)(1 _ qd2"e 一 2irz)， 


MG- G3) 
Ña -a 2v- ez) 人- 二) 


bo(z) >C Jfa 2 gle2irz)(1 = gt’ igtes) 


写 出 , 其 中 ~ 
c= JJa-o) 
v=1 
假如 我 们 令 z = e, c= ere, 我 们 有 


. 24 01(v — a) 
= 2ima/ log 9 工 
J blv + a)’ 


对 R AMS c (AMS log f(z) 的 实 部 也 自然 在 kh, ko LAS, 我 们 的 问题 因此 
解决 . 


5.16 补充 材料 


5.16.1 “” 弦 振动 的 例子 


(a) 拉 起 的 弦 . 在 拉 起 的 弦 的 情形 , 我 们 把 问题 的 解 表 为 一 些 正 余弦 振动 的 登 
加 . 令 时 间 t= 0 NERA x = 在 横向 被 拉 到 离 z HA h 的 位 置 , WHE 
状 为 由 z = 0 到 z=! 及 z=! 到 z=T 的 两 直线 段 . 设 初 速 为 零 . 则 横向 位 移 
ulz, t) 具有 展开 式 


co 
u(z,t) = >P an Sin NT cos nt, 
n=0 


其 中 
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an = F u(x, 0) sin nzdz 
T Jo 


_ 2h 7TT 一 2 ， 
[3 — sinnadz + f sin neds) 
m \Jo b b 7T—b 


sin nb. 


_ 2h 
~ n2b(x — b) 
因此 我 们 有 
Sin ds 
u(z,t) = roa 可 之 cos nt. 


(b) 冲击 扰动 . 按 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 处 理 弦 受 溃 击 力 而 振动 的 情形 弦 原 在 
静止 位 置 , 在 点 z =b 的 邻近 给 了 它 一 个 冲力 . 我 们 有 


co 
u(x,t) = a bn sin nz sin nt, 


n=1 


而 2 i 
nb, = — Í u(x, 0) sin nzdz. 
T Jo 


现在 我 们 必须 取 一 极限 过 程 ， 把 冲力 所 作用 的 区 间 缩小 ， 可 是 同时 要 求 积 分 
Í wi(z,0)dz = U 成 立 . 取 了 极限 我 们 有 
0 


sinnb 


bn = 2U 一 一 一 ， 
mn 


co : : 
b 
u(z,t) = 20 > — sin nt. 


n=1 


(c) LRA. 受 迫 振动 微分 方程 
Utt — Ure = f(x) cosnt 
的 通 解 在 外 力 为 周期 性 时 , 具有 形式 
f(z) sinved 


2 
u = — —cosnt J sin ve -2——_______ 
m n2 一 p2 
v=1 
oo 


十 D sin vz(ay sin vt + b, cos vt). 
v=1 
假如 我 们 令 有 
=f f(x) sinvedzr = cy, 
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在 初 条 件 v(z,0) = wi(z,0) = 0 之 下 , 我 们 得 到 相应 积分 的 展开 式 


Cy 
u(x,t) = — > sin vz 
v=1 


n?—p 


(cos nt — cos vt). 


在 这 式 子 中 当 n 趋 近 于 数值 v 时 , 一 般 起 决定 性 作用 的 项 是 
SEE sin yzZ(cos nt — cos vt). 

如 果 把 这 一 项 写成 

Cy : . mtv, n-vV 
ni sin vz sin 2 tsin 2 
我 们 就 最 能 够 看 出 它 的 变动 情况 ; 我 们 可 以 想象 这 个 式 子 是 表示 一 个 具有 变动 振幅 
sin[(n — v)t/2] 的 振动 sin[(n 十 v)t/2]. 振动 的 振幅 强 弱 交 变 ; 这 就 引起 了 “ 拍 ” 的 现 
象 . 在 一 v 的 极限 情形 , 上 面 所 讨论 的 项 具有 形式 


t, 


fv sin va sin vt - E 
v 2 
因此 振幅 随时 间 无 限 增 大 . 
5.16.2 ”自由 悬挂 的 强 的 振动 、 贝 塞 尔 函 数 


设 有 一 均匀 绳 , 长 度 和 重量 各 为 1, 沿 x Hae, 令 重 力 的 方向 为 z 轴 的 反方 
向 . 我 们 假定 绳 挂 在 x = 1 这 点 上 , 因此 其 自由 端点 在 z = 0. 假如 为 在 垂直 于 x 
轴 方 向 的 位 移 , 则 u 满足 微分 方程 ?): 


Ou _ 3 ( du 
Oe oz (Tr) 


我 们 如 果 假 定 
u = q(t)p(2), 
即 得 出 变数 分 离 后 的 式 子 为 
ü -Co 
q p’ 
附加 条 件 为 : v(1) = 0,|e(0)| < co. 
由 此 可 得 


p(z) = cJo(2VXz)， 
其 中 ol) 为 零 级 贝 塞 尔 函 数 , 而 条 件 Jo(2v) = 0 定 出 一 串 本 征 频率 v= VAX. 


1) 见 Kneser. Integralgleichungen: 39-43. 
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5.16.3 ”振动 方程 明显 解 的 例子 、 椭 圆柱 函数 


(a) 扇形 . 对 一 段 扇形 0<r 和 1,0 < 9 < a 而 言 , 振动 方程 Av + Xu = 0 用 极 
坐标 表 出 后 仍 能 用 分 离 变数 解 . 我 们 可 令 u= f(r)g(9). RE 5.9 节 中 一 样 , 我 们 取 
u=0 为 边界 条 件 而 求 得 一 组 本 征 函数 


. nn } 
Un = sin nr/alV Mn,m?), 


其 中 Jarja 表示 指标 为 nr/a 的 贝 塞 尔 函数 ( 见 第 7 章 ), AIE Anm 决定 于 超越 
方程 jnr/a(VXnm) = 0. 

(b) 椭圆 . 引进 椭圆 坐标 , 我 们 可 求 得 对 椭圆 的 本 征 值 问 题 的 解 ( 见 第 4 章 4.8.3 
小 节 ). 我 们 有 


1 PT PT 
AT +AT = gE (Sa 一 Za) +AT =0, 
WBE T = U(ti)V (t2) 可 导致 方程 
U" y" 
y- y 77A A), 


要 这 个 方程 得 以 满足 , 必须 而 且 只 须 U 和 TY 为 微分 方程 


U" = —(Aà + w)U;V" = -NN 十 JOY 


的 解 , 或 者 为 方程 
dU 1 1 1 dU AN +H 
ant 2 Go bi 和 1 ~~) aa (Ai —e1)(A1 一 e2) 
以 及 一 相应 Y 的 方程 的 解 . 
假如 我 们 令 
a a at id toi cos hu 
el — €2 
Qe =g]; —€2 
—————— = cos, 
el — €? 
则 u 和 w 为 实数 . 我 们 就 得 到 方程 
dU 一 (X cos hu + p’)U 
du? — eee? 
av = (X' cosv + p’)V, 


其 中 Al jw 为 常数 . 这 两 个 微分 方程 可 用 代 换 ww = iv 将 一 个 化 为 另 一 个 , 它们 的 
解 叫做 椭圆 柱 函 数 ]). 


1) 参看 Whittaker and Watson. A Course of Mordern Analysis: 404-428. 
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(c) 共 焦 四 边 形 或 六 面体 . 直到 现在 , 我 们 都 是 对 某 些 区 域 分 离 变 数 而 解 出 振 
动 或 位 势 方程 的 ; 这 些 区 域 或 者 是 一 组 共 焦 曲线 或 由 面 所 围 成 的 四 边 形 或 六 面体 的 
特殊 情形 , 或 者 是 它们 的 极限 情形 ( 见 5.9.3 小 节 ). 


5.16.4 ”含有 参数 的 边界 条 件 D 


我 们 来 简短 地 似 述 一 下 如 何 可 以 把 一 些 在 边界 条 件 内 含有 参数 的 边 值 问题 化 
为 积分 方程 . 例如, 考虑 微分 方程 Av = 0, 边界 条 件 给 在 平面 上 有 限 单 连通 区 G 
的 正规 边界 曲线 上, 它 是 


Ou 
Bn + +h(s)=0, 


其 中 n 表示 外 向 法 线 , 和 为 参数 , h(s) AT EWK s 的 函数 . 利用 在 边界 上 法 向 微 
商 为 零 时 区 域 G 的 格林 函数 K(z,y, z, 6,7), 我 们 得 到 格林 公式 : 


ulg,n) = | Aule, y) + h(s)IK (2y; £, nds, 
其 中 点 (x, y) BERR T. BERRA PMMA, K(x, y: £, n) 的 值 给 出 两 个 
变数 s,o 的 一 对 称 函 数 K(s, 0): 
Kl(s,o) = K(a(s), b(s); s(a), b(o)). 
此 外 假如 我 们 令 


u(a(s),b(s)) = p(s), 
Í K(s,0)h(s)ds = f(0), 


则 以 上 u 的 关系 成 为 | 
Ho) = le) =X f ila op (ods. 
r 


我 们 只 须 解 第 一 边 值 问题 就 可 以 由 w(s) 定理 u; 因此 , 我 们 只 要 来 研究 上 面 的 积 
分 方程 , 它 的 核 在 奇 点 o = s 为 对 数 级 无 穷 . 积分 方程 的 一 般 理论 可 以 立刻 用 于 这 
个 核 . 

对 一 般 的 椭圆 型 自 伴 二 级 微分 方程 说 来 , 类 似 于 上 的 讨论 成 立 . 


5.16.5 ”微分 方程 组 的 格林 张 量 


使 我 们 引进 格林 函数 的 想法 可 加 以 推广 而 用 于 包含 微分 方程 组 的 问题 , 例如 ， 
用 于 如 何 由 方程 Llu) = 一 了 决定 出 矢量 u: (wi,w2, ws) 的 问题 , 这 里 的 f 是 一 给 


1) 参看 Hilbert Integralgleichungen. 77-81. 
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定 的 矢量 . 微分 方程 L[w] = -f 在 给 定 齐 次 边界 条 件 下 (例如 u = 0) 的 格林 张 量 


D 是 指 一 个 矩阵 
Kit Ki2 Kis 
D(z, Y, Z, £, N, ¢) = Kai K22 K23 ’ 


Ks1 K32 K33 
它 具有 以 下 性 质 : 微分 方程 Llu] = -f 和 边界 条 件 合 在 一 起 相当 于 公式 
TERE J Í D(z, y, z;€,, OF (Em, Odedndt. 


这 里 Df 表示 将 矩阵 D 和 矢量 f 作 和 矩阵 乘法 所 得 出 的 矢量 , 也 就 是 一 矢量 , 其 分 
量 为 


Kiifi + Kiofe + Ki3f3, Kai fi + Keefe + K33 f3, K3i fi + K32f2 + K33 f3- 


格林 张 量 的 每 一 行 都 表示 一 个 矢量 ki, 除了 源 点 z = Ey = 0,2 = 6 外 这 个 矢 
量 及 其 微 商 皆 连 续 , 并 满足 微分 方程 Lik] = 0 及 边界 条 件 . 要 看 出 这 张 量 在 源 点 
的 奇异 性 可 以 把 它 解释 为 一 在 源 点 = Ey = nz = (作用 的 点 力 的 影响 函数 ( 例 
如 在 一 个 方程 的 情形 )， 当 微分 方式 Llu) 为 自 伴 时 (我 们 假定 如 此 ), 也 就 是 说 它 是 
由 矢量 u 及 其 一 阶 微 商 的 一 个 二 次 微 方式 作 变 分 得 出 , 则 格林 张 量 满足 对 称 关 系 


Kii(Z, y, 23, N, ¢) = Ku(€, N, C32, Y, z), i 
Kik(T, Y, 23, ¢) = KAi(E n, Ç; T, Y, z). 


微分 方程 Liu] + Au = 0 的 本 征 值 问题 可 以 利用 格林 张 量 来 解 , 作法 和 通常 的 情形 
完全 一 样 0). 
5.16.6 方程 Au + Au = 0 解 的 解析 延 拓 


设 方程 Aut Xu = 0 的 一 个 解 给 定 在 闭 区 域 G 内 , G 以 线段 1 为 共 部 分 边界 . 
设 这 个 解 及 其 直到 二 阶 的 微 商 皆 连 续 , 并 设 函数 u 或 法 向 微 商 9u/6n 在 ! LAS. 
我 们 可 以 将 G 对 ! 反射 得 一 新 区 域 G', 而 将 函数 u 按 以 下 方式 延 拓 到 G 内 去 : 如 
果 9' 是 在 G 的 反射 下 点 9 HRA, 当 在 ! 上 “= 0 时 , > ag’) = 一 wu(g), MAL 
上 ðu/ðn = 0 时, $ a(g’) = ulg). KH a Æ u 的 扩张 , CH Av+ Xu = 0 在 合成 
区 域 G + G' 内 的 连续 解 , 并 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 2. 对 板 的 方程 AAv —dAu = 0 
可 叙述 类 似 的 定理 .定理 的 假定 还 可 以 再 减弱 ,就 像 在 函数 论 的 反射 定理 中 那样 ; 
这 将 在 以 后 指出 . 


1) 参看 Hilbert. Integralgleichungen. 206-212. 
2) Æ R. Courant. Beweis des Satzes etc.. Math. Zeitschrift., Vol.1, 1918, 321-328. 
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5.16.7 关于 Av 十 Xu =0 解 的 节 线 的 定理 


假如 由 线 u= 0 的 若 于 分 支 在 ry Phu 的 正规 区 域内 相交 0)， 则 在 交点 
相 汇 的 节 线 集合 形成 一 组 等 角 射 线 . 读者 可 将 函数 u 在 所 讨论 的 点 的 近 旁 展 为 宕 
级 数 而 证 明 这 定理 . 


5.16.8 ”无 穷 重 数 的 本 征 值 的 例 


对 一 任意 平面 区 域 , 例如 圆 域 , 例如 来 考虑 AAu - Au = 0 的 本 征 值 问题 , 边界 
条 件 为 Au = 0, (3/ ðn) Au = 0. 对 这 问题 我 们 很 容易 得 到 无 穷 多 个 本 征 值 An 和 本 
征 函 数 由 一 一 注意 凡 Au, 不 恒 等 于 零 时 , Aun = vn 必 为 夹 住 边 的 板 的 本 征 函 数 . 
因此 , 我 们 得 到 的 本 征 值 和 夹 住 边 的 板 的 本 征 值 相 重 ; 所 以 零 现在 也 是 无 穷 重 的 本 
征 值 . 事实 上 , 当 和 = 0 时 , 无 穷 多 个 线性 独立 的 势 函数 中 的 任 一 个 (CH G RIE 
规 ) 皆 在 所 给 边界 条 件 下 满足 方程 AAv + Xu = 0. 


5.16.9 “展开 定理 的 有 效 范围 


在 叙述 按 微 分 方程 
Lu) + Apu = 0 


的 本 征 函 数 将 一 函数 展开 的 定理 时 , 我 们 总 假定 p > 0. 这 个 假定 是 重要 的 , 这 可 以 
由 下 面 的 例子 看 出 : EJE y" + Apy PAS p 在 基本 区 域 的 任 一 子 区 域内 等 于 堆 ， 
则 每 一 本 征 函 数 在 这 区 域内 一 定 是 线性 的 ; 因此 展开 定理 不 能 对 “任意 函数 ”成 立 . 
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第 6 章 。 变 分 法 在 本 征 值 问题 上 的 应 用 


在 前 一 章 中 我 们 看 到 , 微分 方程 的 本 征 值 问题 和 二 次 型 的 本 征 值 问题 之 间 有 着 
密切 的 联系 . 事实 上 , 这 些 本 征 值 问题 相当 于 一 无 穷 多 个 变数 的 二 次 型 的 主轴 变换 
问题 . 

例如 , 我 们 若 把 一 维 连续 系统 的 势能 和 动能 表 为 


1 fr /Ou\? 1 fr (du\? 
v=5/ » (5) ac kT = 5 f »(F) dz, 
我 们 只 须 写 u= Soft) sin vz 并 将 p 和 p 展 为 传 里 时 级 数 , 这 样 我 们 就 可 以 把 


v=1 


UAT 的 两 个 式 子 看 作 无 穷 多 个 变数 (坐标 )f, Rf, 的 二 次 型 . 假如 我 们 可 以 定 
出 一 正 交 变 换 


f= S biu fo = S teats (v = 1,2,---), 
p=1 p=1 
它 把 上 述 fu, fe 变 为 新 变数 ww Ha, 而 使 U AT 的 形式 变 为 
U= Sw T= ya, 
v=] v=1 


则 AL 这 些 数 就 是 我 们 的 振动 问题 的 本 征 值 . 因为 有 限 二 次 型 的 本 征 值 可 以 用 简单 
的 极 值 性 质 来 确定 ， 我 们 似乎 很 有 理由 在 二 次 泛 函 的 情形 也 来 考虑 类 似 的 确定 方 
法 . 不 过 我 们 现在 不 把 这 些 二 次 泛 函 作为 有 限 多 个 变数 的 二 次 型 的 极限 来 处 理 , 我 
们 将 不 牵涉 这 种 极限 过 程 直 接 来 叙述 上 述 极 值 性 质 , 并 加 以 应 用 . 


6.1 本 征 值 的 极 值 性 质 


6.1.1 ”经典 的 极 值 性 质 
试 考虑 自 伴 二 阶 偏 微分 方程 
Liu] + Apu = (puz)z + (puy)y—qu+Apu=0 (p>0,p>0) (1) 


的 本 征 值 问题 ; 其 中 z Ay 为 基本 区 域 G 内 的 自 变量 ，CG 的 边界 T 为 一 条 或 
数 条 连续 曲线 , 它们 具有 分 段 连续 的 切线 . 设 边界 条 件 为 u = 0, 或 一 般 说 来 为 
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Bu/Bn + ou = 0, 其 中 o 表示 边界 T 上 的 分 段 连续 函数 , 而 8/6n 表示 外 法 向 微 
商 ), 变 分 本 征 值 问 题 中 的 典型 二 次 泛 函 式 为 


四 四 = 了 网 + i poyrds (2) 


其 中 
Diy] = J T, p(p2 + yy )dady + J T dp2dzdy， 


Blo = || peazay, (3) 


以 及 


相应 的 极 ( 变 线 ) 型 为 


Diy, Y] = Diy, Y] + J popyds, 


Diy, Y] = J L D(PzVz + Pypy)dady + I fi gqpydrdy, 


Hlo, y] = {| ppvwadzdy, 


它们 满足 关系 : 
Dip +Y) = Diy] + 2lp, Y] + Df], 


Alp +4] = H(p) + 2H[y, Y] + HW). 


我 们 要 求 变量 函数 y 在 G +T 内 连续 , 在 G 内 具有 分 段 连续 的 一 阶 微 商 . 
RI y 在 G 内 分 段 连续 是 指 : 我 们 可 以 用 具有 分 段 连续 切线 的 弧 把 G 分 
为 有 限 多 个 区 域 G1, Gz,.… , Gm, 而 使 在 G 的 每 一 个 不 包含 这 些 弧 线 的 闭 子 区 域 
内 y BEBE. 
假如 所 加 的 边界 条 件 是 v = 0, 则 我 们 假定 变量 函数 在 闭 区 域 G +T 内 连续 而 
Er EAS. 
我 们 可 从 下 面 的 极 小 性 质 求 出 微分 方程 (1) 的 本 征 值 X， 及 联 属 的 本 征 函数 
up: ER Hle = 1 SF, RAF Diy] 为 极 小 的 可 取 函 数 是 微分 方程 (1) 满 
RD ARARE ve top =0 的 本 征 函 数 u; D 的 极 小 值 为 相应 本 征 值 . 假如 除 
条 件 
H(y| =1 (3a) 


1) 需要 说 明 的 是 这 边 条 件 一 般 必 须 按 “ 弱 意 义 ”给 以 解释 ; 也 就 是 说 , 事实 上 我 们 并 不 要 求 函 数 在 T 
上 处 处 取 边 值 , 这 一 细 数 的 事实 将 在 第 开卷 第 7 章 中 联 同 存在 定理 加 以 充分 的 讨论 . 在 这 里 , 我 们 假定 解 存 
在 , 我 们 可 以 不 细 问 wu 在 边界 上 的 行为 . 

2) 见 脚注 1). 
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之 外 还 加 上 正 交 条 件 

Hp, u1] oe 0, 
则 所 得 的 解 u2 仍旧 是 (1) HERRAR RAER, 极 小 值 Dus] = 和 2 WA 
联 属 于 uz 的 本 征 值 . RAHM) MM, 即 在 条 件 及 [wp] = 1 及 附加 条 件 


Aly,u] =O (i=1,2,...,v—1) 


FR OY] = 极 小 的 问题 , 定 出 了 在 边界 条 件 Bp/6n+cop =0 下 方程 (1) 的 各 个 本 
fE RK uv， 联 属 本 征 值 A 则 等 于 全 [ww] 的 极 小 值 . 

我 们 可 以 求 商 式 D[p]/HIy] 的 极 小 而 省 去 规 一 条 件 Hle) = 1; 这 样 所 得 的 解 
可 以 差 一 个 任意 的 比例 因子 . 

假如 边界 条 件 是 u = 0, 则 同样 的 变 分 问题 可 定 出 本 征 值 及 本 征 函 数 ; 不 过 须 
对 可 取 函 数 加 边界 条 件 p = 0, 于 是 Dio] 中 的 边界 项 f pods 自行 消失 . 

ERIP, 我 们 将 证 明 上 述 极 小 问题 的 确 有 具有 二 阶 连续 可 微 的 解 ,证明 将 
联系 到 变 分 的 直接 方法 . 目前 我 们 假定 上 述 类 型 的 极 小 问题 有 解 , 以 此 作为 出 发 点 . 

我 们 要 证 明 (a) 变 分 问题 的 解 就 是 微分 方程 问题 的 本 征 函数 , (b) 这 些 解 给 出 
了 所 有 的 本 征 函数 . 第 二 个 论断 将 在 6.3 节 中 证 明 : 我 们 将 证 明 由 变 分 问题 所 得 的 
函数 组 uuz 是 完备 的 .论断 (a) 可 以 用 第 4 章 4.7 节 的 一 般 乘 子 法 则 导出 ， 
可 是 我 们 现在 来 给 一 个 直接 的 证 明 . 

我 们 从 第 一 个 变 分 问题 出 发 , 假定 它 的 解 u 满足 条 件 [wu] =1. 设 5 为 和 9 | 
满足 同样 条 件 的 任 一 函数 , 又 设 < 为 任意 常数 , 则 对 每 一 e 的 值 及 w= u, AÀ = A, 
我 们 有 

D[u + el] > AH[u + eg] 
或 者 

2e {Dlu, ¢] — AH|u,¢] + 5 (OI¢] - AHIC])} > 0; 

上 面 的 两 种 说 法 是 等 价 的 , 因为 我 人 有 Du) = AH lu). 第 二 个 不 等 式 若 对 < 的 任意 
值 成 立 , 则 必 有 

Dlu, ¢] — AH (u, ¢] = 0, (4) 
也 就 是 式 子 D -AH 的 一 级 变 分 必 为 零 

现在 我 们 按 格林 公式 


D[u,¢] = - /hluaray + f roguas + f eReas 


变换 式 子 Diu, l] ( 见 第 5 章 5.1 节 ); 因为 函数 5 是 任意 的 , 我 们 立刻 得 到 u = u 
和 入 = à 所 满足 的 方程 (1). 现在 我 们 来 考虑 在 附加 条 件 Hjo, u] = 0 之 下 的 第 二 
个 极 小 问题 . 对 u = uz, A = 和 2 我 们 首先 只 是 在 ¢ 满足 关系 式 
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HÇ, u1] =0 (5) 


的 假定 下 得 到 方程 (4). 现在 设 7 为 任 一 具有 分 段 连续 二 阶 微 商 的 函数 , 我 们 总 可 
以 定 出 一 个 数 t 使 得 函数 6 = n + tur 满足 条 件 (5) 一 一 可 令 t= 一 Hwi,]. 此 外 ， 
注意 我 们 特别 地 可 将 函数 5 = wz 代入 方程 (4), $ u = ui1, 和 A = 入 1; 因为 wo 满足 附 
加 条 件 

H[u2, ui] = 0, (6) 
我 们 立刻 得 到 

D[uz, u1] = 0. (7) 
因此 假如 我 们 将 函数 5 = + tu 代入 方程 (4), € u = uA =o, 我 们 得 到 

Dlu,n] — AH[u, n] + t(D[u, ui] — AH [u, ui]) = 0, 


或 者 考虑 到 方程 (6) 和 (7) 的 成 立 , WA 
D[u, n] 一 和 五 [7] = 0. (4a) 

换 句 话说 , 方程 (4) 对 任意 的 函数 n 成 立 , 也 就 是 我 们 可 以 取消 附加 条 件 (5) 对 
的 限制 . 像 上 面 一 样 , 由 此 直接 可 知 , 当 u= uA = Ao 时 方程 (1) 成 立 . 按照 这 个 
方法 做 下 去 , 我 们 可 以 得 出 的 结论 是 本 征 值 方程 (4a) 对 变 分 问题 的 解 w 及 极 小 值 
A, 一 般 而 言 皆 成 立 . 变 分 问题 按 (3a) 规 一 化 了 的 解答 满足 关系 

D[ui] = Mi; Dlui, ur] = 0, 

H[u;] = 1, Hui, ux] = 0. 
这 样 所 得 到 的 本 征 值 满足 不 等 式 


和 Av -1 < Av; 


这 是 因为 在 确定 Xv 的 问题 中 , 可 取 函 数 y 的 集合 是 确定 Ai 的 问题 中 相应 可 取 
函数 集 的 子 集合 , 因此 极 小 值 Xv 不 可 能 小 于 前 一 个 极 小 值 和 -1. 

我 们 的 变 分 问题 给 出 了 微分 方程 本 征 值 问题 的 一 串 本 征 值 和 本 征 函数 ， 反 过 
来 , 我 们 将 在 6.3.1 小 节 中 证 明 , 联 属 于 微分 方程 的 全 部 本 征 值 和 本 征 函数 可 作为 
变 分 问题 的 解 而 得 出 , 


6.1.2 ”推广 1 


无 须 指出 的 是 在 前 一 章 中 所 考虑 的 其 他 本 征 值 问题 也 可 以 从 变 分 法 的 观点 加 
以 处 理 . 对 单 重 或 多 重 积 分 , 二 阶 或 高 阶 微分 方程 , 这 同样 都 是 对 的 . 例如 , 施 图 
姆 - 刘 维 尔 微分 方程 


(i # k). (8) 


(pu’)’ — qu + Apu =0 


1) 见 Courant. Uber die Anwendung der Variationsrechnung -- - 
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当 边 界 条 件 为 w(0) — hyu(0) = u(r) + hou(r) = 0 时 的 本 征 值 问题 相应 于 无 边界 
条 件 的 变 分 问题 


Djy] = i "po? + qy?)dz + hip(0)p(0)? + hap(r)p(r)? = min.. 


假如 我 们 考虑 边界 条 件 w(0) = ulr) = 0 为 hi, he 趋 于 无 穷 的 极限 情形 , 则 所 有 前 
面 列 出 的 齐 次 边界 条 件 可 由 适当 选择 hy 和 hs 而 得 出 . 

即使 在 端点 为 奇 点 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 中 , 本 征 值 和 本 征 函 数 也 可 以 由 变 分 
问题 定 出 . 我 们 只 对 勒 让 德 多 项 式 和 贝 塞 尔 函 数 来 表述 这 问题 . 考虑 


+1 +1 
Diy] = j.  (1-2°)g?dz, Hlg] = j. ede (9) 


的 自由 问题 , 我 们 可 得 勒 让 德 多 项 式 , 在 此 两 端 皆 为 奇 点 . 零 阶 贝 塞 尔 函 数 Jo (2v3) 
可 由 问题 i i 
Djy] = fi zp?dr, H = i Zp2dr 
0 0 


得 出 , 在 x = 0 无 边界 条 件 , m 级 (m > 1) 贝 塞 尔 函数 则 可 由 问题 
1 + 2 1 
Diy] =| (26 + Trw?) dz, 五 [p] = | zy dz 


得 出 , 边界 条 件 为 (0) = 0; 在 正则 端点 z = 1 所 加 的 边界 条 件 p(1) = 0 对 应 于 一 
边界 固定 的 膜 
对 多 维 高 级 的 自 伴 微分 方程 可 得 类 似 的 结果 , 例如 对 板 振 动 的 方程 


AAu—M=0 (10) 
就 是 如 此 . 在 处 理 夹 住 边缘 的 板 的 问题 时 ( 见 第 4 章 4.10 节 ), 我 们 令 
DIp] = Diy] = J i (Ay)*dady, H[y] = | k pzdzdy， 
并 在 G 的 边界 TT 上 加 条 件 
在 这 些 规 定 下 , 其 他 的 讨论 及 本 节 第 1 小 节 的 公式 可 全 部 保持 不 变 . 
在 第 5 章 中 没有 明晰 处 理 的 其 他 类 型 的 问题 也 可 立刻 纳入 本 章 的 范围 . 假如 


我 们 回想 一 下 SH) 为 一 连续 系统 的 动能 , 其 质量 密度 为 p, 而 3 人 Dp] 则 为 势能 


很 自然 地 我 们 就 会 来 造 这 样 一 种 力学 模型 , 其 中 的 质量 不 仅 连 续 分 布 于 区 域 G 中 ， 
而 且 还 集中 于 一 些 孤 立 的 点 上 . 对 这 样 的 模型 我 们 可 得 (一 维 的 情形 ) 表示 式 
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h 
ae 2 2 
Dp] = [a do ele) (11) 
以 代替 前 面 的 H; 这 里 的 zx1, zx2,… ,zh 表示 区 域 G 中 的 给 定点 , b, 为 给 定常 数 . 
这 种 形式 的 二 次 泛 函 就 相当 于 假定 有 大 小 为 be 的 质量 集中 在 点 zi, zz,…… ,zh E. 
我 们 将 永远 假定 这 些 质量 为 非 负 的 . 同样 , 我 们 可 以 考虑 较 一 般 的 表示 式 


h 
Dy] = [pede + | aiet Y avotz). (12) 
我 们 可 以 用 和 本 节 第 1 小 节 中 完全 同样 的 符号 和 讨论 , 求 出 上 面 这 些 问 题 的 本 征 
值 和 本 征 函 数 . 这 些 本 征 函 数 满足 微分 方程 


Llu] + Apu = (pu ) — qu + Apu = 0, (13) 
£1, 22,°°+ ,Zh 这 几 个 点 除外 , 在 这 些 点 上 微 商 满足 自然 边界 条 件 和 跳跃 条 件 . 我 们 


可 以 作 一 级 变 分 而 立刻 得 出 这 些 条 件 . 这 个 问题 中 的 本 征 函 数 , FELL Vp 后 , 也 不 
再 是 正 交 的 ; 与 此 相当 , 它们 满足 条 件 ?) 


h 0, 当 if j, 
f pci + oneomteo =| HRA (14) 
另 一 个 例子 可 由 下 列 D 和 5 的 表示 式 提供 : 
=; /2 2 
Di = f po act | ap dz, (15) 
Hl] = 人 pp2dz + 人 Í, k(z, y)p(z)p(y)dzdy, (15a) 


其 中 k(x, y) 为 z Ay 的 给 定 对 称 函 数 . 为 简单 计 , 我 们 将 假定 Si) 永远 不 取 负 值 . 
用 本 节 第 1 小 节 的 方法 , 我 们 现在 得 到 的 不 是 本 征 值 微分 方程 , 而 是 积 微分 方程 


(pw) —qu+a Q +f k(z,w)u(y)dy) =0, (16) 


边界 条 件 可 以 是 u = 0. 在 这 问题 中 本 征 函 数 的 正 交 关系 2 为 
0, 4 iF), 
/mejwGjdz+ | [| ke vulena 并 
G GJG 1， 当 i=j. 
”1) H. Kneser 建 义 用 “ 权 正 交 ” 这 个 名 词 
2) 又 可 以 把 它 看 成 函数 组 ui Av; 之 间 的 “ 变 正 交 关 系 ”, 为 此 我 们 只 要 在 本 征 函 数 ui(z) 之 外 再 引 
进 函 数 vi(z) = pui(z) + fo k(z,y)uily)dy. 换 句 话说 , 我 们 可 以 把 这 关系 写 为 


= _ [o MM EFS, 
| 1, 当 i=j. 
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6.1.3” 当 区 域 具有 分 隔 组 成 部 分 时 的 本 征 值 问题 


下 述 在 微分 方程 本 征 值 问题 中 成 立 的 事实 , 将 会 是 很 重要 的 : 

假如 G 由 一 些 不 相 重 的 (FF) 区 域 G'G", 所 组 成 , 则 对 G 而 言 的 全 部 本 
AEA Fo AEB MR His FBIM G'G”, Hh AAEM Fo AEH HH Pp HG, 我们 可 以 
把 某 一 子 区 域内 的 本 征 函 数 这 样 了 解 为 G 内 的 本 征 函数 : 它 在 这 个 子 区 域 之 外 到 
处 恒 等 于 零 . 

这 不 过 表明 了 下 述 不 证 自明 的 一 个 物理 事实 : 几 个 分 隔 的 振动 系统 在 作 振 动 
时 彼此 之 间 没 有 相互 的 作用 . 

在 数学 上 证 明 以 下 事实 的 一 种 方法 是 利用 微分 方程 问题 中 本 征 函数 的 定义 ; 我 
们 只 须 指 出 在 任 一 子 区 域 G',G”,… 内 有 定义 而 在 这 子 区 域外 恒 等 于 零 的 本 征 函 
数 (以 及 相应 于 同一 本 征 值 的 这 些 本 征 函数 的 线性 组 合 ) 也 是 G 的 本 征 函数 , RZ, 
G 的 每 一 个 本 征 函数 至 少 在 某 一 个 子 区 域内 不 为 零 . 这 个 论断 的 另 一 种 证 明 可 以 
变 分 问题 中 本 征 值 的 定义 为 基础 ; 我 们 很 容易 逐步 地 证 明 诸 子 区 域 的 本 征 值 给 出 了 
整个 区 域 的 本 征 值 . 


6.1.4 本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 质 


和 在 讨论 二 次 型 时 一 样 ( 见 第 1 章 ), 我 们 也 可 以 在 定义 第 n 个 本 征 值 及 其 联 
属 本 征 函 数 时 不 去 牵涉 它 前 面 的 那些 本 征 值 和 本 征 函数 . 

试 考虑 前 述 变 分 问题 中 的 任 一 个 . 我 们 保留 本 节 第 1 小 节 中 的 符号 , 可 是 改 
变 加 与 可 取 函 数 p 的 条 件 , 这 样 就 改变 了 这 个 问题 . 我 们 不 规定 H[y, ui] = 0(i = 
1,2,… ,n 一 1), 可 是 多 加 n 一 1 个 另 一 种 形式 的 条 件 


Hlp,vi] =0 (i=1,2,.…,n— 1), 


其 中 vi,v2,… ,vn_1 AG 上 任意 选 定 的 分 段 连续 函数 . 在 所 加 的 这 些 条 件 下 , 积 
分 Diy), 或 者 更 一 般 地 说 是 泛 函 De], 具有 一 最 大 下 界 , 这 个 最 大 下 界 依赖 于 函数 
uv2 ,on_1 我 们 用 d{v1,v2,… ,vn-_1} 来 表示 它 . 我 们 的 论断 是 原 变 分 问题 逐 
KE HMA AR un 和 本 征 值 A, 可 由 改变 后 的 问题 按 下 述 定理 来 确定 : 

给 定 G 内 的 n 一 1 个 分 段 连续 的 函数 V1,v2,… ,vn-1, 令 dfulv2…… ,vn-1} 
AZAD] 所 取 诸 值 的 最 大 下 界 , 其 中 TAC 内 任意 具有 分 段 连续 微 商 的 函 
数 , 满足 条 件 Aly] =1 及 


H[y, vi} =0 (¢=1,2,---,n—1). (17) 


BANS BH 01, u e ,vn-_1 遍及 所 有 的 可 取 函 数组 , 则 本 征 值 和 An 等 于 下 界 d 所 能 
取 的 最 大 值 . Sus Un, V1 = U1, U2 = U2,"** Vn-l = Un-1 时 d 达到 这 个 极 大 - 极 
小 值 . 
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在 边界 条 件 为 4 二 0 时 , 变 分 问题 不 再 是 自由 的 , MRAT LRG YD =0 的 
限制 . 

证 明 这 定理 时 ， 首 先 注意 : 当 v = ul < i < n-1) 时， 由 定义 我 们 有 
d{v1, v2, see »Un—1} = An} 因此 ， 我 们 要 证 的 是 对 任意 U1, V2,*** ,Un—l A d{v1, v2, rreg 
Un-1} S An. 我 们 只 须 定 出 一 特殊 的 w, 它 满足 条 件 Aly, vi] =0(i = 1,2,--- ,n— 1) 
HAE Dip] < An. 为 此 目的 , 我 们 确定 前 ” 个 本 征 函 数 的 一 个 适当 的 线性 组 合 yp = 


So ait, 其 中 cl ca, … ,cn 为 常数 . (17) 中 的 n 一 1 个 关系 导致 未 知 量 cl co,:… ,cn 


i=l 


的 n 一 1 个 线性 齐 次 条 件 , 适当 地 定 c 总 可 以 使 这 些 条 件 得 到 满足 . 方程 Aly] = 
Sid = 1 不 过 是 一 个 规 一 化 条 件 , 它 确定 一 比例 因子 ， 因 为 Duu] = 06 4 


i=1 


k), Dlui] = Xi[ 见 方程 (8)], 故 由 


Diy] = D> cickD [ui uz] 


í,k=1 
Diy] = 》 2d 
i=] 


》 只 =1 而 且 An > 和 Xi (¢=1,2,---,n), 
i=1 


我 们 有 

Diy] < Àn- 
因此 极 小 值 d{vi, v2,- ,un-1} 必然 不 可 能 大 于 An; 所 以 An 是 这 些 极 小 值 所 能 取 
的 最 大 值 . 
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6.2.1 ”一 般 定理 


由 变 分 法 的 简单 原理 , 我 们 可 以 从 上 述 极 大 - 极 小 性 质 得 出 一 些 重要 的 结论 . 这 
些 原 理 中 的 第 一 条 可 以 这 样 叙述 : 加 强 一 个 极 小 问题 中 的 条 件 , 我 们 不 会 减 小 极 小 
值 ; 反 过 来 , 放宽 条 件 时 则 极 小 值 减 小 , 或 者 至 少 不 增 加 . 第 二 条 原理 可 叙述 为 : 给 
RAM) AM, 其 可 取 函 数 为 同一 族 p, 设 对 每 一 yp 而 言 第 一 问题 中 泛 函 的 值 不 
小 于 第 二 问题 中 泛 函 的 值 , 则 第 一 问题 的 极 小 值 也 不 小 于 第 二 问题 的 极 小 值 ， 

在 本 征 值 的 经 典 定义 下 , 如 果 要 比较 不 同 问题 中 的 本 征 值 , 我 们 不 能 应 用 上 述 
原理 ; 因为 由 于 可 取 条 件 不 一 样 , 可 取 函 数 的 集合 不 相同 . 可 是 在 本 征 值 的 极 大 - 极 
小 的 定义 下 , 可 取 函 数 的 集合 一 致 , 我 们 的 原理 就 可 以 应 用 . 
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例如 , 考虑 任 一 可 振动 的 系统 , 其 振动 的 本 征 值 可 以 用 这 里 所 处 理 的 这 类 本 征 
值 问题 定 出 . 该 系统 振动 时 所 受 的 任 一 约束 条 件 , 在 数学 上 可 表 为 加 与 变 分 问题 中 
可 取 函 数 的 附加 条 件 . 当 极 大 - 极 小 问题 中 加 与 p 的 条 件 加 强 时 , 则 下 界 d{v1, v2,… ， 
Un—1} 增加 , 或 者 至 少 不 减 少 . 因此 这 些 下 界 的 极 大 ( 即 第 ”个 本 征 值 ) 也 增加 (至 
少 不 减 少 ). 与 此 相应 , 当 加 与 函数 y 的 条 件 减 弱 时 , 则 极 大 - 极 小 的 值 (也 就 是 第 n 
个 本 征 值 ) 将 减 小 或 者 至 少 不 增加 . 

在 物理 上 , 这 意味 着 : 

定理 1 ”假如 将 约束 条 件 加 与 一 可 振动 的 系统 , 则 基 音 和 每 一 泛音 的 音调 各 
变 高 (至 少 不 变 低 ). 反 过 来 , 假如 除去 约束 条 件 ,， 则 基 音 和 每 一 泛音 臂 变 低 (BY 
不 变 高 ). 

例如 , 在 一 拉 紧 的 弹性 膜 振动 时 , 如 果 不 但 将 膜 沿 边界 固定 , 而 且 沿 膜 中 间 的 
某 部 分 或 某 些 曲 线 将 它 固 定 , 则 基 音 和 各 泛音 皆 变 高 . 另 一 方面 , 如 果 将 膜 割 裂 (或 
者 在 板 振动 的 情形 , 板 的 质料 有 了 裂痕 ), 则 基 音 和 各 泛音 皆 变 低 . 事实 上 , 在 这 种 
情形 , 可 取 函 数 yp 的 连续 性 条 件 或 其 微 商 的 连续 性 条 件 在 裂口 上 应 予 取 消 . 

从 数学 上 来 说 , 上 述 原 理 可 导致 好 些 重要 的 关于 本 征 值 的 分 布 的 一 般 定 理 . 下 
面 的 定理 2 和 3 是 关于 边界 条 件 u = 0 的 , 它 将 一 区 域 的 本 征 值 分 布 和 一 子 区 域 
的 分 征 值 分 布 作 了 比较 . 再 下 面 的 定理 对 边界 条 件 Ou/On = 0 作出 了 相应 的 论述 . 
其 他 定理 中 则 牵涉 较 一 般 的 边界 条 件 并 在 这 些 不 同形 式 的 边界 条 件 下 比较 了 微分 
方程 的 谱 . | 

定理 2 设 G',G",G",… 为 区 域 G 的 有 限 个 不 相交 的 子 区 域 . 令 AA) 表 
示 对 区 域 G 在 边界 条 件 怀 = 0 下 微分 方程 Llu] 十 和 pu = 0 的 小 于 入 的 本 征 值 个 数 . 
则 在 同样 的 边界 条 件 下 , 对 所 有 分 隔 的 子 区 域 小 于 入 的 本 征 值 的 总 数 不 超 过 Ad). 

这 条 定理 又 可 表述 如 下 : 在 边界 条 件 为 u = 二 0 时 , 区 域 G 的 第 n 个 本 征 值 Xn 
不 大 于 诸 子 区 域 GO 的 混合 本 征 值 序列 中 的 第 n VAL, 这 个 序列 是 按 本 征 值 的 增 
加 排列 的 , 并 且 计 入 各 本 征 值 的 重 数 . 

证 明 可 由 以 下 讨论 立刻 得 出 : 假如 在 决定 An 的 极 大 - 极 小 问题 中 , 我 们 给 函数 
o 规定 一 新 的 条 件 , 要 求 它们 在 所 有 子 区 域 CO 的 边界 上 为 零 并 在 G 中 不 属于 任 
TRR GO 的 部 分 为 零 . TE, 由 上 述 基本 原理 , 我 们 首先 知道 极 大 - 极 小 值 不 减 
AS. 另 一 方面 , 这 样 所 得 到 的 极 大 - 极 小 就 正好 定 出 了 分 隔 区 域 G', G,- 所 形成 
的 不 连通 区 的 第 ”个 本 征 值 . 由 6.1.3 小 节 的 说 明 , 这 新 的 极 大 - 极 小 值 就 等 于 Ar, 
因此 我 们 有 An < At. 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

特别 地 , 刚才 所 证 的 定理 给 出 了 在 边界 条 件 u = 0 之 下 各 本 征 值 的 一 个 重要 的 
性 质 一 一 单调 性 : 


1) 所 谓 谱 , 像 前 面 一 样 , 是 指 本 征 值 的 全 体 . 
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定理 3 ”在 边界 条 件 怀 = 0 F, 区 域 G 的 第 n 个 本 征 值 决 不 会 超过 它 的 子 区 
域 的 第 n 个 本 征 值 !). 

对 边界 条 件 Bwu/B8n = 0 可 作 相 应 于 定理 2 的 论述 . 

定理 4 H G'G", C", o 为 有 限 多 个 不 相交 的 子 区域 , 它们 完全 充满 了 G. 
A Blk) 表示 对 区 域 G 在 边界 条 件 Du/an = 0 下 微分 方程 Lluj + Apu =0 的 小 于 
K 的 本 征 值 个 数 . 则 在 同样 的 边界 条 件 下 , 所 有 各 分 隔 区 域 的 小 于 的 本 征 值 的 总 
数 至 少 等 于 B(s). 

我 们 也 可 以 叙述 这 条 定理 如 下 : 令 ct 为 在 边界 条 件 Bu/Bn = 0 之 下 , 诸 子 区 
RGO 的 混合 本 征 值 序列 中 的 第 n 个 , 在 这 里 我 们 按 本 征 值 的 增加 作 排 列 并 计 入 
各 本 征 值 的 重 数 . 于 是 在 同样 的 边界 条 件 下 , 区 域 G 的 第 nn 个 本 征 值 kn 必 大 于 或 
等 于 Ky. 

在 这 里 , 将 一 般 原理 中 的 第 一 条 应 用 于 确定 G 的 第 ”个 本 征 值 <。 的 极 大 - 极 
小 问题 , 就 立刻 可 以 得 出 证 明 . 因为 假如 我 们 在 这 问题 中 允许 可 取 函 数 在 G 中 的 
FRR GO 的 边界 曲线 上 不 连续 (越过 这 些 边界 曲线 时 最 多 出 现 有 限 的 跳 断 ), 我 
们 就 减 小 了 极 大 - 极 小 值 , 或 者 至 少 不 使 它 增加 . 另 一 方面 , 按照 6.1.4 小 节 , 修改 后 
的 极 大 - 极 小 问题 恰好 确定 了 分 隔 的 GO 所 组 成 的 区 域 在 自然 边界 条 件 Bu/6n = 0 
下 的 第 ”个 本 征 值 , 也 就 是 说 , 确定 了 sx 的 值 . 这 就 证 明了 关系 kn > x*. 

现在 我 们 将 要 证 明 一 些 定理 , 它们 说 明了 在 不 同类 型 的 边界 条 件 下 微分 方程 的 
谱 的 差异 . 

定理 5 An 为 在 边界 条 件 色 = 0 下 对 区 域 G 而 言 微分 方程 Llu] 十 Apu = 0 
的 第 nn 个 本 征 值 , A un 为 相应 于 边界 条 件 Gu/Bn 十 ou 二 0 的 第 nn 个 本 征 值 , 或 者 
说 得 更 一 般 些 , 可 相应 于 这 样 的 边界 条 件 : 在 边界 工 的 一 部 分 T' 上 Bu/8n+ou = 0， 
在 边界 的 其 余部 分 TI/ 上 w= 二 0. 于 是 有 


Hn S Àn. 


证 明 时 可 考虑 确定 第 n 个 本 征 值 ln 的 极 大 - 极 小 问题 : un 是 Diy] 的 极 小 中 
的 极 大 , 没有 边界 条 件 ; 我 们 给 函数 o 外 加 一 个 条 件 , BEE G 的 边界 LAF. 
于 是 每 一 个 极 小 值 必 增 大 或 至 少 不 减 小 , 因此 极 大 - 极 小 值 也 一 样 . 另 一 方面 , 这 新 
的 极 大 - 极 小 值 显然 就 是 An, 因为 在 外 加 条 件 下 我 们 有 Dli) = Diy). 因此 un < An 
如 上 所 述 . . 

定理 6 假如 在 上 的 边界 条 件 Ou/Int+ou=0 中 ,函数 og 在 每 点 都 增 大 或 
减 小 , 则 每 一 本 征 值 只 能 按 同 样 的 方向 改变 . 


1) 事实 上 , 当 我 们 所 谈 的 是 真正 的 子 区 域 时 , 则 区 域 G 的 本 征 值 总 小 于 子 区 域 的 本 征 值 , 这 很 容易 由 
6.6 节 的 方法 断定 . 
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由 上 述 第 二 条 一 般 原理 ， 这 个 重要 的 事实 也 是 极 大 - 极 小 性 质 的 直接 后 果 . 
为 如 果 我 们 改变 函数 o, 则 对 每 一 yp MARL Diy] MAH o 改变 的 方向 改变 ; 
因此 对 给 定 的 vi, Dio) 的 下 界 按 这 一 方向 改变 , 因此 这 些 下 界 的 极 大 也 按 这 个 方向 
改变 . 

定理 5 和 6 显示 出 了 相应 于 不 同类 型 的 边界 条 件 诸 本 征 值 之 间 的 相互 关系 . - 
假如 我 们 令 函 数 o 在 每 一 点 由 0 单调 改变 至 oo, 则 每 一 本 征 值 p 由 它 在 边界 条 件 
ðu/ðn = 0 下 所 取 的 值 单调 改变 到 它 在 边界 条 件 v = 0 之 下 所 取 的 值 . RAZ, 这 
定理 说 明 在 所 考虑 的 各 边界 条 件 下 , u= 0 给 的 限制 性 最 大 而 Bu/Bn = 0 给 的 限制 
性 最 小 , 此 处 设 o AAR, 当 c 无 限 增 大 时 本 征 值 uv 的 极限 的 确 为 An, 这 一 事实 可 
较 仔 细 地 研究 本 征 函数 的 性 能 而 加 以 证 明 . 可 是 这 只 在 以 后 才能 办 到 , 所 以 目前 我 
们 不 给 证 明 (HLS I 4). 

在 本 节 第 6 小 节 中 , 我 们 将 看 到 本 征 值 是 随 o 连续 增 大 的 . 此 外 , XF n 很 
大 时 本 征 值 的 渐 近 分 布 的 研究 将 指出 , 虽然 本 征 值 有 上 述 随 o 增加 的 性 质 , 可 是 当 
n> oo 它们 的 渐 近 行为 是 与 边界 条 件 无 关 的 , 因此 由 于 函数 o 的 增加 而 引起 的 本 
征 值 的 增加 , 比 之 于 本 征 值 自身 , 当 n 充分 大 时 小 得 可 以 略 去 不 计 . 

在 定理 5 和 6 中 表述 的 性 质 指出 了 一 种 简单 的 物理 解释 边界 条 件 Ou/On+ 
ou = 0 所 描 划 的 是 由 弹性 力 所 固定 的 边界 , 其 中 约束 力 的 大 小 由 函数 o 确定 . 定 
理 叙 述说 , 当 这 个 弹性 约束 的 强度 增加 时 , 每 一 个 本 征 频 率 皆 增加 . 条 件 u = 0 FR 
表 弹 性 约束 力 变 为 无 穷 的 情形 , 换 句 话说 即 边界 完全 固定 . 

最 后 , 本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 使 我 们 有 可 能 来 研究 本 征 值 对 微分 方程 的 系数 以 
及 对 区 域 G 的 依赖 情况 . 

定理 7 假如 微分 方程 Llu] +Apu=0 的 系数 p 在 G 中 各 点 按 某 一 方向 ( 增 
大 或 增 小 ) KE, 则 对 任何 边界 条 件 而 言 , 第 n 个 本 征 值 按 反方 向 改变 . 假如 系数 了 
或 g 中 的 任 一 个 在 各 处 按 同一 方向 改变 , 则 每 一 本 征 值 也 按 这 方向 改变 (在 边界 条 
#A Ou/On+ou=0 的 情形 , 我 们 设 o 2 0). 

首先 令 p 在 各 处 按 同 一 方向 改变 . 则 对 每 一 个 可 取 函 数 wp 而 言 式 子 Do 的 
值 也 按 这 同一 方向 单调 改变 , 因此 在 固定 vi 时 D 的 下 界 , 以 及 这 些 下 界 的 极 大 ， 
也 就 是 第 n 个 本 征 值 , 也 都 按 这 同一 方向 单调 改变 . 假如 p 单调 改变 后 新 函数 为 
p' > p, 则 对 任 一 可 取 函 数 o 而 言 我 们 有 


Diy] : i ji pp°dzdy > Diy : / ji pp "drdy. 


在 这 里 我 们 可 以 看 出 , 当 vi 个 定时 , 左 端的 下 界 不 小 于 右 端的 下 界 . 在 得 出 右 端 商 
式 的 下 界 时 , 我 们 需要 在 附加 条 件 中 以 函数 vi = vip/p' 代替 函数 vi, 因为 现在 p 已 
BRA p. 假如 vi 这 组 函数 遍及 整个 可 取 函 数 的 空间 , 则 vi 这 级 函数 也 是 如 此 ; 
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所 以 , 我 们 很 清楚 地 可 以 看 出 , 前 面 所 考虑 的 两 个 下 界 的 极 大 之 间 有 和 函数 p 及 p 
相反 的 大 小 关系 . 


6.2.2 ”本 征 值 的 无 限 增 大 


在 这 一 小 节 中 , 我 们 将 证 明 在 变 分 本 征 值 问题 中 本 征 值 An 当 n oo 时 无 限 
增 大 . 特别 地 , 这 表明 每 一 本 征 值 只 有 有 限 的 重 数 , 而 且 只 有 有 限 多 个 本 征 值 为 负 
数 . 在 6.3.1 小 节 中 我 们 将 看 到 , 本 征 值 的 无 界 性 的 一 个 最 重要 的 后 果 是 本 征 函 数 
的 完备 性 ; 由 此 可 知 这 组 函数 就 和 微分 方程 的 本 征 函 数组 相同 . 

在 证 明 上 述 无 界 性 时 (在 此 将 不 设 q > 0), 我 们 依次 用 pm, qm, pm Fl pm, dm; Pm 
表示 函数 p,q,p 在 G 上 的 最 大 和 最 小 值 , 并 首先 考虑 边界 条 件 = 0. 假如 我 们 在 
DA H 中 用 常数 pm, gqm,pm 和 pm, qm, pm 来 代替 函数 p,q, p, 我 们 得 到 两 个 新 本 
征 值 问题 , 它们 依次 具有 本 征 值 X AY, 而 由 定理 7 我 们 有 ON <An SAL. 

首先 我 断定 X, 无 界 : 在 一 个 自 变数 的 情形 , 我 们 可 以 用 三 角 函 数 明晰 解 出 联 
属 微分 方程 的 本 征 值 问题 ; 所 得 本 征 值 为 (Pm? + qm)/pm,yv = 1,2,…. 因为 由 变 
分 问题 所 得 出 的 本 征 值 X, 必然 包含 在 这 一 序列 内 , 由 此 就 立刻 可 以 得 到 我 们 的 论 
ET An 一 co. 

上 面 我 们 说 过 由 变 分 问题 得 出 的 本 征 值 和 微分 方程 的 全 部 本 征 值 相 重 ; 目前 暂 
时 假定 这 个 论断 真实 , 我 们 就 有 


v= Pram? + dm yn PM + aM | 
pM Pm 
因此 我 们 可 以 看 出 当 ” 增 大 时 商 数 A, /n? 保持 在 有 限 的 正 上 下 界 之 间 . 
为 了 估计 多 维 空间 任意 区 域 G 的 本 征 值 X, 我 们 将 它 和 包含 整个 G 的 一 方 
形 的 变 分 问题 的 本 征 值 A 作 比 较 , 而 这 些 本 征 值 又 都 属于 微分 方程 的 本 征 值 和 *. 
由 第 5 BE 5.14 节 我 们 知道 六 这 些 本 征 值 当 n 增 大 时 趋 于 无 穷 ; 由 定理 3 和 7 我 
们 有 


An SAn <A; 


因此 A, 也 趋 于 无 穷 . 

我 们 不 来 把 以 上 推论 用 于 各 种 不 同 的 边界 条 件 , 因为 对 本 征 值 的 渐 近 行为 作 较 
精确 的 估计 后 不 难 证 明 它们 是 无 界 的 ， 可 是 我 们 要 简短 地 叙述 一 下 另 一 种 完全 不 
同 的 一 一 间接 的 一 一 证 明 方法 , 这 种 方法 不 假定 在 特殊 情形 下 已 先 有 关于 变 分 
问题 的 解 的 知识 , 因此 在 实质 上 是 较为 可 取 的 7. 

先 讨论 一 个 自 变数 的 情形 , 假设 我 们 的 问题 有 无 穷 多 个 本 征 值 Xi, Xz,，…… 它们 
的 绝对 值 篆 在 一 正 上 界 之 下 . 本 征 值 


1) 这 种 方法 应 归功 于 F. Rellich. Ein Sata über mittlere Konvergenz. Nachr. Ges. Göttingen 
(math.-phys, Kl.), 1930. 
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An = -人 (pul? + qu? da + hip(21)un(x1)? 十 jap(z2)un(z2)2 


以 及 总 “pu2dz 的 有 界 性 立刻 引出 


广 udr 和 T u2dxr 

的 有 界 性 , 只 要 常数 h 和 h 是 非 负 的 (利用 本 节 第 5 小 节 的 说 明 很 容易 除去 这 一 
限制 ). 

现在 我 们 要 利用 下 述 引 理 : 假如 对 一 组 函数 (x) 而 言 , 积分 Í ode 和 Ji 了 
有 界 , 则 函数 p(z) 同等 边 续 且 一 致 有 界 ( 见 第 2 章 ). 于 是 利用 聚 点 原理 ( 见 第 2 
章 2.2 节 ) 我 们 可 以 从 本 征 函 数组 un 中 选 出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 . 假如 我 们 仍 
旧 用 un 来 表示 这 个 新 序列 , 则 显然 有 a lim H[un 一 Um] = 0. 可 是 另 一 方面 , 由 
un(n & m) 的 正 交 性 , 我 们 有 


五 [un — Um] = 2. 


这 矛盾 证 明了 我 们 的 定理 . 

在 多 个 (例如 两 个 ) 变数 的 情形 , 同样 的 推论 成 立 , 只 要 以 下 述 Rellichl) 的 引 理 
为 基础 (我 们 不 在 这 里 证 明 这 引 理 ): 

给 出 定义 在 区 域 G 上 的 一 组 函数 plr, y), 假如 式 子 [[@ + P92)dryd 和 


dE yg?dzdy 一 致 有 界 ,我 们 可 以 选 出 一 子 序列 pn, 使 有 


lim If (pn — Pm)’ dzdy = 0. 
n,m—-co G 


6.2.3 PERM HRM PACE ATER 

在 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 情形 , 本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 质 使 我 们 可 以 同时 定 出 第 
n 个 本 征 值 的 数量 级 并 求 出 其 渐 近 值 . 用 第 5 BE 5.3.3 小 节 中 的 变换 (20a), 我 们 可 
将 微分 方程 (py) 一 ay + 和 py = 0 BA 

2 一 rz 十 Xz 一 0， (18) 

所 讨论 的 区 间 为 0 < t < 1, 其 中 rt) 为 连续 函数 , z 必须 满足 由 原来 齐 次 边界 条 件 
所 引出 的 新 齐 次 边界 条 件 . 首先 我 们 考虑 y(0) = y(r) = 0 或 z(0) = 2(l) = 0 的 情 
形 . 微分 方程 的 本 征 值 是 积分 式 


1) 见 上 页 所 引 Rellich 文 . 
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f (z? 十 rz2)dz 
0 


的 极 大 中 的 极 小 在 这 一 小 节 中 我 们 将 假定 (在 后 面 6.3.1 小 节 中 证 明 ) 由 变 分 
问题 所 得 出 的 本 征 函数 及 本 征 值 和 由 微分 方程 得 出 的 相 重合 . 假如 我 们 在 上 面 的 式 
子 中 上 略 去 r? 而 考虑 积分 式 


l 
2/2dz， 
0 


l 
i z2dz = 1, 
0 


新 积分 式 和 原 积 分 式 的 差 不 超 过 一 定 的 界限 rm(7 的 最 大 绝对 值 ). 因此 第 一 个 式 子 
的 极 大 - 极 小 , 也 就 是 所 要 求 的 本 征 值 , 和 第 二 个 式 子 的 相差 不 超过 rm. 可 是 第 二 个 
积分 的 极 大 - 极 小 正好 就 是 方程 +Az = 0 在 区 间 (0,1) ERATE un = n?x?/I?; 
所 以 由 lim pn = 00, 我 们 立刻 有 渐 近 公式 


则 只 要 z 满足 条 件 


An = Un + O(1), (19) 


和 前 面 一 样 , O(1) 表示 一 个 当 m” 趋 于 无 穷 时 有 界 的 函数 . 回 到 我 们 原来 的 符号 , 我 


们 就 得 到 sande ee p 
ea ven) eo 
对 任意 的 边界 条 件 可 得 完全 同样 的 估计 , 因为 方程 z + nz = 0 的 本 征 值 的 渐 近 行 
为 不 依赖 于 边界 条 件 (参看 6.4 节 ). 
6.2.4 “奇异 微分 方程 
很 容易 把 我 们 的 渐 近 估计 用 于 有 奇 点 的 微分 方程 . 我 们 只 考虑 方程 


2 
m 

ru" +u + (za-™)u=0, 
T 


它 的 解 是 贝 塞 尔 函数 Jm (zVX). 在 这 里 , 若 以 v(0) < 00, u(1) = 0 为 边界 条 件 , 则 
本 征 值 和 为 Jm 的 零点 的 平方 An n( 见 第 5 章 5.10.1 小 节 ). 在 m > 1 的 情形 , 可 
考虑 满足 本 征 值 方程 
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的 函数 v = VzJm(zV), 并 由 商 式 Dipj/Hl[wp] 的 极 大 - 极 小 来 定 出 其 本 征 值 , 其 中 


1 2 1 
4m* —1 
Diol = f (w+ de, Hiel = | yg" dz; 


r2 


2 
wha- )v=0 
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这 些 式 子 代替 了 6.1.2 小 节 中 所 给 的 表示 式 . RMS (0) = o(1) = 0 为 边界 条 件 ; 
1 

因为 m > 1, 我 们 必然 有 Diy] > Í ez2dz, 因此 An > n2r2. 另 一 方面 按 以 下 方式 
0 


加 强 可 取 函 数 的 条 件 我 们 可 得 一 An 的 上 界 : 在 待定 的 区 间 0 < z < e 上 多 加 条 件 
ylz) = 0 而 将 积分 Diy) 中 的 第 二 项 代 换 为 一 较 大 的 常数 : 


这 就 给 出 An < mn2r2/(1 一 e)? + c/e?. 现在 假如 我 们 适当 地 令 < 随 - 趋 于 零 , 例如 


S e= Iyn, 就 有 jim 和 An/m2m? < 1. 这 样 我 们 就 得 到 Im 的 零点 Amin 的 渐 近 
公式 
lim -2e 
n—oo n?n? 
这 和 非 奇 型 问题 中 相应 的 公式 吻合 . 同样 的 渐 近 公式 对 我 们 所 考虑 过 其 他 边界 条 件 
也 成 立 , 例如 边界 条 件 ww(1) = 0. 
这 个 结果 可 以 立刻 用 来 估计 零 阶 贝 塞 尔 函 数 的 根 , 因为 我 们 有 关系 式 Ji (x) = 
一 (7)( 见 第 5 Æ 5.5.5 小 节 ). 由 这 个 式 子 可 以 看 出 当 m = 1 时 以 u(1) = 0 为 边界 
条 件 的 贝 塞 尔 问题 的 本 征 值 就 是 当 m = 0 时 以 w'(1) = 0 为 边界 条 件 的 本 征 值 (第 
一 个 本 征 值 零 除 外 ). 因为 在 及 (x) 相 邻 的 两 个 零点 之 间 恰 好 有 Jla) 的 一 个 零点 
一 一 可 按 第 7 章 7.2.8 小 节 的 方式 用 罗 尔 定理 证 明 一 一 这 就 说 明 上 述 渐 近 公式 在 
m = 0 的 情形 也 成 立 0). 
6.2.5 “关于 本 征 值 增 大 的 进一步 讨论 、 负 本 征 值 的 出 现 
设 如 我 们 所 假定 , 在 6.1 节 的 变 分 问题 中 函数 o 及 数 hi, h: 为 非 负 2), A q 
也 是 如 此 , 则 显然 不 会 出 现 负 本 征 值 . 可 是 本 节 第 2 小 节 的 讨论 说 明 : 假如 g 不 处 
处 为 正 ， 则 至 多 只 能 出 现 有 限 多 个 负 本 征 值 . SRR 或 常数 hi,h2 取 负 值 时 , 这 
个 事实 也 成 立 , 因为 在 这 里 本 征 值 也 随 n 的 增 大 而 趋 于 无 穷 . 
证 明 这 一 点 时 , 为 简短 计 , 我 们 考虑 以 0 < z < 7 为 基本 区 域 的 一 维 问题 , 如 
下 估计 由 边界 值 所 发 生 的 负 项 : 假如 表示 区 间 0 < z < t 中 的 一 个 点 , 我 们 有 


€ 
lw(0) -yl = f y'dz 
其 中 + 的 选择 只 受 条 件 0 < t < r 的 限制 , 用 施 瓦 茨 不 等 式 我 们 可 得 


(0) -vO < vay f " j?ds, 


1) 可 参看 7.8 节 中 对 m = 0 的 另 一 证 明 . 
2) 恒 假 函数 p 及 p 为 非 负 的 . 


? 


? 
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因此 , 将 p 的 极 小 记 作 pm, A 


yO < lw(6 + V1 f “ad 


在 条 件 f py’ dz = 1 F, 必 存 在 一 中 间 点 & 使 得 y(é)? < 1/tpm, 其 中 A ats 


的 极 小 . 因此 我 们 有 
1 t "g 
ly(0)| < T + VY/ DW dz. 


假如 根 号 下 的 积分 超过 界限 1/7, 我 们 要 求 t 满足 


1 ik 12 
-= py “dz. 
t \ 0 


在 这 种 情形 t 就 在 区 间 0 < xz < r 内 ; 不 然 我 们 令 tar. 于 是 我 们 有 


y(0)? < ct i py’dz + cl， 
0 


其 中 c 和 cl 为 不 依赖 于 y(z) 的 常数 .由 于 对 y(r) 作 同 样 的 估计 , 立刻 可 知 每 一 
个 可 取 函 数 y 皆 满 足 重要 的 关系 式 


hyy(0)? + hay(7)? < Ci) f py?dx + Co, 
0 


其 中 Cy, Cs 为 适当 的 常数 . 此 外 , 我 们 当然 有 


| f ; qy’dz 
0 
因此 最 后 有 


Dy] > | mrdz — Cay] | py dz — Cs > 3/ py’? dz — Ce. 
0 0 0 


既然 联 属于 积分 if " py?dz 的 本 征 值 趋 于 无 穷 , WAT Dly] 的 也 趋 于 无 穷 . 所 以 


其 中 只 能 有 有 限 多 个 负 本 征 值 出 现 . 
按 类 似 的 方式 , 我 们 可 以 对 二 维 的 问题 得 出 估计 


| f pow2ds| < 


< C3, 


< cı V/|D[y]] + c2, (20) 
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由 此 可 以 得 出 同样 的 结果 : 本 征 值 基本 上 都 是 正 的 0. 最 后 我 们 要 提 的 是 用 定 全 类 
似 的 讨论 可 以 证 明 一 般 本 征 值 问题 6.1.2 小 节 中 本 征 值 的 无 界 性 2). 


6.2.6 ”本 征 值 的 连续 性 


首先 设 函 数 p 改变 为 函数 p', 使 得 有 0 < (1 一 e)p < p' < (l+e)p(eWE). 于 
是 由 定理 7, 知 微分 方程 的 第 ”个 本 征 值 在 以 p-e) 及 p(1+e) Rp 后 所 得 两 微 
分 方程 的 第 ”个 本 征 值 之 间 , 这 两 个 本 征 值 就 是 将 原 微分 方程 的 第 n 个 本 征 值 依 
次 乘 以 因子 (1 -ce)-! 和 (1 十 e)-! 所 得 的 两 个 数 . 假如 取 s 充分 小 , 则 这 两 个 数 可 
任意 接近 . 因此 微分 方程 的 第 n 个 本 征 值 连续 依赖 于 函数 p. 

第 ”个 本 征 值 也 连续 依赖 于 g. 事实 上 , 由 关系 p> pm (pm 为 正常 数 ) 可 得 


1= [| ppraray > om || gard, 
G G 


显然 积分 If yp?dzdy 对 所 有 的 可 取 函 数 o 而 言 一 致 有 界 . 这 就 说 明 当 函 数 g 有 


一 充分 小 的 改变 时 式 子 Diy] 的 改变 可 为 任意 小 ; 事实 上 , 它 的 改变 对 所 有 的 可 取 
函数 y 而 言 还 是 一 致 的 . 因此 对 Di) 的 极 大 - 极 小 有 同样 的 事实 成 立 . 

按 同样 的 方式 可 以 看 出 本 征 值 连续 依赖 于 出 现在 边界 条 件 内 的 函数 o 我们 
仍旧 可 以 假定 变 分 问题 中 的 式 子 Dy) 具有 一 固定 的 上 界 3. 于 是 由 关系 (20), 边 


界 积分 f gds 以 及 pop2ds HER. 因此 假如 我 们 在 边界 积分 中 使 o 有 一 充 
f 


分 小 的 改变 , 则 积分 值 的 改变 可 为 任意 小 , 而 且 对 所 有 的 可 取 函 数 o 而 言 可 一 致 地 
Ay. 所 以 Dip] 以 及 Diy] 的 极 大 - 极 小 的 改变 也 为 任意 小 . 

按 同 样 的 方式 可 得 本 征 值 对 p 的 连续 依赖 性 . 

总 结 上 述 , RATA: 

定理 8 ”对 所 有 我 们 考虑 的 边界 条 件 , MIAH Llu] 十 和 pu =0 的 第 n 个 本 
征 值 连续 依赖 于 方程 的 系数 . 

定理 9 上述 第 个 本 征 值 连续 依赖 于 出 现在 边界 条 件 Ju/On+o0u=0 A 
的 函数 o. 

最 后 , 我 们 来 研究 作为 区 域 G 的 函数 时 第 n 个 本 征 值 的 连续 性 . 我 们 将 看 到 ， 
HKR G' FEHB G 而 边界 条 件 相当 时 , KR G' 的 第 n 个 本 征 值 可 任意 逼近 

1) 见 Gomi Ube die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathematis chen 
Physik. 特别 是 13-17 页 . 

2) JL Courant. Uber die Anwendung der Variationsrechnung -- - 

3) 例如 , 其 上 界 可 为 对 整个 在 G 内 的 一 方形 而 言 以 u=0 为 边界 条 件 的 第 n 个 本 征 值 . AA, 定理 
3 和 5 说 明 在 原 边界 条 件 下 G 的 第 n 个 本 征 值 必然 不 大 于 对 这 方形 而 言 以 u = 0 为 边界 条 件 的 第 n 个 
本 征 值 . 因此 我 们 看 出 对 2) 固定 这 上 界 不 会 影响 极 大 - 极 小 问题 的 解 . 
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区 域 G 的 第 n 个 本 征 值 . 可 是 为 此 我 们 必须 用 到 在 相当 强 的 意义 下 区 域 G' BH 
另 一 区 域 G HMA. 凡是 当 边 界 条 件 中 出 现 法 向 微 商 时 , 单 要 求 G' 的 边界 点 点 下 
近 G 的 边界 是 不 够 的 . 此 外 我 们 将 还 要 要 求 G' 边界 上 的 法 线 和 逼近 G 连 界 上 的 法 
线 . 事实 上 , 可 以 证 明 , 在 再 弱 的 逼近 定义 下 , 第 nn 个 本 征 值 就 不 一 定 是 区 域 的 连续 
函数 0. 

在 较 强 的 意义 下 区 域 G' BIEF G 的 分 析 定义 如 下 : 

设 通 过 方程 

z=ax+g(z,y), y =y+h(z,y) (21) 

区 域 G 及 其 边界 逐 点 对 应 地 变换 为 区 域 G' 及 其 边界 ; 在 这 里 , 函数 9, 在 整个 区 
域 上 连续 且 有 分 段 连续 的 一 级 微 商 , TA g,h 及 其 一 级 微 商 的 绝对 值 皆 小 于 一 小 
TER e. 在 这 情形 下 , 我 们 说 区 域 G' 以 准确 度 es 逼近 区 域 G. 

当 e BETEN, 我 们 就 说 G' 连续 地 变形 为 G. 现在 我 们 来 证 明 以 下 定理 : 

定理 10 ”在 我 们 所 考虑 的 任 一 种 边界 条 件 下 ， 当 区 域 G 在 上 述 意义 下 连续 
变形 时 , 微分 方程 L[u] + pu = 0 的 第 n 个 本 征 值 也 连续 改变 . 

证 明 : 考虑 一 串 区 域 G', 对 它们 说 来 上 述 s BTS. 我 们 在 方程 (21) 中 解 出 
T, Y, 令 


o(z,y) = ¢'(2',y’), pley) = p'(2', y') FF, o(x(s), y(s)) = 7(s), 


1) 以 下 是 一 种 简单 的 反例 : $ Llp] = Ay,p = 1, #4 G 为 边 长 为 1 之 方形 . 在 G 外 我 们 再 作 一 
边 长 为 = 之 方形 Ge, 它 的 四 边 和 G 的 四 边 平行 , 位 置 则 在 离 G 之 一 边 为 e 处 . 然后 我 们 用 垂直 于 二 方形 ， 
KA e, 相隔 为 n 的 二 平行 线段 作成 一 狭 条 S, 用 3 将 Ge 和 G 连通 起 来 . 令 G' 为 由 二 方形 G 和 Ge 以 
BRE S 所 做 成 的 区 域 . 以 Bu/6n = 0 为 边界 条 件 C 的 第 一 个 本 征 值 为 零 , 联 属 本 征 函 数 为 ul = 常数 . 
现在 如 果 给 定 任 一 ©, 则 到 狭 条 S 之 宽度 n 充分 小 , 可 使 G' 的 第 二 个 本 征 值 也 为 任意 小 (< <). 因为 , 可 
考虑 一 在 G' 内 的 函数 p, CE Ge 内 等 于 一 1/e, 在 G 内 等 于 常数 c, 在 3 内 由 c 线性 地 变 为 一 1/e. 我 
们 这 样 选择 c 使 得 在 G' 内 y 的 积分 为 零 . 假如 < 充分 小 , W c 和 0 任意 接近 . 于 是 在 G' 内 的 积分 Dy] 
将 以 m/e3 为 其 数量 级 .我 们 如 取 n= c*, 则 该 积分 可 为 任意 小 , 而 在 GC A yp? 的 积分 则 和 1 任意 接近 . 
因此 ,由 本 征 值 及 本 征 函数 经 典 的 极 小 性 质 ，G' 的 第 二 个 本 征 值 必然 为 任意 小 ， 假 如 我 们 令 < AFR, 若 
n/e? 也 趋 于 零 则 C 的 第 二 个 本 征 值 自然 也 趋 于 零 . 可 是 G 的 第 二 个 本 征 值 为 正 ; 因此 虽然 C 的 边界 趋 
于 GR, G 的 第 二 个 本 征 值 不 是 GC’ 的 第 二 个 本 征 值 的 极限 . 
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并 将 组 成 Dle 的 两 个 积分 变换 为 区 域 G' 上 的 一 个 积分 以 及 沿 其 边界 Tv 的 一 个 
积分 . 

这 样 , 我 们 就 得 到 对 区 域 G' 的 一 个 变 分 本 征 值 问题 , 其 系数 和 原 系数 之 差 为 
任意 小 . 因此 , 用 类 似 于 得 出 定理 8 和 9 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 本 征 值 对 区 域 的 连 
续 依赖 性 . 我 们 给 出 详细 的 证 明 如 下 : 

由 (21) 积分 Diy] 变换 为 积分 

Jf e000 + g) + py hs) + (Cy + plt + hy)? 
+q'p?}M~dz'dy’,- (22) 
其 中 M 表示 函数 行列 式 


当 < 充分 小 时 它 可 任意 接近 于 1. 沿边 界 的 积分 则 变 为 
J pop?ds = i) ; p'le)? ds’, 
其 中 ds! 表示 G' 的 边界 T EMM TR. 
假如 我 们 一 般 地 定义 
D 罗 = ff 10+ v3) + av? }azdy, D'y = D'y + f pr(s)yas', 


则 (22) 中 的 被 积 函数 和 D'o] 中 的 被 积 函数 只 差 因 子 M 和 p/p (EMA 1 22 
为 任意 小 ) 以 及 外 加 的 一 些 项 , 在 这 些 项 中 出 现 的 92,072.01, py 和 yp? PRET 
一 个 趋 于 零 的 因子 e. 用 不 等 式 


/ i py da' dy < 1 (ee + py )da'dy’, 


Diy] = (1 + 6)D'[e'), 


其 中 6 表示 一 随 < 趋 近 于 零 的 量 . 这 样 一 个 符号 我 们 在 下 面 将 一 直 采 用 , 不 过 5 将 
不 永远 代表 同一 个 量 . 因为 ds/ds' 当 e 充分 小 时 和 1 可 任意 接近 , 我 们 有 


2 


我 们 得 到 关系 


3! 


人 pir(s)pa2.2 de' = (1+8) f pr(s)p?ds', 
I d. r” 


所 以 
Diy] = (1+6)D"[p]. 
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此 外 , 我 们 必须 变换 6.1 节 中 加 与 函数 o 的 附加 条 件 (3a) 和 (17). 我 们 可 得 


式 子 
/ Í. pp? dady = J i) p' Mp? da'dy’ = 1, 
G GI 


f. poridedy = |f p'M~'p'vide'dy’ =0 (¢=1,2,---,n—1). 
G Gr 


将 函数 w' Rv, 乘 以 适当 因子 ( 当 s 很 小 时 这 些 因 子 和 1 的 差 可 为 任意 小 ), 则 所 
得 函数 o" 和 ul! 满足 关系 
J po"? dz’ dy’ = 1, 
Gi 


// pp vi'de'dy’ =0 (i=1,2,.……,n—1). 
Gi 


于 是 我 们 首先 有 
Diy] = (1+ 6)D'[p"); 
其 次 知 函数 o" 满足 刻画 G' HA n 个 本 征 值 的 极 大 - 极 小 问题 中 的 条 件 ; 此 处 G 
上 的 uo! 占据 了 G 上 wi 的 地 位 . 函数 w 的 变化 范围 正好 就 是 G' 上 可 取 的 函数 集 
合 ; 因此 上 式 左 端的 极 大 - 极 小 值 和 右 端 的 差 只 在 于 一 个 随 < 一 0 而 趋 于 1 的 因子 ， 
这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 由 上 面 的 论证 又 可 得 定理 10 以 下 较 精 确 的 表述 : 
定理 10 的 系 ”假如 区 域 G 通过 变换 (21) 而 变形 为 区 域 G', 并 有 


Og 


Or 


其 中 < 为 任 一 小 正 数 , 则 必 存 在 一 只 依赖 于 < HM < BF EHK n, 使 得 对 任 一 也 
以 及 任 一 种 所 讨论 的 边界 条 件 , 区 域 G 和 G' 的 第 nn 个 本 征 值 un 和 以 满足 关系 


s aee Mes i 
E, Oy 》 Ox 》 Oy 3 


了 
He al <n, 


对 边界 条 件 u = 0 (其 中 不 出 现 法 向 微 商 ) 而 言 , 连续 依赖 性 的 定理 在 较 宽 的 
条 件 下 成 立 : 

定理 11 当 边 界 条 件 为 4 二 0 时 , 即使 不 再 要 求 在 区 域 连续 变形 时 法 线 作 连 
续 的 变化 , 微分 方程 Llu] + 和 pu = 0 的 第 n 个 本 征 值 也 是 区 域 G 的 连续 函数 . 

事实 上 , 我 们 总 可 以 把 充分 接近 的 任意 两 个 区 域 G 和 GC’ (邻近 的 边界 点 上 所 
引 的 法 线 不 必 有 邻近 的 方向 ) 包 在 两 个 区 域 B 和 B 的 边界 之 间 , 而 B 和 B 在 较 
强 的 意义 下 充分 接近 . 由 定理 3, 对 边界 条 件 u = 0 而 言 , 第 ”个 本 征 值 是 区 域 的 
单调 函数 , 因此 GAG 的 第 n 个 本 征 值 必 在 B 和 B 的 第 ”个 本 征 值 之 间 , 由 
定理 10 后 者 是 很 接近 的 . 这 就 证 明了 定理 11. 
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假如 我 们 不 令 = 一 0 RARER, 则 上 面 的 讨论 给 出 以 下 较 一 般 的 结果 : 

假如 两 个 区 域 G 和 G' 通过 上 述 类 型 的 点 对 应 变换 而 发 生 联 系 , 使 得 函数 行列 
式 的 绝对 值 一 致 有 界 ， 又 设 An 和 和 依次 表示 区 域 fe G 的 第 个 本 征 值 ， 则 
当 n 充分 大 时 , 商 数 Ma/X 处 于 不 依赖 于 n 的 正 界 限 之 间 . 


6.3 ”完备 性 和 展开 定理 


6.3.1 ”本 征 函 数 的 完备 性 


在 6.1 节 , 6.2 节 的 讨论 中 , 和 商 式 Di) 的 变 分 问题 相 联系 , 我 们 得 到 关 
系 式 
lim An = ©. 
为 要 得 出 这 结果 , 主要 的 一 点 是 9i) 为 正定 的 , 也 就 是 , Sly) 只 取 非 负 的 值 , MR 
当 ep 为 零 时 5 才 取 值 为 零 . 我 们 现在 要 利用 上 面 的 极限 式 来 证 明 形式 较为 精密 的 
完备 性 定理 0. 
KATAA 全 [p]/5[p] 的 本 征 函 数组 是 在 下 述 意义 下 完备 的 : 对 任 一 连续 函 
Kf 和 任 一 任意 小 的 正 数 c 我 们 可 以 找到 一 有 限 个 本 征 函 教 的 线性 组 合 
QU, 十 Quz 十 … 十 AnUn = Wn, 
使 得 
H[f — wn] < €. 
当 我 们 取 傅 里 叶 系 数 
ai = ci = H[f, ui] 
时 , 所 得 的 近似 最 好 , 也 就 是 说 , HS- wn] 的 值 最 小 . 这 些 傅 里 叶 系 数 满 足 关 系 


jif] = 3 c. (23) 
i=l 


2 


这 里 , 和 在 任意 正 交 函 数组 的 情形 一 样 , 由 6.1 节 的 关系 (8) 可 以 看 出 用 前 n 
个 本 征 函数 的 线性 组 合 在 与 下 来 平均 逼近 f 时 , 最 好 的 近似 可 由 oa; = c = Dl, ui] 
得 出 (这 些 系数 与 n 无 关 ), 也 就 是 说 这 时 候 5[f — wi) 达到 最 小 值 . 由 关系 式 


0<5 -em =si- De 


i=1 


立刻 可 得 无 穷 级 数 ye 的 收敛 性 , 或 者 说 得 更 准确 些 是 得 到 贝 塞 尔 不 等 式 


i=1 


1) 见 第 5 章 5.14.3 小 节 . 一 一 译 者 
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ye < Alf]. 


i=1 


为 了 不 但 证 明 这 个 不 等 式 , 而 且 要 证 明 关 系 (23), 我 们 先 假定 f 满足 变 分 问题 
的 可 取 条 件 . 于 是 函数 
pn 一 上 一 》 cu 
i=1 


满足 正 交 关系 
Hlpn, ui] =0 《一 12 mh)， (24) 
由 6.1 节 方 程 (7), 也 就 有 正 交 关系 
Don, ui] =O (i =1,2,---,n). (24’) 
由 (24) 以 及 Anti 的 极 小 性 质 , 我 们 有 
An+19 [Pn] < Dlpn] (25) 


另 一 方面 , Dion] 有 界 ; 因为 
Df] =D b au +29 È cu | + Dln], 
所 以 由 关系 (24') 我 们 有 
D[f] = aps ou + D[prl, 


[$ cx 等 于 ya 2, 由 于 只 有 有 限 多 个 本 征 值 可 以 是 负 的 , 所 以 当 n 增加 时 


它 恒 大 于 一 确 定 的 下 界 因此 Dion) ALF. 
由 关系 (25) 及 和 n+1 的 无 限 增 大 有 


$[f] — J è = Dln] +0, žin — ov, 
i=1 


这 就 证 明了 完备 性 关系 (23), 所 以 也 就 证 明了 本 征 函数 的 完备 性 . 
假如 连续 函数 f 不 满足 变 分 问题 的 可 取 条 件 , 我 们 可 以 用 f* 来 逼近 它 , f* 满 


足 可 取 条 件 并 有 5[f 一 f*] < s/4, 然后 我 们 用 函数 ft = 》 clu; 来 逼近 f* 使 有 
SIF- fi] < e/4. 于 是 由 于 = 
SS- f2] = Sif — f°] + SI- f2) + 281F — f°, f° — f°) 
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我 们 由 施 瓦 茨 不 等 式 可 得 5[f 一 Fh) < e, 又 由 pn 的 极 小 性 可 得 Hlor] < ©. 这 就 在 
被 逼近 的 函数 只 是 连续 的 假定 下 证 明了 本 征 函 数组 的 完备 性 定理 . 

变 分 问题 的 解 所 作成 的 函数 组 是 完备 的 , 这 就 说 明 这 些 解 就 是 相应 的 微分 方程 
问题 中 本 征 函 数 的 全 体 ( 见 第 5 章 中 所 常用 的 论证 , 例如 见 5.5.4 小 节 ). 

由 完备 性 关系 (23), 我 们 很 容易 推出 对 两 个 函数 和 9 而 言 更 一 般 的 完备 性 
关系 : 


Alf, g] = > ALF, us lg, w). (23a) 


稍 作 讨论 , 在 关系 (23) 之 外 还 可 以 得 到 补充 关系 
Df) = s Aic?, (23b) 
i=1 


此 处 设 Df] AR. 证 明 如 下 : 
我 们 假定 有 连续 函数 Lif) = 9 存在 , 而 5[g] AR. 于 是 用 格林 公式 , 我 们 可 
写 出 
D[f] = -S[f, 9). 


对 内 积 5[f,g] 应 用 完备 性 关系 (23a), 我 们 得 到 
Alf, g) = 5 Alf, uilA[g, uil, 
t=1 


由 格林 公式 、 公 式 (23a) 以 及 Llui] = -Aui 立刻 可 得 
Hlg, ui] = H[f, Lfui]] = —AH[f, ui]. 


由 于 H[f, ui] = ci, (23b) 得 证 . 

假如 工 [月 = 9 不 满足 上 述 假定 , 我 们 可 适当 地 作 f 的 逼近 来 得 出 这 结果 ; 用 的 
方法 和 在 证 明 (23) 时 所 用 的 类 似 . 
6.3.2 ”展开 定理 

在 一 个 自 变数 的 情形 , 不 难 由 我 们 的 结果 导出 任意 函数 用 本 征 函 数 展开 的 定 


H, 它 补充 了 完备 性 定理 . 在 推导 时 我 们 所 作 的 假定 可 以 比 第 5 章 中 亡 作 的 弱 得 多 . 
我 们 将 证 明 : 每 一 个 满足 变 分 本 征 值 问题 中 可 取 条 件 的 函数 f(z) eT A ASE R HK 


展 为 一 绝对 并 一 致 收 化 的 极 数 》、 crun. 


只 一 上 


因为 有 正 交规 一 组 Pun 的 完备 性 ,我 们 只 须 证 明 级 数 了 coun (其 中 = 


n=1 
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有 p funda) 一 致 收敛 ( 见 第 2 章 2.5 节 ). 证 时 我 们 仍 考虑 函数 pn = f 一 3 Cy Up. 


和 前 面 一 样 , 可 看 出 有 _ 
Dion] = Dİ- Doar. 


v=1 
当 n 充分 大 时 , 例如 n> N, 我 们 有 Anyi > 0, 因此 Dion] > 0. 于 是 级 数 》 PA, 
v=1 
收敛, 因为 当 v > N 时 它 的 项 是 非 负 的 . 由 施 瓦 蒋 不 等 式 有 


k 2 k 
(Ema) DODES Dan E 5). 
n=h 


n=h n=h n=h 


现在 由 第 5 章 5.11.3 小 节 我 们 知道 un(z)| < C, 其 中 C 为 一 不 依赖 于 n 的 常数 . 
因为 由 6.2.2 小 节 和 6.2.3 小 节 知 和 n/n? 有 正 的 上 下 界 , 又 》 1/n2 WR, 故 当 h 


n=1 


和 上 大 充分 大 时 > u? (x)/An 可 对 z 一 致 地 为 任意 小 , 因此 3 lentn(x)| 也 是 如 此 . 


n=h =h 


这 就 说 明了 上 面 的 级 数 绝对 并 一 致 收敛 ， 因而 完成 了 展开 定理 的 证 明 . 

即使 在 有 奇 点 出 现 的 情形 , 我 们 的 结果 还 是 成 立 的 , 例如 在 勒 让 德 和 贝 塞 尔 本 
征 函 数 的 情形 就 是 如 此 . 可 是 这 时 候 只 在 我 们 从 区 域 中 除去 奇 点 的 一 任意 小 的 邻 
域 后 , 展开 定理 的 证 明 方 始 成 立 , 因为 我 们 并 没有 证 明 规 一 化 本 征 函 数 在 这 邻 域 中 
的 有 界 性 . 
6.3.3 ”展开 定理 的 推广 

施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 函 数 的 渐 近 式 (第 5 章 5.11.5 小 节 ) 使 我 们 能 推广 刚才 证 
明 的 展开 定理 . 事实 上 , 我 们 可 以 证 明定 理 : 每 一 个 定义 在 基本 区 域 上 , 具有 平方 
可 积 ) 一 阶 微 商 并 且 分 段 连续 的 函数 可 以 展 为 一 本 征 函数 级 数 , 这 个 级 数 在 所 有 不 
包含 间断 点 的 子 区 域 上 绝对 并 一 致 收敛 ; 在 间断 点 上 (和 傅 里 叶 级 数 一 样 ) 它 表 示 
左右 极限 的 算术 平均 (需要 说 明 在 这 定理 中 不 要 求 所 展 的 函数 满足 边界 条 件 ). 

像 在 6.2.3 小 节 中 一 样 , 我 们 假定 微分 方程 可 写 为 (18) 的 形式 


z’—rz+rz=0, 
函数 z(t) 定义 在 区 间 O<t<l 上 . 然后 我 们 考虑 级 数 


G(t,7) = s 2 l 


n=1 


1) 我 们 说 微 商 平方 可 积 , 假如 在 基本 区 域 中 使 函数 为 连续 的 各 区 间 上 这 微 商 平方 的 积分 有 界 . 
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其 中 z 表示 上 述 微分 方程 在 边界 条 件 (例如 ) z = 0 之 下 的 第 n 个 本 征 函 数 . 
应 用 第 5 章 的 渐 近 公式 (70) 和 (71) 以 及 公式 (19), 就 有 


2 & au ba 
G7) ==), 一 一 一 一 一 + Do Halt T), 


n=1 
其 中 y,(t,7) = O(1/n?), 因此 G(t,r) 和 


SAE s T 
2 sinn—tcosn —T 


G"* (t, T) = = >> — 
. n=1 


ae D x (sin (t +7)+ sinn—(t )) 
7 —n l l í 


只 差 一 个 绝对 并 一 致 收敛 的 级 数 . 

我 们 在 第 2 章 2.5.1 小 节 中 看 到 , G* 的 级 数 有 下 述 性 质 : 对 固定 的 r(0 <7 <l) 
它 对 满足 条 件 |t 十 7| > ,lt 一 +| > el(e > 0) 的 闭 区 间 中 所 有 的 上 绝对 并 一 致 收敛 . 
因为 + > 0,t > 0, 这 就 说 明 该 区 间 不 能 包含 t=7 这 一 点 . MUERA t Ar 时 这 
个 级 数 表 示 一 连续 函数 , 可 是 在 上 = r 它 的 和 有 一 有 限 跳跃 , 而 且 在 这 一 点 上 (又 
是 由 第 2 章 2.5 节 ) 它 等 于 左右 极限 的 算术 平均 . 

设 给 出 满足 定理 中 条 件 的 任 一 函数 , 我 们 给 它 加 上 一 个 适当 的 和 


att, Ti) 


而 把 间断 点 除去 , (假如 必要 ) 我 们 取 这 和 满足 边界 条 件 . 现在 我 们 得 到 一 个 函数 , 它 
满足 本 节 第 2 小 节 中 已 证 明 的 一 般 展开 定理 的 条 件 ; 所 以 这 个 函数 可 展 为 一 绝对 
并 一 致 收敛 的 本 征 函 数 级 数 . 可 是 , 我 们 刚才 看 到 , 加 上 去 的 和 本 身 可 表 为 一 本 征 
函数 的 级 数 , 它 具 有 推广 的 展开 定理 中 所 叙述 的 性 质 ; 因此 我 们 就 对 微分 方程 (18) 
的 本 征 函数 组 证 明了 推广 的 展开 定理 . 假如 我 们 由 变数 z,t 变换 回 y,z, 则 所 讨论 
的 微分 方程 变换 回 一 般 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 , 我 们 立刻 得 到 有 关 原 微分 方程 的 
本 征 函数 yn(z) 的 展开 定理 一 一 因为 除了 常 因 子 外 , 这 些 本 征 函 数 可 由 本 征 函数 
zn 乘 同一 个 无 处 为 零 的 函数 得 出 . 


6.4 本 征 值 的 渐 近 分 布 


6.2.2 小 节 和 6.2.3 小 节 中 用 于 一 个 自 变数 的 方法 也 可 以 用 来 研究 在 多 个 自 变 
数 的 情形 第 ”个 本 征 值 的 渐 近 行为 . 我 们 得 到 的 是 一 个 对 物理 问题 有 意义 的 结果 : 
常 系数 微分 方程 的 本 征 值 的 渐 近 行为 不 依赖 于 区 域 的 形状 而 依赖 于 其 大 小 . 
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6.4.1 ”在 矩形 上 的 方程 


Au 十 Xu = 0. 当 区 域 为 以 a M b 为 边 长 的 矩形 时 , Au + Xu = 0 的 本 征 值 和 本 
征 函 数 都 可 以 写 出 来 ( 见 第 5 章 5.5.4 小 节 ). 事实 上 , 当 边 界 条 件 为 u= 0 时 , 它们 
可 由 下 列 式 子 一 一 在 差 一 个 规 一 化 因子 的 限度 内 一 一 给 出 : 


nz. mmy of. m? 
E LLL J gs LL ee ee 
sin— sin, T (5 +3 (i,m = 1,2,3,---), 


在 边界 条 件 为 Gu/6n = 0 时 则 为 


pr 


cos cos EY, n? (5 十 ma) (l,m = 0,1, 2,3,---). 

假如 在 第 一 种 情形 把 小 于 一 界限 和 的 本 征 值 的 个 数 表 为 AA), 在 第 二 种 情形 表 为 
B(A), 则 4(A) 和 BO) 等 于 不 等 式 

Eom oA 

a? bB 、T2 
的 整数 解 的 个 数 ; 在 这 里 当 边 界 条 件 为 u = 0 时 1 > 0,m > 0, 当 边 界 条 件 为 
Bu/Bn = 0, 则 1 > 0,m >0. 当 入 很 大 时 可 以 导出 所 要 求 的 数 4(A) 和 BCA) 的 简 
单 的 渐 近 表示 式 . 例如 , BA) 正好 就 等 于 在 第 一 象限 z > 0,y > 0 内 椭圆 


所 形成 的 扇形 中 具有 整数 坐标 的 格 点 个 数 . 当 入 充分 大 时 这 扇形 的 面积 和 它 所 包 
含 的 格 点 个 数 的 比 可 以 和 1 任意 接近 . 假如 把 在 每 一 格 点 右上 方 的 单位 正方 形 和 
它 相 联系 , 则 由 这 些 正 方形 所 作成 的 区 域 包 含 椭圆 扇形 ; 可 是 假如 我 们 略 去 椭圆 所 
通过 的 那些 方块 一 一 令 其 个 数 为 R(A) 一 一 则 所 剩 下 的 区 域 完全 包含 在 椭圆 扇形 
内 . 所 以 在 诸 面积 之 间 我 们 有 不 等 式 


B(A) — RA) < ‘2 < B(A). 


在 边界 上 相 邻 二 方形 中 所 包含 的 椭圆 弧 长 , 5 入 充分 大 时 , 至 少 等 于 1. 因此 R( 和 A) 一 
1 最 多 等 于 四 分 之 一 椭圆 绝 长 的 两 倍 , 而 后 者 之 增加 正比 于 VA. 因此 我 们 就 得 到 渐 
近 公 式 


. B(A) ab 
ee A A 
或 者 
a 
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更 精确 些 , 我 们 有 

. B(A) = 2y + 0cV2, 
其 中 ec 是 不 依赖 于 和 的 常数 , |9| < 1. 这 个 公式 对 所 考虑 的 两 种 边界 条 件 皆 成 立 ; 
也 就 是 说 , 它 对 AQ) 也 成 立 , 因为 在 椭圆 扇形 的 直线 段 边 界 上 格 点 的 个 数 渐 近 地 
等 于 (a +b) V(A)/r. 假如 按 本 征 值 的 大 小 把 它们 写成 一 序列 和 ,和 2,… , 我 们 只 要 


令 Aln) = 及 B(An) =n 就 可 渐 近 地 算出 第 ”个 本 征 值 的 大 小 . 我 们 有 


或 者 


6.4.2 ”在 有 限 多 个 方形 或 立方 体 所 作成 的 区 域 上 的 方程 Av + àu 一 0 


我 们 现在 在 区 域 G 上 来 考虑 方程 Av+ Xu = 0, G 可 以 分 为 有 限 多 个 边 长 为 a 
的 方形 Qi, 82,… , Qn, 例如 个 (或 者 在 三 维 的 情形 则 为 立方 体 ), 于 是 G 的 面积 
为 f = ha (或 体积 为 V = ha’). 

像 前 面 一 样 , 我 们 将 用 6 表示 在 -1 和 +1 之 间 的 一 个 数 , c MC 表示 正常 数 . 
当 不 会 产生 误解 时 , 我 们 将 用 同样 的 符号 0, c 和 C 来 表示 不 同 的 值 而 不 用 下 标 特 
别 加 以 区 分 . 

对 由 h 个 方形 组 成 的 区 域 G, > AA) 为 在 边界 条 件 u = 0 之 下 小 于 界限 
和 的 本 征 值 的 个 数 ， 而 令 BOA) 为 在 边界 条 件 Bu/an = 0 之 下 相应 的 数字 , 用 
Ag, (A); Ao, (和 ), … ,4o,(A) 表示 对 各 方形 子 区 域 及 边界 条 件 u = 0 而 言 小 于 入 
的 本 征 值 个 数 , Bo, (A), Be, (和 ), … , Bo, (A) 表示 边界 条 件 为 Bu/sn = 0 时 的 相应 
数字 , 由 本 节 第 1 小 节 我 们 有 


Ag, (A) = oy + OcaVx, Bg,(A) = oy 十 gcaVA (i=1,2,--- ,h). (26) 
将 定理 5 和 定理 2 及 定理 4 结合 ( 见 6.2 节 ), RIA * 
Ag, (A) +++» + AQ, (A) < A(N) < Ba, (A) + +++ + Ban (A): 
由 于 Ag, (A), Bo, (A) 这 些 数 具有 方程 (26) 所 给 的 形式 , 我 们 可 断定 有 
A(A) = La + Oca VÀ. 
换 句 话说 , 以 下 定理 成 立 : 


* A(A) 在 此 处 可 代表 在 任意 边界 条 件 下 小 于 和 的 本 征 值 个 数 .一 一 译 者 
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定理 12 ”在 所 考虑 的 各 边界 条 件 下 , 微分 方程 Au 十 Xu = 0 对 面积 为 f HF 
块 区 域 而 言 小 于 界限 A 的 本 征 值 的 个 数 A( 和 ) 渐 近 地 等 于 f 和 /47, 也 就 是 说 


二 
ae (27) 
说 得 更 精确 一 些 , 对 充分 大 的 和 而 方 , 关系 
4nA(A) _ Cc 
FA |< Vi (28) 


成 立 , 其 中 C 为 不 依赖 于 入 的 常数 . 
假如 pn 表示 相应 于 所 讨论 的 某 一 种 边界 条 件 的 第 ”个 本 征 值 , 上 述 定理 或 关 
系 (28) 就 相当 于 方程 


_ an 


pam et acyn, (29) 


其 中 仍旧 有 -1 < 9 <1, c 为 不 依赖 于 n 的 常数 .为 了 看 出 这 一 点 , 我 们 只 要 在 
(28) F 4(pn) =n. 

即使 边界 条 件 Bu/6n+ou = 0 中 的 函数 o 取 负 值 , 定理 12 还 是 对 的 . 这 仍旧 
可 利用 6.2.5 小 节 中 的 讨论 证 明 . 首先 注意 , 按 定理 5, 在 边界 条 件 Ou/dn+ cu =0 
下 的 第 n 个 本 征 值 pn 当然 不 会 大 于 相应 于 边界 条 件 wu = 0 的 第 n 个 本 征 值 入. 
因此 我 们 一 开始 就 可 以 假定 式 子 


Die] = Diy] + ji poyrds 


(其 极 大 - 极 小 值 显然 为 un) 对 变 分 问题 的 任 一 个 比较 函数 y 而 言 皆 不 超过 界限 An; 
这 样 , 极 大 - 极 小 问题 的 解 不 会 有 所 改变 . 
现在 由 6.2.5 小 节 我 们 有 


[res 
工 


其 中 cu cz 为 常数 ; 因此 我 们 有 
Dip) — cı V|D[yll — c2 < Diy] < Diol+cVIDI|+c>. 
由 Diy] < An 的 假定 可 得 
Diy] -GiVIDI|- c2 < Ans 
这 就 说 明 当 n 增 大 时 Diy] 不 可 能 增加 得 比 An 快 , 或 者 换 名 话说, 必须 有 关系 


< Cl1V |D[y]| + C2, 


D|] < c3An 
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成 立 , 其 中 cs 也 表示 常数 .由 于 关系 (29) 对 pn = An 成 立 , 在 对 o 所 作 的 假定 下 
我 们 有 
Dy] — can < Diy] < Diy] + can; 


当 函 数 v1,v2,… ,vn_1 给 定时 , 这 个 关系 对 式 子 Oly] 的 下 界 而 言 成 立 , 因此 对 这 
些 下 界 的 极 大 也 成 立 . Diy] 的 极 大 - 极 小 就 是 对 边界 条 件 Bu/sn = 0 而 言 的 第 n 
个 本 征 值 , 对 这 些 本 征 值 说 来 关系 (29) 已 证 明 . 所 以 对 Do) 的 下 界 的 极 大 立刻 可 
得 (29) R, 也 就 是 说 对 以 Bu/8mn + ou = 0 为 边界 条 件 的 第 n SAGE un 而 言 
(29) 式 成 立 ; 这 个 关系 就 相当 于 定理 12 的 论断 . 
假如 自 变 数 不 是 两 个 而 是 三 个 , 则 除去 小 于 界限 和 的 本 征 值 个 数 4e, 和 Bo OA 
界 条 件 依次 为 u = 0,0u/dn = 0) 的 表示 式 外 , 前 面 其 他 的 讨论 保持 不 变 . 事实 上 ， 
我 们 有 
A= aa/ +6ca?2, Bo,(A) = spain? +gca2A (26a) 
并 可 得 
定理 13 ”对 由 有 限 多 k 个 同样 立方 体 所 作成 的 体积 为 V 的 多 面体 而 言 , 我 
们 来 考虑 微分 方程 Au 十 Xu = 0. 在 所 讨论 的 各 种 边界 条 件 下 ,小 于 界限 入 的 本 征 
值 的 个 数 A( 和 A) 渐 近 地 等 于 VA3/2/67?, 也 就 是 说 
lim MAL ES 
和 一 oo VA3/2 672° 
说 得 更 精确 些 , 对 充分 大 的 入 我们 有 公式 
6r? A(X) 
V \3/2 
其 中 C 为 不 依赖 于 入 的 常数 0 
6.4.3 ”把 结果 推广 于 一 般 的 微分 方程 工 w] + Apu = 0 


下 一 步 我 们 要 把 定理 13 推广 于 一 般 的 自 伴 微分 方程 (1). 我 们 假定 , 逐次 二 等 
分 边 长 a, 已 把 区 域 G 重新 分 细 为 一 些 方块 或 立方 体 , 使 得 在 所 得 的 每 一 子 区 域 上 ， 
函数 p 及 p 的 最 大 值 和 最 小 值 的 差 恒 小 于 一 给 定 的 小 正 数 e 函数 9 根本 不 会 影 
响 本 征 值 的 渐 近 分 布 , 因为 式 子 Diy] 以 及 它 的 极 大 - 极 小 只 会 因为 有 4 而 改变 一 
个 有 界 的 量 , 一 个 小 于 lexr|/pom 的 量 , 此 处 qu 和 pm 具有 和 前 面 同样 的 意义 . 
此 , BATS q = 0 而 不 影响 本 征 值 的 渐 近 分 布 . 

我 们 现在 来 考虑 有 限 多 个 方形 组 成 的 一 个 区 域 G. 令 方形 的 个 数 为 h, 其 边 长 
为 a. 我 们 将 用 4'(A) 来 表示 对 区 域 G 而 言 微分 方程 Llu) + Apu = 0 的 小 于 界限 


1) 在 A(A) 的 渐 近 式 中 ， 一 般 不 可 能 得 到 更 精确 的 误差 估计 ， 因为 无 论 在 方形 或 立方 体 的 情形 ， 误差 
的 数量 级 都 已 达到 所 指出 的 程度 . 


(27a) 


一 1 <C— (28a) 
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和 的 本 征 值 个 数 ; 边界 条 件 可 以 是 上 面 考虑 的 任 一 种 , 不 过 在 用 Ou/On + ou = 0 时 
必须 作 限 制 性 的 假定 o > 0. 我 们 用 Q1, 82,… , Qh 表示 子 方形 区 域 , 联 属于 这 些 
方形 微分 方程 的 小 于 界限 和 的 本 征 值 个 数 则 表 为 Ag, (A), AQ, (和),…: , 45, AYO 
边界 条 件 u = 0) 以 及 BY, (A), BO, (和),… BO, (A) (对 边界 条 件 Bwu/8n = 0). HE 
H 2,4 及 5 可 得 到 


Ag, (A) + +++ + AQ, (A) < A(N) < Bg, (A) 十.… 十 By, (A). (30) 
定理 7 说 明 a 
AQ (A) > THAAD Boi) < i M Ba), 
PM 
其 中 我 们 依次 用 py 和 py 表示 在 方形 @; 上 相应 函数 的 极 大 , 而 且 pi, pm 表示 


它们 的 极 小 ; 对 微分 方程 As +Au=0 而 言 , 相应 本 征 值 的 个 数 仍 可 由 方程 (26) 给 
出 ( 兄 本 节 第 2 小 节 ), 并 表 为 4o,(A) 及 Bo, (A). 事实 上 , 在 微分 方程 (1) 中 用 pË 
A p, pR AR p 时 , 由 定理 7 可 以 看 出 每 一 个 本 征 值 缘 变 大 (或 者 至 少 不 变 小 ), A 
此 小 于 一 固定 和 的 本 征 值 个 数 减 小 (或 者 至 少 不 增 多 ); 另 一 方面 ， 这 时 候 微分 方程 
(1) 变 为 微分 方程 


(i) 
Pm _ 
Au + 0" = 0; 


其 本 征 值 为 方程 Au + Xu = 0 的 本 征 值 乘 以 因子 p/p, 故 得 上 述 第 一 个 不 等 式 . 
当 我 们 用 pË 代 p, pO 代 p 时 , 相应 的 论证 亦 成 立 . 
此 外 , 由 于 p 和 为 连续 函数 , BATA 


P My 2 > pt 7 
Ihe gore oe tiza A 
i= i= 


其 中 当 原 先 的 方形 分 割 充分 细 , 也 就 是 说 , 取 a 充分 小 时 , |6| 和 |6'| 二 数 可 为 任意 
小 和 在 本 节 第 2 小 节 中 一 样 , 我 们 应 用 (30) 可 得 出 


A(A) = à / ji aed +6” + dev), 


其 中 |6”| 也 为 任意 小 量 . 这 个 式 子 就 相当 于 下 述 关 于 本 征 值 的 渐 近 分 布 的 事实 : 
定理 14 对 微分 方程 Llu] 十 Apu = 0 及 方形 区 域 G MF, 在 我 们 所 考虑 的 任 
一 种 边界 条 件 下 , 小 于 给 定 界 限 入 的 本 征 值 的 个 数 4( 入 ) 渐 近 地 等 于 


入 P a dy): 
i Jf, Sere 


RGR, 有 关系 
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ta = ae LL pee (1) 
成 立 . 


像 在 本 节 第 2 小 节 中 一 样 , 我 们 可 以 看 出 原先 的 假定 c > 0 是 不 必要 的 . 

将 同样 的 讨论 用 于 三 维 空间 可 得 

定理 15 对 微分 方程 Llu] 十 和 pu = 0 及 立方 区 域 G 而 言 , 在 所 考虑 的 任 一 种 
边界 条 件 下 , 小 于 给 定 界 限 入 的 本 征 值 个 数 渐 近 地 等 于 


1 p 3/2 
_ )832 E š 
ga” JJ 人 (2) sake 


lim | a) - T 6n2 aiff € drdydz (32) 
成 立 . 


最 后 我 们 要 提 的 是 : 前 两 小 节 的 论证 也 可 以 用 于 由 有 限 多 个 短 形 或 正六 面体 
所 组 成 的 较 一 般 的 区 域 . 


6.4.4 ”对 任意 区 域 本 征 值 的 渐 近 分 布 


当 边 界 条 件 为 u = ON, 很 容易 对 任意 区 域 G 证 明 同样 的 渐 近 公式 ， 只 要 
G 可 以 由 内 并 由 外 用 仅 由 有 限 多 个 方形 组 成 而 且 面 积 相 差 为 任意 小 的 特殊 区 域 来 

可 是 , 我 们 的 目的 是 要 立刻 对 任意 区 域 G 及 所 考虑 的 各 种 边界 条 件 来 得 出 渐 
近 公 式 ; 为 此 目的 , 需要 作 较 深刻 的 分 析 . 

ee 曲率 的 平面 区 域 G 并 只 限于 讨论 微分 方程 Au 
十 Au 一 

AES 下 在 边界 条 件 9u/6n = 0 之 下 联 属于 这 微分 方程 的 本 征 值 : 
对 几 种 简单 的 区 域 来 研究 在 一 给 定 界 限 之 下 本 征 值 的 个 数 . 

设 G 为 以 a 为 边 长 的 等 腰 直角 三 角形 . 这 三 角形 的 任 一 个 本 征 函 数 都 是 在 
同样 的 边界 条 件 u/n = 0 之 下 一 方形 的 本 征 函 数 , 这 个 方形 系 由 三 角形 对 斜 边 
作 反 射 而 得 出 . 因为 显而易见 , 每 一 个 本 征 函 数 都 可 以 延 拓 到 反射 出 的 三 角形 中 去 ， 
只 要 在 每 一 个 反射 点 上 令 函 数值 等 于 它 在 原来 点 上 的 值 ; 这 样 作出 的 函数 在 整个 方 
形 的 边界 .上 满足 边界 条 件 du/dn = 0. 所 以 三 角形 的 第 n 个 本 征 值 也 是 方形 的 本 
征 值 ; 因此 方形 的 第 n 个 本 征 值 必然 不 大 于 三 角形 的 第 n 个 本 征 值 . 换 句 话说 , 在 
边界 条 件 9u/6n = 0 F, 对 三 角形 而 言 , 小 于 一 定 界限 本 征 值 的 个 数 最 多 等 于 对 方 
形 而 言 的 相应 数字 , 也 就 是 说 , 最 多 等 于 公式 (26) 所 给 出 的 数字 . 


换 句 话说 , 有 关系 
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其 次 , 设 G 为 边 长 为 a 和 的 任意 三 角形 , 其 中 我 们 假定 b< a. Rater 
SHE, b 边 在 y 轴 上 . 由 变换 上 = z,7 = ay/b 我 们 可 将 三 角形 G 变 为 等 腰 直 角 三 角 
形 G', 其 边 长 等 于 a. RF Diy) 于 是 变 为 


va- JEEE] 


附加 条 件 Hio) = 1 变 为 
If go dédn = 1, 
G a 


6.1.4 小 节 中 的 额外 附加 条 件 Aly, vi] = 0 则 在 此 变换 下 保持 其 原 有 形式 . 因此 , 假 
如 我 们 省 去 出 现在 两 积分 中 无 关 紧要 的 常数 因子 b/a, 我 们 可 以 把 三 角形 的 第 nn 个 
本 征 值 kn 用 积 过 C 的 积分 


MORAI 


的 极 大 - 极 小 来 刻画 , 极 大 - 极 小 的 意义 如 前 . 由 于 a/b > 1, 关系 


MA + & Bi) A + GS) xm 


成 立 , 所 以 左 端的 极 大 - 极 小 至 少 和 右 端 的 一 样 大 , 也 就 是 说 , 它 至 少 和 等 腰 三 角形 
G 的 第 n 个 本 征 值 一 样 大 , 因此 它 更 加 大 于 以 a 为 边 长 的 方形 的 第 n 个 本 征 值 . 
所 以 , 在 边界 条 件 9u/6n = 0 F, 对 边 长 不 大 于 a 的 直角 三 角形 而 言 , 小 于 一 给 定 
界限 的 本 征 值 的 个 数 必然 不 大 于 对 以 a 为 边 长 的 方形 而 言 相 应 的 本 征 值 个 数 ; 因 
此 它 不 大 于 对 任 一 更 大 的 方形 而 言 相应 的 本 征 值 个 数 . 

同样 , 对 任意 的 矩形 而 言 , 小 于 一 定 界 限 本 征 值 的 个 数 决 不 会 大 于 对 一 方形 而 
言 的 相应 数字 , 假设 方形 的 边 长 至 少 等 于 纸 形 的 大 边 之 长 ， 

这 些 结果 和 定理 4 结合 , 说 明 当 所 讨论 的 区 域 系 由 有 限 多 个 矩形 及 直角 三 角 
形 组 成 时 , 我 们 有 可 能 对 小 于 一 给 定 界限 的 本 征 值 的 个 数 得 到 一 个 上 界 . 

现在 来 考虑 当 我 们 用 方形 逼近 区 域 G 时 , 剩 
下 的 边界 条 如 何 影 响 本 征 值 的 分 布 . 我 们 首先 来 
定义 边界 条 : 设 方形 的 分 割 如 此 细 , 使 得 在 包含 
于 任 一 方形 内 的 G 的 边界 线段 上 , 法 线 方向 的 
变化 小 于 一 给 定 的 角度 n, 7 的 大 小 将 在 后 面 来 
定 (重复 将 方形 的 边 二 等 分 可 以 办 到 这 一 点 ). 然 
图 4 后 如 图 4 所 示 , 我 们 可 以 按 以 下 方式 用 边界 工作 

出 > 个 邻近 的 基本 区 域 E, E2,---,E,: 任何 一 
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个 基本 区 域 E; 或 者 由 分 割 中 二 垂直 的 线段 AB, 4C( 其 长 度 在 a 及 3a 之 间 ) 及 边 
界线 段 BC HR ( 见 图 5), 或 者 由 分 割 线段 AB, 二 垂直 于 AB 的 线段 AC, BD( 其 
KEE a 和 3a 之 间 ) 以 及 边界 线段 CD 所 围 成 (ILA 6). 我 们 然后 造 由 > 个 这 样 
的 区 域 所 组 成 的 边界 条 S, 使 得 在 G 中 除去 这 一 边界 条 后 所 剩 下 的 是 一 个 包含 h 
个 方形 Q1, Q2,… , Qh 的 方块 区 域 0. 显然 7 这 个 数 小 于 常数 C/a, 其 中 C 不 依 
MF a 而 主要 依赖 于 边界 的 长 . 


图 5 图 6 


为 要 在 边界 条 件 Ju/On=0 之 下 , 对 区 域 E; 而 言 , 得 到 微分 方程 Av 二 Xu =0 
小 于 一 定 界限 入 的 本 征 值 个 数 Be (A) 的 上 界 , 我 们 仍 须 求 出 第 ”个 本 征 值 的 下 
界 . 为 此 目的 , 我 们 在 E: 的 曲线 边界 段 上 取 任 一 点 并 画 出 过 这 一 点 的 切线 . 这 条 切 
RA E; 的 直线 边界 段 合 在 一 起 形成 一 45'C' 型 的 区 域 (图 5), 假如 7 充分 小 , 这 
是 一 个 边 长 小 于 4a 的 直角 三 角形 ; 或 者 形成 一 4BC'D' ( 见 图 6) 型 的 梯形 , Hid 
AC’, BD! 之 长 也 小 于 4a; 到 底 是 那 一 种 要 看 有 所 属 的 类 型 而 定 . 我 们 将 用 ElK 
表示 区 域 ABC’ 和 4BC'D'. 用 形 如 (21) 的 变换 , 我 们 总 可 以 使 区 域 E; 变形 为 区 
域 B/, 正如 6.2 节 中 所 讨论 的 那样 . 在 区 域 为 第 一 类 型 的 情形 , > 4 为 p,9 极 坐 标 
系 的 极点 , 并 令 p = f0) 为 由 线段 BC 的 方程 , p = g(9) 为 线段 BIC’ 的 方程 . 于 
是 方程 

g(8) 

f(0) 
表示 一 个 变换 , 它 把 曲线 三 角形 E 变 为 直角 三 角形 EL 对 第 二 类 型 的 区 域 ABCD 
而 言 , 令 AB 在 c 轴 的 方向 , y= g(x) 为 线段 OCD 的 方程 , 并 令 y = f(z) 为 曲线 
段 CD 的 方程 . 我 们 于 是 考虑 变换 


g=z, y =y 


0 =9, p=p 


glz) 
F(x)’ 


1) 我 们 让 读者 来 造 这 个 区 域 : 把 边界 曲线 分 为 有 限 多 段 弧 , 它们 各 属于 三 个 类 型 . 在 第 一 类 弧 上 的 切 
RA z 轴 作 成 的 角 最 多 等 于 30°, 第 二 类 弧 上 的 和 y 轴 做 成 的 角 最 多 等 于 30°; 在 第 三 类 弧 上 的 切线 和 这 
两 条 轴 所 作成 的 角 皆 不 小 于 20°. 第 一 类 和 第 二 类 弧 的 端点 依次 具有 有 理 的 横 标 和 纵 标 . 将 方形 分 割 (上 述 
有 理 端点 丝 在 其 边 上 ) 得 充分 细 , 就 可 以 作出 上 文中 的 边界 条 . 
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如 果 我 们 假定 基本 区 间 a 充分 小 , 则 曲线 段 CB 和 CD 上 切线 的 总 转动 充分 小 ， 
于 是 这 里 所 考虑 的 变换 显然 具有 (21) 的 形式 , 而 且 在 (21) 中 用 < 表示 的 量 为 任 
意 小 . 由 定理 10 的 系 可 得 : 相应 于 区 域 E; 和 E 的 第 n 个 本 征 值 只 差 一 个 因子 ， 
这 个 因子 和 1 相差 一 个 很 小 的 量 , 而 且 对 n 而 言 所 差 是 一 致 的 .因此 在 边界 条 件 
Gu/Bn = 0 下 小 于 一 界限 A MAGES Be, (A) 和 Be, (A) 之 差 也 一 致 地 小 . 
区 域 EY 或 者 是 边 长 小 于 4a 的 直角 三 角形 , 或 者 是 这 样 一 个 三 角形 和 边 长 小 
于 3a 的 矩形 的 组 合 ; 由 此 可 知 , 当 取 a 充分 小 时 , 对 入 > Ao 而 言 Be,(A) 满足 不 
等 式 
Bg,(A) < cla2A + cza VÀ, (33) 


其 中 c, cz 为 适当 选取 的 常数 . 

现在 我 们 可 以 道 出 对 区 域 G 本 征 值 的 渐 近 分 布 的 规律 . 对 我 们 所 考虑 的 任 一 
边界 条 件 而 言 , 仍旧 令 AA) 表示 微分 方程 Av + Xu = 0 的 小 于 界限 和 的 本 征 值 个 
数 , 如 果 必 要 , 我 们 仍 假定 c > 0. 设 我 们 已 将 平面 分 割 为 边 长 为 a 的 方形 , 由 此 将 
区 域 G 分 为 h 个 方形 Q1, 82,… Qn 和 个 边界 区 域 E, Eo,---, Ep. 对 方形 Qi 
而 言 , 小 于 和 的 本 征 值 个 数 仍 记 作 4;(A)( 相 应 于 边界 条 件 = 0) 及 BA) (相应 于 
边界 条 件 Bu/an = 0). 对 区 域 E; 而 言 的 相应 数字 则 依次 记 作 Ap, (A) 和 Br, AR 
们 将 只 用 到 By, (A) 这 个 数 ). 

由 方程 (26) 我 们 有 


2 2 
Ailà) = A +abici VA, Bil) = ŽA + abzc2 VÀ 
4T 47 
并 且 , 由 (33) 
Bz, (A) = ga(csXa2 + aca VÀ), 


其 中 0, 02, 03 表示 -1 和 十 1 之 间 的 一 些 数 , 而 ci, c2, ca, ca 为 不 依赖 于 a,i 和 入 
的 常数 . 
由 定理 5, 2 及 4, 我 们 有 
Ai(N + A2(A) +--+» + An(A) < A(A) 
< By(A) +---+ Ba(A) + Be, (A) +--+ + Be, (A); 


此 外 , 我 们 有 
ha? ha? Ocha 
Ailà) 十 … 十 4hn(A) = 了 和 +bicihav 和 = 入 (= + 7 jr 
B,(A) +++: + Bn(A) + Be, (A) +--+: + Be, (A) 
2 
= m + bzczha VÀ + 03ra? Acz + sracaV A 
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=À (= + Bacara?) 十 (habzcz + raðaca) 区 | 
现在 ar < cs; 所 以 当 a 充分 小 时 , ar 为 任意 小 而 我 们 有 
|ha? — f| < ô, 


其 中 6 可 任意 小 . 从 这 些 不 等 式 立 刻 可 得 渐 近 关系 
jin = 

这 是 因为 a 这 个 量 可 任意 选 , 我 们 先 选 好 一 固定 的 充分 小 的 a, 然后 使 和 充分 大 时 
在 上 面 的 不 等 式 中 入 后 的 因子 任意 接近 于 数值 f/4r. 

即使 没有 假定 o > 0, 利用 本 节 第 2 小 节 中 在 讨论 类 似 问 题 时 用 过 的 论证 , 我 
们 可 以 得 到 同样 的 渐 近 公式 . 总 起 来 说 , 我 们 有 

定理 16 ”在 我 们 所 考虑 的 任 一 种 边界 条 件 下 , HERG 而 言 微分 方程 Au 十 
du = 0 的 小 于 一 界限 和 的 本 征 值 个 数 4(A) 渐 近 地 等 于 和 f /47; 换 句 话说 ， 
lim mAN =1 


入 一 co 


， (34) 


其 中 f 表示 区 域 的 面积 . 

在 证 明 中 , 我 们 先 假定 G 的 边界 下 没有 棱角 . 可 是 假如 让 它 有 有 限 多 个 棱角 ， 
无 论 结果 或 论证 基本 上 都 保持 不 变 . 

假如 我 们 不 处 理 微分 方程 Au + Xu = 0 而 处 理 较 一 般 的 方程 工 w] + Apu = 0, 
前 面 的 论证 仍旧 成 立 . 和 在 本 节 第 3 小 节 中 一 样 , 我 们 有 

定理 17 ”在 所 考虑 的 任 一 边界 条 件 下 , 对 G 而 言 徽 分 方程 卫 U 十 Xou =0 的 


小 于 一 定 界限 和 的 本 征 值 个 数 AQ) 渐 近 地 等 于 Š | i Pdzdy; AAE, 


. A(à)_ 1 p 
Pas 入 Ar JI. z edy: 


上 面 的 讨论 是 对 平面 区 域 所 作 的 , 类 似 的 讨论 可 以 使 我 们 对 空间 的 本 征 值 问题 
得 到 以 下 结果 : 
定理 18 ”在 所 考虑 的 任 一 种 边界 条 件 下 , 对 体积 为 V 的 空间 区 域 而 言 , 微分 
方程 Au 十 Xu = 0 的 小 于 一 确定 入 的 本 征 值 个 数 A(A) 渐 近 地 等 于 和 3/2V/6m?; 换 
名 话说 ， 
》 一 oo A3/2V Gr? 


定理 19 “对 较 一 般 的 微分 方程 了 工 亿 十 Xov = 0 而 言 , 相应 的 本 征 值 个 数 渐 近 


(35) 
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4 [fe (Z 六 dedydz; 换 句 话说 ， 
Ji So = Gx? = | Í 人 (2 ) dey (36) 


在 这 里 我 们 假定 G 的 边界 系 由 有 限 多 块 具有 连续 曲率 的 曲面 无 素 所 组 成 , 这 
些 曲 面 元 素 互 不 相 重 , 可 是 可 以 形成 一 些 棱 边 或 顶点 . 


6.4.5 ”对 微分 方程 Au 十 Xu = 0 而 言 本 征 值 的 渐 近 分 布 规律 较 精 确 的 形式 


对 以 渐 近 值 代替 式 子 AA) 时 所 引起 的 误差 作 估 计 , 我 们 可 以 更 准确 地 表述 本 
征 值 的 渐 近 分 布 律 ; 我 们 只 限于 讨论 微分 方程 Aw + Xu = 0. 

我 们 只 要 用 由 方形 或 立方 体 组 成 的 基本 区 域 来 逼近 区 域 G, 使 得 这 些 方形 或 立 
方 体 的 数目 既 不 过 少 也 不 过 多 . 首先 , 令 G 为 平面 上 的 区 域 . 我 们 造 一 串 逼 近 它 的 
方形 区 域 如 下 : 我 们 先 将 平面 分 割 为 一 些 方块 , 每 一 个 边 长 为 1, 并 假定 这 些 方块 
中 的 ho 个 Q2,Q9,---,Q2, 完全 在 G ZA. 现在 把 平面 上 的 每 一 方块 再 分 为 边 长 
为 1/2 的 四 个 同形 的 方块 , 设 其 中 的 hah 个 LL ,Q}, 在 G 之 内 可 是 不 在 任 
一 个 方块 Q) 之 内 . 这 样 继续 作 下 去 , E t 步 之 后 我 们 得 hi 个 方块 84,Q5,… , Q$， 
每 一 个 的 边 长 为 1/25 它们 都 在 G 之 内 可 是 不 在 前 面 的 任何 一 个 方块 内 . 我 们 这 
样 做 下 去 , 使 得 在 第 t 次 近似 后 所 剩 下 的 边界 条 件 为 由 7 个 前 一 小 节 所 定义 的 子 
区 域 Ei, E2,- , E 所 组 成 ; 在 这 里 a 这 个 数 等 于 1/2. 

由 于 我 们 对 边界 所 作 的 假定 , hi 和 r 这 些 数 满足 关系 

hi < 2ic， 7 < 2tc， (37) 
其 中 e 为 不 依赖 于 i 和 + 的 常数 , 它 基 本 上 决定 于 边界 的 长 0. 

我 们 仍旧 用 ALCA) 和 Arn (A) 来 表示 对 区 域 QE AE, WA, 在 边界 条 件 
u=0 下 小 于 界限 和 的 本 征 值 个 数 , 而 用 BLO) 和 Be, (A) 来 表示 在 边界 条 件 
Bu/Bu = 0 下 的 相应 数字 . 假如 边界 条 件 Ou/On+ou=0 中 的 函数 o 为 非 负 的 , 由 
定理 2, 4 和 5 RNA 

4(A) <(B9 + BS +---+ B} ) +--+ (Bi +B} +--+ Bt) 
+ (Bp, + Br, +--:+Be,), (38) 
A(A) >(AQ + AQ +--+ + AR.) +--+ + (Aj + Ab +--+ + Aj): 
由 (26) 和 (33), 第 一 个 不 等 式 的 右 端 等 于 


hy 4 fa he rec 
i (t+ 5 + oa + + oo + one 入 


1) 这 些 不 等 式 说 明 : 逼近 中 方形 区 域 的 周 长 以 及 所 剩 边 界 条 的 周 长 皆 不 比 G 的 周 长 有 更 高 的 数量 级 . 
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hi h h 

+o (hot Be te, Ha 

à h h 
hi t +55 +a 


FFA (37) 式 成 立 , 右 端 这 个 式 子 为 
al T | A + O4ca(t + 2)Vx 


Q2t 一 


而 我 们 得 到 当 t 充分 大 时 成 立 的 不 等 式 
(B? +---+ BR) + + (Be, +--+ + Bz,) 
< +A), (39) 


其 中 C 如 常 表示 一 不 依赖 于 入 和 上 + 的 常数 . 
t 依然 还 是 可 以 听 和 赁 我 们 处 置 的 , 我 们 这 样 选 它 , 使 得 在 括号 中 的 两 项 尽 可 能 
地 接近 , 也 就 是 说 令 t = 最 大 的 整数 <logXMlog4. 于 是 当 入 充分 大 时 , 由 (38) 和 
(39) 我 们 就 有 
A(A) <3 去 A+CVX 入 log 入 . (40) 


对 式 子 AO) 的 下 界 ， 我 们 可 得 形式 完全 同样 的 不 Rest, 而 C 是 负 的 . 

直到 现在 , 我 们 假定 如 果 在 边界 条 件 中 出 现 函 数 o, 它 永远 不 会 是 负 的 . 可 是 ， 
本 节 第 2 小 节 的 论证 说 明 由 于 6.2.5 小 节 的 不 等 式 (20), 即使 不 加 这 个 限制 ,上述 
界限 的 形式 如 旧 . 因此 , 我 们 一 般 就 得 到 较 精 确 的 渐 近 规律 

定理 20 ”在 上 面 所 考虑 的 任何 一 种 边界 条 件 下 ， 当 入 一 co 时 , ZH AA) 一 
frA/4n 的 数量 级 不 大 于 VAlog 入 . 

对 三 维 的 情形 作 同 样 的 讨论 , 就 有 

定理 21 对 区 域 体 积 为 V 的 空间 问题 而 言 , 在 上 面 所 考虑 的 任 一 种 边界 条 
件 下 , 差 数 A(A) 一 VA3/2/6n? 当 入 一 oo 时 的 数量 级 不 大 于 入 log 入 . 


6.5 eRe PA AY AS TEE I] fel 


在 第 5 章 5.12 节 中 我 们 考虑 了 无 限 基 本 区 域 上 的 薛 定 请 本 征 值 问题 ,并 研究 
了 联 属于 它 的 谱 的 性 质 . 现在 我 们 要 从 变 分 的 观点 来 处 理 这 个 问题 ; 虽然 结果 并 不 
完全 , 这 种 处 理 的 方法 却 是 值 是 注意 的 . 不 仅 在 薛 定 谓 的 问题 中 , 而 且 也 在 对 无 限 
区 域 的 其 他 本 征 值 问题 中 (不 能 用 分 离 变数 解 的 问题 )， 我 们 将 发 现 其 谱 包 含 离散 
的 负 本 征 值 的 一 个 可 数 无 限 增 序列 ( 它 也 包含 一 “连续 部 分 ”). 
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设 本 征 值 方程 为 
Au+Vu+Au=0, (41) 
附加 条 件 为 函数 ulr, y, z) 在 无 穷 保持 有 限 . 我 们 假定 函数 V(z,y z)—— 势能 符 
号 一 一 在 整个 空间 为 正 并 按 以 下 不 等 式 在 无 穷 变 为 零 (对 充分 大 的 r 成 立 ): 


4 B 
a SVS 


其 中 4 和 B 为 正常 数 ,7 的 指数 满足 关系 


0<B<a<2. 


此 外 , 我 们 允许 V 在 原点 变 为 无 穷 ), 其 数量 级 不 大 于 C/r", 其 中 0 < r+ < 2;r 表 
示 由 原点 到 点 (z,y z) 的 距离 . 
假如 / .…dg 表示 在 整个 z,y,z 空间 上 的 积分 , 则 导致 本 征 值 和 及 本 征 函 数 


un 的 变 分 问题 可 用 通常 的 符号 写 出 如 下 : 


Jig) = / (2 + 2 + g? 一 Vp?)dg = 极 大 - 极 小 ， (43) 


(42) 


附加 条 件 为 
/ pdg = 1, (44) 
J vwas =0 (v = 1,2,---,n—-1). 
在 这 里 假定 ply) 以 及 其 一 级 微 商 连续 并 在 整个 空间 平方 可 积 . 我 们 还 假定 
/ Vyp?dg 存在 ; 和 从 前 一 样 , v1,v2.… ,wm_1 表示 分 段 连续 的 函数 . 


我 们 首先 证 明 这 个 变 分 问题 具有 意义 , 或 者 换 句 话说 , 在 所 给 条 件 下 , 积分 Jl} 
有 下 界 . 证 明 时 只 须 注意 关系 


V<Ste 
到 处 成 立 ; 其 中 选 正常 数 b 充分 大 , 我 们 可 取 正 常数 a 为 任意 小 . 由 此 可 得 
/ Vy"dg <a “dg +b J 22dg. (45) 
现在 我 们 要 应 用 到 积分 不 等 式 
J odg <4 / (v2 + p2 + v2)dg, (46) 


1) 4 V 按 这 种 方式 在 有 限 多 个 点 上 不 正规 ， 以 下 的 讨论 仍旧 可 用 . 
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因此 先 来 证 明 这 个 不 等 式 . FER y = pyr 可 得 
pz + py +p 一 “(v2 + vy + vz) 一 avr + pv, 


ae 1 1 1 
fie +p, + p2)dg > 一 f zaV )rdg +7 J "dg. 


右边 的 第 一 项 可 以 明晰 积 出 ; 因为 按 假定 | pdg 存在 . 积 出 后 的 值 为 零 0 这样 
我 们 就 得 到 所 要 证 的 不 等 式 . 
利用 这 个 不 等 式 , 我 们 可 由 (45) 得 到 


Ile] > (1- 4a) (v2 + v2 + w2)dg — b, 


假如 我 们 取 a < z (可 以 这 样 做 ), 我 们 就 有 
Jip] 2 —b, 


这 就 证 明了 Jip] 有 下 界 , 也 就 是 (41) 的 本 征 值 有 下 界 . 

为 了 要 得 出 本 征 值 的 上 界 , 我 们 加 强 变 分 问题 中 的 可 取 条 件 , 再 要 求 p 在 一 以 
原点 为 心 R 为 半径 的 球 Kr 外 恒 等 于 零 ， 按 照 一 般 的 原理 , 这 样 得 出 的 对 球 KR 
的 问题 中 的 第 n ARIE v (R) 满足 不 等 式 vn(R) > An. 另 一 方面 , vn(R) 又 很 容 
易 用 微分 方程 Au + pu = 0 在 零 边界 条 件 下 对 球 Kr 的 本 征 值 jn(R) 来 估计 . 事 
XE, 由 假设 (42) 我 们 在 Kr LE V > 4h/R*(R HAA), 而 


A 
/ (p2+p2+p2 -vod< 上 (2+ 03+ edo- = S yg? dg. 
Kr Kr Kr 


因此 立刻 可 得 
vn(R) < pn(R) 一 Ra- 
可 是 jn(R) = jn (1)/R2, 其 中 jn(1) 为 对 单位 球 的 本 征 值 , 我 们 就 得 到 


Hn(1l) A 


R? Re 
由 于 a < 2, 给 定 n 取 RR 充分 大 时 上 式 右 端 为 负 . 
这 样 , 就 证 明了 我 们 的 变 分 问题 给 出 一 串 单调 非 减 的 负 本 征 值 , 


An S 


1) 事实 上 , 必 存 在 一 申 值 Ri, Ro,---,Rn,--- 使 得 积分 x /eu 一 积 过 以 Rn 为 半径 的 球面 
一 一 4 Rn 趋 于 无 穷 时 为 零 . 我 们 先 在 这 些 球 上 积分 , 然后 取 极 限 让 球 趋 于 无 穷 . 
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为 了 证 明 当 ”增加 时 , 这 些 本 征 值 趋 于 零 , 我 们 可 以 利用 相应 于 V = c/r 的 特 
殊 的 薛 定 刘 问 题 的 本 征 值 k。 来 估计 它们 , 这 个 方程 的 本 征 值 已 明晰 解 出 , 按 第 5 
章 5.12.4 小 节 我 们 知道 k, BFS. 我 们 只 须 指 出 有 不 等 式 V < a/r? + br +k W 
立 , 其 中 取 6 充分 大 时 正常 数 a Ak 可 取 为 任意 小 . 这 样 , 利用 关系 (46), 我 们 显 
然 有 
An > (1 — 4a)kn — k, 


RBS c=b/(1—40). 由 此 可 得 , 4 n 增 大 时 本 征 值 A， 总 会 超过 —2k 这 个 值 ; 
为 k 可 以 取得 任意 小 , 所 以 An KAFE. 

有 正本 征 值 的 连续 谱 出 现 是 可 以 想象 的 , 要 看 出 这 一 点 , 我 们 只 要 把 无 限 区 域 
的 本 征 值 问题 看 作 有 限 区 域 上 本 征 值 问 题 的 极限 情形 , 例如 可 考虑 球 KR 而 令 R 
增 大 . EXE, 当 RIAN, Ka 的 第 n AEE (R) 单调 下 降 , 可 以 证 明 它 趋 
近 于 无 限 区 域 的 第 n SATE An. 每 一 个 正 数 则 都 是 本 征 值 v,(R) 的 极限 点 ; 
为 在 有 限 区 域 的 情形 , 存在 任意 大 的 本 征 值 v,(R), 假如 我 们 令 n 按 一 适当 的 方式 
随 R 增 大 , 我 们 可 以 使 v,(R) 逼近 任 一 正 数 . 

我 们 还 可 以 用 另 一 方法 来 证 明 本 征 值 以 零 为 极限 点 , 这 个 方法 和 用 来 证 明 有 限 
区 域 的 本 征 值 趋 于 无 穷 的 方法 类 似 . 这 里 不 需要 预先 知道 特殊 问题 的 明晰 解 . 

假如 本 征 值 具有 一 确定 负 上 界 , 我 们 可 以 造 一 串 函 数 pl pa …… Hu, WE 


们 说 来 有 (a) 积分 Dle] = f (2 十 2 十 pz)dg 及 H(p) = p’dg 保持 小 于 一 确定 
ER; (b) 积分 Fly] = J Vy?qg 恒 大 于 一 确定 的 正 下 界 ; (c) 正 交 关系 Flov, pu) = 
0(v + u) 成 立 . 利用 下 面 证 明 的 一 条 引 理 , 由 性 质 (a) 可 以 看 出 我 们 能 从 函数 wv 
中 选 出 一 子 序列 ev, 它 具 有 性 质 Flpu。 一 pv] > 0( 当 n,m 一 oo)， 可 是 由 于 
下 pw, pv] = 0, 这 就 说 明 可 推出 关系 Flp] + Flyv,,] 一 0, 这 和 性 质 (e) 矛盾 . 

函数 序列 p, 可 如 下 作出 : 我 们 从 上 述 变 分 问题 (43) 开始 , 它 给 出 了 第 一 个 本 
TEA Xi. 我 们 可 以 求 一 个 函数 yi, 使 得 

Jip] = Divi] — Fly] < A+e (€ > 0) 


和 
五 [oj =1 
这 两 个 关系 成 立 . 现在 回 到 变 分 问题 (43), (44), 它 给 出 第 二 个 本 征 值 X; 假如 取 附 
加 条 件 为 
J Vpp1dg = Fly, pı] = 0, 
我 们 所 得 到 的 极 小 值 必然 不 大 于 Xz( 由 极 大 - 极 小 的 性 质 ). 因此 就 可 以 找到 一 个 函 
数 yo, 使 得 
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Dlp2] — F [v2] < Aa +E, 


而 同时 有 
Hlp2]=1, 下 [pl,pa] = 0. 


这 样 继续 下 去 , 我 们 得 到 一 串 函数 pl pa … , po,… ,对 这 些 函 数 说 来 有 


D[pu] — Flu) < ` +e, Hipu) = 1, Flop, ev] = 0 
(u = 1,2,---,v—1). 


现在 假如 所 有 的 数 A, 都 小 于 一 界限 —2e, 则 所 有 这 些 函数 都 将 满足 不 等 式 
了 [pu] 一 下 [pu] < —e. (47) 
由 这 个 不 等 式 , 首先 可 得 Dip.) AF; 因为 由 (45), (46) 我 们 有 
Fly] < 4aD[y] + bHIY), 


所 以 
(1 一 4o)Dlpu < b. 
” 另 一 方面 , (47) 说 明 Fly] > e. 这 就 证 明了 函数 po 的 确 具 有 我 们 所 要 求 的 性 质 . 
剩 下 来 是 要 证 明 上 面 叙述 的 引 理 : 给 了 一 串 函 数 ww 对 它们 说 来 Dlyp] 和 五 [p] 
AF, 我 们 可 以 找到 一 个 子 序列 pu 使 得 有 关系 


[pu 一 pom] 一 0 (n,m — o0) 


成 立 . 
这 条 定理 是 前 面 叙述 的 Rellich 引 理 的 推广 (6.2.2 小 节 ), 就 是 这 引 理 使 我 们 能 
够 证 明 有 限 区 域 的 本 征 值 趋 于 无 穷 . 现在 我 们 限制 自己 只 考虑 函数 V 在 原点 为 正 
规 的 情形 (假如 在 原点 Y 为 奇异 , 其 次 数 小 于 二 , 则 类 似 的 估计 也 使 我 们 能 够 得 到 
所 要 的 结果 ). 

证 明 这 引 理 时 , 我 们 用 半径 为 Ri 的 一 串 球 K: 把 无 穷 除 外 ， 由 先前 的 引 理 
(6.2.2 小 节 ), 我 们 可 以 由 函数 yp, 选 出 一 子 序列 pin, 对 这 子 序列 中 的 函数 有 Flwp1n 一 
Yim] BFS, 这 里 的 积分 只 积 过 球 Ki 的 内 部 . 由 win 这 个 序列 我 们 又 可 以 选 一 子 
序列 pon, 使 得 积 过 球 Ko 的 积分 Flen - Yam] BFS. 这 样 作 下 去 , 我 们 对 每 一 
个 i 都 得 到 一 个 序列 pin, 由 此 可 做 出 对 角 序 列 onon, 我 们 将 用 po, 来 表示 它 . 我 
们 知道 , 对 这 个 序列 说 来 , 积 过 任 一 球 K; 的 积分 Flor, — po,,] BFS. 为 了 证 明 
当 积 分 积 过 整个 空间 时 同样 的 事实 成 立 , 我 们 只 要 证 明 积 过 球 K; 外 部 的 积分 恒 小 
于 一 个 不 依赖 于 ”和 m 的 界限 , 而 当 RR 无 限 增 大 时 这 个 界限 趋 于 零 . 为 此 , 我 们 
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注意 当 RR 充分 大 ,7 > R 时 我 们 假定 有 (42): V < B/r? < B/RS, 因此 积 过 半径 为 
R 的 球 外 部 的 积分 满足 不 等 式 
Flom — Pom) < pH Pom — Von] < FB 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 


6.6 ”本 征 函 数 的 节 


前 面 我 们 已 对 本 征 值 的 一 般 性 质 作 了 准确 的 论述 ; 可 是 要 研究 本 征 函 数 的 一 般 
性 质 却 有 较 大 的 困难 . 这 是 不 足 为 奇 的 , 因为 由 本 征 值 问 题 可 定 出 大 量 不 同 的 函数 
K. 在 下 一 章 中 我 们 将 研究 几 种 特殊 的 情形 , 而 在 这 一 节 中 我 们 只 对 本 征 函 数 作 较 
为 一 般 的 探讨 . 

节 , 也 就 是 基本 区 域 G 中 使 某 些 本 征 函 数 取 值 为 零 的 那些 点 , 是 特别 富有 趣味 
的 ( 见 第 5 章 5.5 节 ). 在 处 理 一 维 、 二 维 、 三维 的 问题 时 , 我 们 依次 采用 名 称 节 点 、 
节 线 和 节 面 ; 一 般 说 来 , 我 们 用 节 这 个 名 字 Y. 

注意 : 一 本 征 值 问题 的 第 一 个 本 征 函 数 在 基本 区 域 的 内 部 不 可 能 有 节 (证 明 可 
直接 由 下 面 所 给 的 定理 得 出 ). 所 以 它 在 各 处 必须 具有 同样 的 符号 , 因此 和 这 第 一 个 
本 征 函数 正 交 的 所 有 其 他 本 征 函 数 必须 有 节 . 

关于 节 的 位 置 和 密度 , 我 们 可 以 作 一 些 一 般 的 叙述 . 例如 , 试 在 边界 条 件 久 = 0 
下 来 考虑 微分 方程 Av+ Xu = 0. 假如 G' 是 整个 在 G 内 而 不 包含 un 的 节 的 一 个 区 
域 , 我 们 来 考虑 在 G 中 由 函数 w 的 节 所 限定 并 包含 G' 的 最 小 子 区 域 G”. 对 G” 
这 个 区 域 说 来 , 函数 un 必定 是 第 一 个 本 征 函数 , 和 为 最 小 本 征 值 . 另 一 方面 , 按照 
定理 3, C” 的 第 一 个 本 征 值 不 能 大 于 O 的 第 一 个 本 征 值 y, 因此 y > An. 例如 , 若 
G 为 半径 为 a HA, 则 7 = 7?, 其 中 7 为 方程 .Jo(ar) = 0 最 小 的 根 . 因此 我 们 有 
y= kg/a, 其 中 如 第 5 章 5.5 节 所 作 , 我 们 用 ko 表示 零 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 一 个 零 
点 . 所 以 我 们 得 到 a? < 局 /Xn; 这 个 关系 告诉 了 我 们 节 线 网 的 密度 , 一 般 我 们 不 能 
希望 知道 得 比 这 更 多 . 假如 我 们 回想 一 下 6.4 节 中 的 渐 近 关系 An ~ 4rn/f, 我 们 可 
以 看 出 假如 n 充分 大 , 凡 面 积 大 于 成 ;7/4n 的 每 一 个 圆 必定 包含 第 ”个 本 征 函 数 
的 节 线 .假如 不 考虑 圆 而 考虑 边 长 为 a 的 方块 , 我 们 得 到 相应 的 关系 a? < 20? /rn. 
读者 将 可 以 对 一 个 或 多 个 变数 的 其 他 问题 导出 完全 类 似 的 结果 . 

此 外 , 我 们 可 以 证 明 以 下 关于 本 征 函 数 的 节 的 一 般 定 理 : 给 了 区 域 G 上 的 自 
伴 二 阶 微分 方程 Llu] + Apu = 0(p > 0), 以 及 任意 齐 次 边界 条 件 ; 假如 把 它 的 本 征 


1) 我 们 假定 对 所 考虑 的 微分 方程 说 来 ， 节 是 分 段 光滑 的 曲线 或 曲面 , 它们 把 基本 区 域 分 为 具有 分 段 光 
滑 的 边界 的 一 些 子 区 域 . 
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函数 按 本 征 值 的 增加 而 排列 起 来 , 则 第 n 个 本 征 函 数 un 的 节 把 区 域 G 分 成 的 子 
区 域 的 个 数 不 大 于 n. 在 此 对 自 变量 的 数目 未 作 任何 假定 1) 

为 简单 计 , 我 们 假定 G 是 z,y 平面 上 的 区 域 , 边界 条 件 则 为 wu = 0. OA 为 
第 ”个 本 征 值 , 也 就 是 说 , 它 是 在 所 给 的 边界 条 件 , 以 及 附加 条 件 


If pp2dz dy = 1, (48) 


I ppvi dx dy =0 (i =1,2,:--,n—1) (49) 
G 


之 下 , 本 征 值 问题 中 的 积分 Di) 的 极 大 - 极 小 . 

我 们 假定 相应 本 征 函数 un 的 节 把 区 域 G 分 为 多 于 n 个 子 区 域 G1, G2,…， 
Gn+1,"… ,并 定义 nn 个 函数 wi, w, ,wn, 使 得 wi EF RR G; 内 和 un 相同 (在 
差 一 个 规 一 因子 的 限度 内 ), 在 Gi 外 为 零 , 而 且 


J pw?dz dy = 1. 
G 


假如 我 们 作 线 性 组 合 p = ciw + czwz 十 … 十 cnwn, 并 使 它 满足 规 一 化 条 件 
[|iiti tma, 
分 部 积分 , 我 们 立刻 就 可 以 看 出 y 满足 方程 
D{y] = An, 


AA wi 满足 Llwi] + Anew: = 0. 因为 对 任意 给 定 的 函数 vi, 我 们 可 以 定 系 数 ci 使 
得 在 (48) 外 y 还 满足 条 件 (49), 所 以 同一 个 微分 方程 在 边界 条 件 u = 0 之 下 对 区 
域 G' = Gi 十 G2 十 … 十 Gn 的 第 nn 个 本 征 值 X, 不 能 大 于 An; 由 6.2.1 小 节 , 定理 2， 
它 又 不 能 小 于 An 因此 它 恰 好 等 于 An 由 定理 3, 由 此 可 得 , 对 G 中 包含 G' 的 每 
一 个 子 区域 G" 说 来 , 第 n 个 本 征 值 恰好 等 于 An 令 uP, uD,- ul” 为 对 任意 
m 个 这 样 的 区 域 G',G”,G”,… , GO (每 一 个 都 包含 它 前 面 的 区 域 ) 按 上 述 方 式 得 
出 的 本 征 函数 . 假如 把 这 些 本 征 函数 延 拓 到 它 相 应 的 子 区 域 之 外 去 , 要 求 它们 在 这 
些 子 区 域 之 外 恒 为 零 , 则 它们 作成 了 一 组 m 个 线性 独立 3 的 函数 , 这 些 函 数 都 是 微 
DAE Liu] + Anpu = 0 在 G 上 的 解 . 我 们 可 以 定 出 系数 为 yv 的 一 线性 组 合 


p= nuE) +++ mu”, 


1) 见 Courant. Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen selbstadjungierter Dif- 
ferentialausdriicke. 

2) 显然 这 些 函数 是 线性 独立 的 ， 因 为 我 们 该 记得 各 ) 不 可 能 在 任 一 G(h) 的 子 区 域 中 恒 等 于 零 . 这 
个 事实 , 在 常 微 分 方程 的 情形 可 由 唯一 性 定理 得 出 , 在 偏 微分 方程 的 情形 它 是 方程 为 椭圆 型 的 后 果 , E% I 
卷 中 我 们 还 要 回来 讨论 这 个 问题 . 
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使 它 不 到 处 为 零 , 而 且 满足 m - 1 个 条 件 
If ppvidrdy =0 (i= 1,2,---,m-—1); 


由 于 y 不 能 恒 等 于 零 (因为 ul? 线性 独立 ), 我 们 可 乘 以 适当 的 因子 而 把 它 按 (48) 
规 一 化 . 可 是 由 于 第 m 个 本 征 值 的 极 大 - 极 小 性 质 , 我 们 就 必须 有 


Diy] > àm. 


另 一 方面 , 分 部 积分 可 得 
Dip] = An. 

可 是 由 于 jim Ax = 00, 当 m 充分 大 时 我 们 有 Am > An. 这 样 我 们 就 得 到 一 个 矛 
盾 ， CVO REFER GGz 的 个 数 大 于 n 的 假定 是 不 成 立 的 . 无 须 多 说 ， 
这 个 证 明 对 任意 多 个 变数 皆 成 立 0). 

在 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 本 征 值 问题 (py")' — ay + Apy = 0 的 特殊 情形 , 刚才 证 明 的 
一 般 定理 可 以 显著 地 改进 : 我 们 还 可 以 证 明 第 n 个 本 征 函数 的 节点 把 基本 区 域 分 
成 的 段 数 不 大 于 n; 这 样 我 们 就 证 明了 定理 : 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 问题 的 第 n 个 本 征 
函数 的 节点 把 基本 区 域 恰好 分 为 n 部 分 . 通常 我 们 用 连续 性 的 讨论 来 证 明 这 一 点 ， 
以 下 是 这 种 论证 的 大 意 . 

为 简单 计 , 我 们 只 限于 讨论 微分 方程 + Apy = 0. 我 们 用 y(z, A) 来 表示 方程 
这 样 的 解 , CE z = 0 为 零 并 连续 依赖 于 参数 .和 ; 我 们 有 恒等式 


ylz, A (eu) — yla, Ale, M) = Oa — 2) f ` pyle, Ayla, M)dz. 
假如 z =& 为 y(z, 入 ) 的 正 零点 , WA 
E 
yl, A (E, A) = (A =A) f py(z, Ay(z, A)dz. 


MES 和 Xi 大 于 入 并 且 和 它 这 样 接近 使 得 上 式 右 端的 积分 为 正 ， 于 是 y(é, 和 1) 和 
y (EA) 必须 同 号 . 如 果 我 们 假定 在 z = E 函数 y(z, A) 的 值 由 负 变 为 正 , 因此 y (E, 入 ) 
为 正 y'(E,A) 和 y(é, 入) 不 能 同时 为 零 一 一 则 yé à) 为 正 , 因为 当 Xi — A FE 
分 小 时 y(z,Xi) 和 y(z, 和) 相差 为 任意 小 , 所 以 y(z, 和 Xi) 的 值 在 z = E 的 邻近 必须 
由 负 变 为 正 , BA y(z, Xi) 的 一 个 零点 在 上 ZA? 而 我 们 可 以 叙述 : 当 入 连续 增 


1) 可 推广 刚才 证 明 的 定理 如 下 : 前 n 个 本 征 函 数 的 任 一 线性 组 合用 其 节 把 区 域 分 成 子 区 域 的 个 数 
不 大 于 n. M Göttingen dissertation. H. Herrmann: Beiträge zur Theorie der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen. 1932. 

2) y 和 y 不 能 在 同一 点 为 零 的 事实 说 明 当 入 增 大 时 在 0 和 E 之 间 的 零点 个 数 既 不 能 多 出 也 不 能 
消失 . 
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大 时 ,函数 yl, aA) FAMERS A). 第 一 个 本 征 函 数 仅 在 基本 区 域 的 两 端 具有 
零点 . 当 入 由 第 一 个 本 征 值 变 为 第 二 个 本 征 值 时 , 第 二 个 零点 由 右 向 左 称 入 区 间 之 
A, 并 连续 移动 下 去 , 直到 函数 的 第 三 个 零点 变 为 区 间 的 端点 , 其 余 可 类 推 , 这 样 我 
们 的 定理 显然 成 立 0. 

我 们 之 所 以 能 证 明 这 个 事实 是 因为 我 们 处 理 的 是 常 微 分 方程 . 在 偏 微分 方程 
的 本 征 值 问 题 中 , 可 以 存在 任意 大 的 数 n, 对 它 说 来 本 征 函数 un 的 节 只 把 整个 基 
本 区 域 分 为 两 个 子 区 域 . 关于 这 一 点 , 在 方块 0 < z < 7,0 < y <n 上 的 方程 
Au 二 Xu = 0 可 给 出 一 简单 的 例子 2. 这 时 候 , 很 容易 看 出 属于 本 征 值 = 4r2 +1 
的 本 征 函数 sin 2rz sin y + p sin x sin 2ry( 其 中 p 为 充分 接近 1 的 正常 数 ) 只 具有 
一 条 节 线 . 图 7 和 图 8 显示 出 了 当 > = 12 时 如 何 由 一 组 曲线 的 小 变动 而 产生 这 些 
节 线 . 


图 7 图 8 


1) 我 们 可 以 避免 利用 连续 性 的 方法 而 以 下 述 定理 为 基础 ， 它 不 只 限于 在 一 个 自 变数 的 情形 成 立 : 令 u 
为 Lfu] 十 和 pu = 0 的 一 个 解 , 它 在 闭 区 域 B 上 有 二 级 连续 的 微 商 . 设 4 在 B 的 边界 LAS, 在 其 内 部 
不 变 号 , 又 设 v 是 Lv] + ppv = 0 (其 中 p> A) 的 解 , U v 在 B 中 必须 变 号 (自然 在 这 里 我 们 把 u Av 
在 B 内 恒 等 于 零 的 情形 除外 ). 利用 格林 公式 , 我 们 立刻 可 以 证 明 这 事实 (可 以 两 个 自 变数 的 情形 为 例 ), 我 


们 有 
站 J ia (vb{u] — uLlv)dzdy = (u — à) f iA 了 ve N, 


其 中 68/6n 表示 外 法 向 微 商 ， 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 Mv 在 B 中 取 正 值 ; HFET 上 我 们 有 
6u/On <0, 上 面 方程 中 右边 的 式 子 为 非 正 , 可 是 中 间 的 式 子 当 v 在 B 中 不 变 号 时 将 为 正 . 故 得 矛盾 . 

假如 我 们 把 这 个 结果 用 于 零 边 值 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 , 我 们 可 以 看 出 在 两 个 本 征 函数 中 , 具有 较 多 个 
零点 的 那个 必须 属于 较 大 的 本 征 值 ， 因 为 对 零点 较 少 的 本 征 函数 说 来 , 我 们 可 以 适当 选 它 的 两 个 零点 而 得 出 
一 区 间 , 使 在 这 个 区 间 之 内 必然 包含 另 一 本 征 函数 某 两 个 零点 所 决定 的 区 间 . 因为 第 一 个 本 征 函 数 没 有 零点 
在 区 间 内 , 所 以 第 n 个 本 征 函 数 ( 它 不 能 有 多 于 n 一 1 个 零点 ) 必须 在 基本 区 间 内 有 n 一 1 个 零点 . 

2) WL A. Stern. Bemerkungen über asymptotisches Verhalten von Eigenwerten und Eigenfunk- 
tionen. Gottingen: Dissertation, 1925. 
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6.7 补充 材料 和 问题 


6.7.1 ”本 征 值 的 极 小 性 质 、 由 完备 性 所 作 的 推导 


在 我 们 的 变 分 问题 中 所 得 到 的 本 征 函数 的 完备 性 会 被 用 来 证 明 它们 组 成 了 相 
应 微分 方程 的 解 的 全 体 . 反 过 来 (例如 在 三 角 函 数 和 勒 让 德 函 数 的 情形 ), 我 们 也 可 
以 由 微分 方程 本 征 值 问题 的 解 所 做 成 的 完备 函数 组 出 发 ,我 们 将 证 明 这 样 的 函数 
组 和 用 极 值 性 质 所 定 出 的 函数 组 相同 . 我 们 假定 所 处 理 的 微分 方程 为 


Llu] + Apu = 0, 


基本 区 域 为 二 维 区 域 G, 边界 条 件 为 u = 0. 令 该 微分 方程 问题 中 的 本 征 函 数 为 
wu2……， 联 属 本 征 值 为 Xi, A2,…. 考虑 在 G 中 具有 连续 一 级 微 商 及 分 段 连续 二 
阶 微 商 , 在 边界 T LAS, 并 满足 条 件 


/ J pp?’dzrdy =1, (50) 

G 

J ppuidrdy =0 (i =1,2,---,n—1) (51) 
G 


的 函数 o. 我 们 现在 来 证 明 wp 满足 不 等 式 
Dip] > An. 
由 于 边界 条 件 y= 0, 格林 公式 给 出 
Diy] = — / 上 pL[p]dzdy; 


此 外 , 将 完备 性 关系 (MAK (23a)) 用 于 函数 p 和 ZIpj/p, 可 得 出 关系 


Dipl = -Dn ff ustlelazay, (52) 
i=1 


yi = // ppuidxdy. 
G 


利用 格林 公式 和 关系 Llui] = 一 和 ipui, 由 (52) 可 得 


其 中 


Diy] =J A. (53) 
i=1 


现在 , 由 于 (51) 说 明 
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yi = 0, 4i=1,2,---,n-1, 
而 由 (50) 以 及 完备 性 关系 , 我 们 有 


oo 
2% =l, 
t=1 


所 以 立刻 知道 假如 将 和 ; 按 增加 的 次 序 排列 , 我 们 有 
Dp] > An- 
此 外 , 前 面 已 指出 , 由 简单 的 计算 我 们 可 以 得 到 
Dlun] = An, 
这 就 说 明 我 们 已 经 对 函数 类 p 证 明了 第 n 个 本 征 函 数 的 极 小 性 . 如 果 我 们 只 假定 
函数 p 为 连续 并 有 分 段 连续 的 一 阶 微 商 , 同样 的 讨论 也 能 适用 ; 因为 这 样 一 类 的 函 


数 以 及 其 微 商 总 可 以 用 上 面 定义 的 那 类 函数 中 的 某 一 个 来 近似 , 而 使 得 相应 的 积分 
Diy) 相差 一 任意 小 的 数量 (关于 这 一 点 可 参看 第 4 章 4.3.7 小 节 中 的 说 明 ). 


6.7.2 ”用 没有 节 这 个 性 质 来 刻画 第 一 个 本 征 函 数 


第 一 个 本 征 函 数 的 特性 是 它 在 基本 区 域内 不 为 零 . 现在 我 们 将 用 雅 可 比 所 引 
进 的 一 个 重要 的 方法 来 证 明 这 个 性 质 刻画 出 了 第 一 个 本 征 函 数 ( 乘 数 变 分 法 ). 
我 们 限于 考虑 方程 
Au — qu+Au=0. 


我 们 希望 证 明 : 假如 存在 这 方程 的 一 个 解 u, 它 在 区 域 G 的 边界 TT LAS, 但 是 在 
内 部 到 处 不 为 零 , 则 


Dy] = JI (y2 + y? 十 gp2)dzdy > aff 22dzrdy 
G G 


对 所 有 的 可 取 函 数 o 成立, 而 只 当 y= 常数 xu 时 等 式 成 立 . 我 们 假定 每 一 个 这 
种 函数 yp BRA 
p =u 
的 形式 , 这 是 可 能 的 , 因为 u 在 G 中 不 为 零 ; 我 们 有 
Diy] = J ii [u?(n2 + n2) + 2uurnn: + 2uuynny 
+ (uz + u2)n? + qu?n?|dady. 
注意 27mz = (72)z,277v = (72)v 并 分 部 积分 , 我 们 得 到 


Dy] = i i] [u?(n2 + n?) — uAun? + qu?n?|dady, 
G 
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这 是 因为 所 有 的 边界 上 的 积分 为 零 . 利用 u 的 微分 方程 , 我 们 有 


Die] = J ji [u?(n2 + n?) + Au?n?]dzdy 
G 


> ff un’? dady = ff 22dzdy， 
G G 


其 中 等 号 仅 当 nm; = ny = 0 时 成 立 , 也 就 是 n= 常数 时 成 立 , 命题 得 证 . 
6.7.3 ”本 征 值 的 另外 一 些 极 小 性 质 
读者 可 以 证 明 以 下 定理 : 求 积 分 式 
Dlvi,v2,.… , Un] = D[vi] + D[ve] 十 十 匀 [un] 


的 极 小 ， 其 中 我 们 以 所 有 在 基本 区 域 G 内 有 分 段 连续 的 微 商 ， 规 一 化 并 互相 正 
交 的 一 组 ”个 函数 为 可 取 函 数组 ; 则 问题 的 解 是 v; = ui, 或 者 由 这 些 函数 经 过 
正 交 变 换 而 得 出 的 任 一 函数 组 ，w1,w2,… ,un 表示 区 域 G 的 前 n 个 本 征 函 数 ， 
Djv, v2,- ,vn] 的 极 小 值 等 于 前 n 个 本 征 值 的 和 和 i 十 和 2 十 … 十 和 An. 

我 们 还 可 以 证 明 下 述 定理 : $ ,v2,… ,vn-1 在 G 内 连续 , 并 令 d{v1,v2,…， 
vn-1} 为 积分 式 Diy] 的 下 界 , 此 处 除了 满足 一 般 的 连续 性 条 件 外 , 还 要 求 p 受 限 
制 于 一 个 附加 条 件 


n-1 2 
If pp2dzdy 一 > (JI povidady ) =1. 


于 是 第 n 个 本 征 值 A, 等 于 d{v1,v2,… ,vn_1} 的 极 大 , 当 v = u,v = uz, 
Un—1 = Un-_1,8 = Un 时 d 达到 这 个 极 大 . 

这 种 表述 之 所 以 有 趣 , 是 因为 它 只 用 到 一 个 二 次 附加 条 件 而 不 要 求 n 一 1 个 线 
性 条 件 ; 不 过 , 这 种 附加 条 件 的 形式 是 等 周 问题 中 所 不 常见 的 , 它 是 比较 复杂 的 . 至 
于 如 何在 二 次 型 的 初等 情形 叙述 与 此 相应 的 极 值 问 题 , 我 们 留 给 读者 去 做 . 

本 征 值 问题 的 另 一 种 表述 是 在 许多 应 用 中 很 有 用 的 , 我 们 将 在 边界 条 件 u = 0 
下 对 微分 方程 Au + Xu = 0 加 以 叙述 : K 


Hly] = / 人 22dzdy = 极 小 - 极 大 ， 
附加 条 件 为 

Diy] = [fe + py )dedy = 1, 

Diy, vi] =0 (=12 nD), 


叙述 中 所 谓 极 小 - 极 大 问题 的 意义 不 难 立 刻 明 白 . 
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另 一 个 等 价 的 问题 是 在 同样 的 附加 条 件 下 使 


/ jj (Apjzdzdy 


为 极 大 - 极 小 , 其 中 我 们 仍旧 要 求 函数 具有 连续 的 一 阶 微 商 及 分 段 连续 的 二 阶 
微 商 . 
6.7.4 本 征 值 的 渐 近 分 布 


(a) 对 板 振动 的 微分 方程 AAv - Xu = 0 及 边界 条 件 u =0 和 Du/6n = 0 (HK 
住 的 板 ), 我 们 有 渐 近 关系 
4(A) ~ EA, 


4nn\? 
mam (SF) - 
在 这 里 , 和 前 面 一 样 , AA) 是 小 于 界限 和 的 本 征 值 的 个 数 ,X。 表示 第 n 个 本 征 值 ， 
f 表示 板 的 面积 . 因此 , 我 们 可 以 这 样 叙述 : 夹 住 的 板 的 第 n 个 本 征 值 , 当 n 增 大 
时 , 渐 近 地 等 于 边缘 固定 的 膜 的 第 n 个 本 征 值 的 平方 . 特别 地 , 它 只 依赖 于 板 的 大 
小 而 不 依赖 于 其 形状 . 在 三 维 空间 有 类 似 的 事实 成 立 D. 
(b) 试用 6.4.3 小 节 的 方法 , 导出 施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 ( 见 6.2.3 小 节 的 结果 ) 以 
及 四 阶 常 微分 方程 的 本 征 值 的 渐 近 分 布 律 . 
(c) 对 由 任意 定 号 二 次 变 分 问题 所 产生 的 自 伴 椭圆 型 微分 方程 ,导出 本 征 值 的 
渐 近 分 布 律 . 


6.7.5“ 双 参数 本 征 值 问题 
用 变 分 方法 , 解 双 参数 本 征 值 问题 ( 见 第 5 章 5.9.3 小 节 拉 梅 问题 ). 
6.7.6 ”包含 参数 的 边界 条 件 


在 边界 条 件 中 包含 参数 的 本 征 值 问题 ( 见 第 5 章 5.16.4 小 节 ) 也 很 容易 利用 
变 分 法 来 解 . 对 微分 方程 Au = 0 及 边界 条 件 9u/an = ru, 我 们 须 使 积分 


/ I (p2 + yy )dady 
AR), 其 中 yp? 在 边界 上 的 积分 满足 条 件 


人 op2ds = 1, 
r 


1) Æ Courant. Uber die schwingungen eingespannter Platten. 


由 此 可 得 
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还 须 加 适当 的 线性 附加 条 件 . 我 们 把 这 个 想法 的 实现 留 给 读者 去 完成 . 
假如 G 是 单位 圆 , 这 问题 的 解 为 势 函数 rm cos mb,rn" sin nb; ATEAA An = n. 
在 一 般 的 情形 , 利用 本 章 开展 的 方法 很 容易 看 出 An Mn 同 级 . 所 以 由 6.3.1 
小 节 知 本 征 函 数 对 积分 式 Sl) = [eas 而 言 为 完备 的 . 换 句 话说 , 将 本 征 函 数 的 


边 值 看 作 s 的 函数 , 它 形成 一 完备 组 , 由 此 也 就 可 以 得 出 结论 : 每 一 个 在 G 内 正规 
的 位 势 函数 可 以 用 本 征 函数 平均 逼近 . 


6.7.7 闭 曲 面 的 本 征 值 问题 


拉 普 拉 斯 球面 调和 函数 的 本 征 值 问题 是 曲面 上 本 征 值 问题 的 例子 , 在 这 问题 
中 整个 曲面 上 的 正规 性 条 件 代替 了 边界 条 件 . 本 章 的 方法 说 明 这 些 本 征 值 问题 和 商 
A D/H 的 极 小 或 极 大 - 极 小 问题 有 密切 的 联系 ; DEH > 的 微 商 作成 的 二 次 式 而 
Hip] 是 一 个 正定 二 次 式 , 它 不 包含 微 商 而 以 闭 曲 面 为 其 积分 区 域 . 这 个 理论 可 推广 
于 闭 曲 面 上 其 他 的 二 次 微分 式 . 
6.7.8 ” 当 有 奇 点 出 现时 本 征 值 的 估计 

在 6.2.4 小 节 中 我 们 处 理 了 有 关 贝 塞 尔 本 征 值 问题 的 奇 点 ; 零 阶 的 贝 塞 尔 函数 
要 求 我 们 利用 贝 塞 尔 函 数 的 特殊 性 质 作 另 外 的 处 理 . 这 不 是 必要 的 , 因为 我 们 现在 
将 讨论 一 个 较 一 般 的 办 法 . 

我 们 考虑 联 属于 式 子 


1 1 
Do =f ryp”dz, Hlyl] =f Zzp2dz 
0 0 


的 本 征 值 问题 , 在 z = 0 没有 边界 条 件 , 在 zx = 1 边界 条 件 为 p(1) = 0. 在 引进 
Vro 为 新 的 因 变数 后 , 我 们 不 难 对 问题 的 第 n 个 本 征 值 和 得 到 估计 An < m2r2. 
因此 对 小 于 和 的 本 征 值 个 数 4(A) 我 们 有 AOA) > VAr. 

为 了 估计 An 的 下 界 , 从 而 求 出 AA) 的 上 界 一 一 XE RK BRA A 
的 一 一 我 们 选 一 任意 小 的 在 0 和 1 之 间 的 正 数 < 并 注意 AA) < B(A) + B(A), 
其 中 Bi 和 Bs 依次 表示 对 式 子 


€ € 
Dı -f ap’dx, Hı =f Zp2dr 
0 0 


及 1 1 
Dz -| zZp'2d7z， He =| ry dz 
e € 


言 小 于 和 的 本 征 值 个 数 . 在 这 里 我 们 不 再 要 求 函 数 y E r= e 这 点 连续 , 因此 
在 两 种 情形 中 , > = e 这 点 都 作为 自由 端点 出 现 . 利用 本 章 中 所 开展 的 方法 , 我 们 对 
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Bo(r) 求 得 渐 近 关系 Bo(A)/VX > (1 一 e)/7; 剩 下 来 是 要 估计 Bid). 我 们 将 H 加 
强 为 Hy 而 将 D1 减弱 为 DF: 
* z 来 T 

Hi =e f pdr Di -f 2(1-=) pdz. 
引用 意义 显然 的 符号 , 我 们 有 Bi(A) < Bt). 另 一 方面 , 我 们 可 以 明晰 写 出 这 个 新 
本 征 值 问题 的 本 征 函 数 和 本 征 值 . 为 此 , 我 们 用 变换 xz = (1+é)e/2 把 区 间 0<z<e 
RAKE -1 < € < 1 上 去 . 这 时 候 我 们 得 到 é 的 勒 让 德 多 项 式 为 本 征 函 数 , 而 得 
到 n(n 十 1)/e? 这 些 数 为 本 征 值 . 因此 B (A) < BRA) < cs(1+6)VAX, 其 中 5 随和 的 
增加 而 趋 于 零 . 总 结 这 些 结果 , 我 们 几乎 立刻 可 得 到 渐 近 关系 
AQ) _ 工 


因为 我 们 可 以 取 s 为 任意 小 . 
6.7.9” 板 和 膜 的 极 小 定理 


若 给 定 周 长 或 面积 , 并 给 定 密度 常数 和 弹性 常数 , 则 在 所 有 的 夹 住 边缘 的 板 或 
膜 之 中 , 其 边界 为 圆 的 具有 最 低 的 基 音 [要 知道 如 何 证 明 , 可 参看 下 面 列举 的 第 一 
篇 论文 (讨论 周 长 为 常数 ) 以 及 G. Faber) Ail E. Krahn2) 的 著作 (讨论 面积 为 常数 )]. 


6.7.10” 双 质量 分 布 的 极 小 问题 


读者 可 证 明 下 述 定理 : 在 给 定 的 均匀 张力 下 有 一 拉 紧 的 弦 , FE LAREN 
的 质量 分 布 , 当 整 个 的 质量 都 集中 在 弦 的 中 点 时 , 弦 的 基 音 最 低 . 
对 膜 和 板 试 证 明 类 似 的 结果 . 


6.7.11 ” 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 节点 、 极 大 -- 极 小 原理 


6.6 节 的 定理 说 , 第 n 个 本 征 函 数 用 其 零点 把 基本 区 域 分 为 n 部 分 , 这 定理 可 
用 以 下 的 讨论 为 基础 而 加 以 证 明 3. 给 了 一 条 可 以 振动 的 弦 , 假如 固定 其 上 任意 选 
的 n 一 1 个 内 点 , 则 所 得 由 n 段 独立 的 弦 所 组 成 的 系统 , 其 基 音 和 各 子 系 统 的 基 音 
中 最 低 的 相同 ( 见 6.1.3 小 节 )， 这 个 分 隔 系统 的 基本 振动 就 是 当 其 他 子 系统 处 于 
静止 位 置 时 某 一 子 系统 的 基本 振动 . 假如 我 们 变动 节点 , 则 当 n 个 子 系统 都 具有 同 


1) G. Faber. Beweis, dass unter allen homogenen Membranen von gleicher Flache und gleicher 
Spannung die Kreisförmige den tiefsten Grundton gibt. S.-Ber. Bayr. Akad. Wiss. (math.-phys. 
KI.), 1923, 169-172. 

2) E. Krahn. Uber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des Kreises. Math. Ann., 
Vol. 94, 1925, 97-100. 

3) Æ K. Hohenemser. Praktische Wege zur angenaherten Schwingungs-berechung elastischer 
Systeme. Ingenieur-Archiv, Vol. 1, No. 3, 1930, 1-24. 
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样 的 基 音 时 , 分 隔 系统 的 基 音 达到 极 大 . 因为 假如 两 个 相 邻 的 子 系统 具有 不 同 的 基 
音 , 我 们 可 以 移动 它们 的 公共 节点 把 其 中 一 个 的 基 音 提高 而 把 另 一 个 的 降低 , 这 样 
使 得 这 两 个 子 系统 具有 同样 高 的 基 音 . 在 我 们 所 考虑 的 这 个 极 大 的 情形 , 分 隔 系 统 
的 振动 可 以 用 一 连续 可 微 函 数 来 表示 , 它 就 是 原来 未 受 约束 的 系统 相应 于 同一 振动 
频率 的 本 征 函数 , CEER (相应 于 最 大 基 音 的 ) n 一 1 个 点 上 为 零 . 因此 , 假如 弦 
在 nn 一 1 个 点 固定 , 而 我 们 希望 选择 这 些 点 使 所 得 系统 的 基 音 尽 可 能 地 高 , MAR 
MARA n 一 1 个 零点 的 原 系 统 的 本 征 另 数 给 出 了 我 们 的 解答 . 假如 我 们 把 这 样 所 
得 到 的 本 征 值 记 作 un, 相应 本 征 函 数 记 作 on, 则 pny > pn, 这 是 因为 存在 w 的 
相 邻 二 零点 , 它 所 确定 的 区 间 包 含 w+i 的 二 零点 在 其 内 部 , 而 区 间 长 度 的 减 小 引 
起 的 是 基 音 的 提高 . 


像 前 面 一 样 , 假如 我 们 用 An 表示 按 增 加 的 次 序 排列 起 来 的 本 征 值 , 可 以 看 出 
我 们 恒 有 bn > An, 因为 un 必然 包含 在 A 之 中 . 另 一 方面 , 预先 给 定 节 点 不 过 相 
HF 6.1.4 小 节 定义 本 征 值 An 的 变 分 问题 中 我 们 所 考虑 的 线性 附加 条 件 的 特殊 情 
形 或 极限 情形 . 假如 我 们 只 限于 考虑 这 种 特殊 的 附加 条 件 , 则 极 大 - 极 小 值 , 也 就 是 
Mn 这 个 数 不 会 大 于 在 采纳 任意 线性 附加 条 件 时 的 极 大 - 极 小 值 , 也 就 是 说 它 不 大 于 
An» 因此 pn < An, 由 于 上 面 的 结果 , 所 以 我 们 就 有 jn = An. 这 就 完成 了 关于 施 图 
姆 - 刘 维 尔 本 征 函 数 的 零点 定理 的 证 明 . 
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第 7 章 ”本 征 值 问题 所 定义 的 特殊 函数 


7.1 线性 二 阶 微分 方程 的 初步 讨论 


在 本 章 中 我 们 将 研究 某 一 类 已 经 有 了 定义 的 函数 : 贝 塞 尔 函数 、 勒 让 德 函数 和 
普遍 的 拉 普 拉 斯 球面 调和 函数 . 我 们 的 观点 将 比 以 前 略为 普遍 一 些 ; 我 们 允许 独立 
变数 取 复 数值 , 并 应 用 函数 论 的 方法 . 还 有 , 我 们 不 懂 研 究 所 说 的 各 函数 , 而 且 要 研 
究 相应 微分 方程 的 解 的 全 体 . 我 们 假定 已 知 : 即使 是 在 独立 变数 是 复数 z = z 十 记 
的 情形 , 这 一 类 的 微分 方程 也 有 两 个 线性 独立 的 解 , 通 解 是 这 些 解 的 一 个 常 系数 线 
性 组 合 . 除去 在 由 系数 所 决定 的 某 些 固定 的 奇 点 之 外 , 所 有 的 解 都 是 z 的 正则 解析 
函数 . 许多 重要 的 函数 类 都 可 以 定义 为 这 种 具有 解析 系数 的 线性 微分 方程 的 解 . 

要 得 到 线性 微分 方程 

Lu] + wu =0 


的 解 的 一 个 积分 表示 式 , 积分 变换 的 方法 往往 是 很 有 用 的 ; 这 里 我 们 先 来 说 一 说 这 
方法 的 大 意 . 我 们 通过 方程 


u(z) = i K(z,C)v(C)dc (1) 


引进 复 变数 5 = E+ in 的 一 新 未 知 函数 v(5) 来 代替 函数 u(z), 式 中 变换 核 K(z,5)( 假 
定 它 对 于 所 含 的 每 一 复 变数 都 解析 ) 和 积分 路 线 C 都 要 适当 地 确定 . 假定 运算 手 
续 L 可 以 和 积分 手续 互 换 , 则 微分 方程 成 为 


[LK + uK wO =0, 


这 里 的 微分 运算 L 是 对 变数 z 进行 的 . 
现在 我 们 这 样 来 定 K 使 K(z,¢) 满足 一 个 偏 微分 方程 


LIK] = A[K], 


其 中 ALK] 是 一 个 只 含 对 变数 5 的 微 商 的 线性 微分 式 . 分 部 积分 以 消去 这 些微 商 ， 
上 述 积分 就 成 为 


f K(z,¢)(Blv] + wo) dé, 
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其 中 Bio] 代表 Au) 的 伴随 微分 式 (参看 第 5 章 5.5.1 小 节 ). 除去 这 积分 之 外 , 还 
出 现 一 与 边界 有 关 的 项 ; 适当 地 选择 积分 路 线 可 以 使 这 项 等 于 零 . 如 果 K 的 偏 微 
分 方程 (可 以 有 各 种 的 选 法 ) 以 及 变换 出 来 的 方程 


Biv] + wv =0 


可 以 求解 , 并且 所 得 结果 使 上 面 所 作 的 各 假设 都 成 立 ， 则 这 方法 确 能 引 到 前 述 解 
u(z) 的 积分 式 . 
在 分 析 中 这 种 积分 变换 有 好 几 种 式样 . 例如 核 


K(z,C) 一 ez R es 
给 出 拉 普 拉 斯 变换 , 核 
K(z,¢) = (z-¢)* 
给 出 欧 拉 变 换 , 如 果 积 分 路 线 选 得 适当 的 话 . 
7.2 贝 塞 尔 函 数 
首先 我 们 来 讨论 贝 塞 尔 方程 
zu" + zu! + 27u 一 Xu 一 0 (2) 


和 所 有 它 的 解 ; 我 们 认定 > 和 参数 和 二 者 都 是 复数 . 
7.2.1 积分 变换 的 应 用 
对 方程 (2) 作 变 换 (1), 得 


f (z2 天 -> +2K; +2°K — »*K)v(C)de = 0. 
Cc 
现在 要 求 K 满足 方程 

2°*K.,+2K,+2°K + Kec =0. 


对 于 这 方程 说 , 函数 


K(z, ¢) = eti? sin 


是 一 个 在 整个 z 和 < 平面 上 的 单 值 正则 解 . 方程 (2) 成 为 


/uc + °K)u(¢)d¢ = 0, 
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或 用 分 部 积分 ， 
n ð 7 
A K (z, Ç Hu" + A2wv}dc + i TA — Kv'}d¢ = 0. 


变换 后 的 方程 +?v = 0 有 解 为 etiX, 因此 我 们 只 需 适 当选 择 积 分 路 线 . 我 们 注 
意 到 , 在 图 9 和 图 10 PRR L 和 Lo 的 竖 向 部 分 上 , —iz sing 的 实 部 当 Re(z) > 0 
时 是 负 的 , 并 在 C 增 大 时 趋 于 -co 因此, 如 令 K(z,¢) = eine, MIA 
Kev — Kv' 在 Li A Lo 的 两 头 都 趋 于 零 而 我 们 得 方程 (2) 的 两 积分 解 


H}(z) = -i f e`? sin CHAC ge, 
1 
(3) 
1 eer > 
H}(z) = -1f e 一 iz sin CHAC AÇ, 
1 


这 就 是 所 谓 汉 克 尔 函数 , 很 容易 验证 , 这 两 积分 对 于 Re(z) > 0 是 收敛 的 并 满足 导 
出 它们 时 所 需 的 假设 . 


一 T +i T 十 ico 
L L 
i a 0 T 
— {0 一 1co 
9 10 


7.2.2 MERER 
由 积分 (3) 所 定义 的 汉 克 尔 函 数 只 在 右 半 平面 Re(z) > 0 有 定义 . 但 是 很 容易 
把 它们 解析 延 拓 . 
如 果 对 固定 的 xz = r+ iy, > 
f(Q) = —iz sin Ç + id, 
C=E+in, A=a+ib, 
则 
Ref (Å) = y sin € cosh ņ + x cos € sinh 7 — bẸ — an, 
Imf(¢) = —z sin € cosh n + y cos € sinh 7 + a€ — bn. 
如 果 代替 0 和 -m, 我 们 取 fo 和 -r — éo 为 L1 的 竖 向 部 分 的 横 坐 标 , 则 沿 新 路 线 
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Li 的 积分 f ; SOc 对 于 那些 满足 

y sin £o — x cos £o < 0 
的 z 而 言 仍旧 是 收敛 的 , 就 是 说 , 对 于 以 直线 

y sin £o — x cos £o = 0 


为 界 的 半 平 面 中 所 有 的 z 收敛 . 对 在 这 半 平 面 中 同时 也 在 z > 0 半 平 面 中 的 那 部 
分 的 点 , 两 条 积分 路 线 都 可 以 用 . 显然 , 根据 柯 西 积 分 定理 , 它们 给 出 同样 的 结果 . 
而 在 这 半 平 面 的 其 余部 分 , 沿 新 路 线 的 积分 就 给 出 函数 H(z) 的 解析 延 拓 . WIRE 
适当 的 方法 , $ to 取 一 无 限 序 列 的 正 数值 及 负数 值 , 我 们 就 渐次 得 到 H}(z) 的 全 
部 解析 延 拓 ; 即 得 到 一 黎 曼 面 , 原点 为 支点 , 其 级 数 依赖 于 A. 

fo = 一 7/2 时 , 积分 路 线 的 水 平 部 分 等 于 零 , H3(z) 的 积分 式 为 


i e7 iTà/2 o 4 N 

tz COS. — 

HY(2) = [ete oan nanan, 
一 Do 


它 在 上 半 平 面 .f(z) > 0 代表 该 函数 . 如 果 让 z 在 扇形 区 域 
6<argz<n—6 


中 趋 于 无 穷 , 则 被 积 函数 在 整个 积分 路 线 上 趋 于 零 , 而 函数 H(z) BRATS, 
为 在 每 一 子 集合 IJm(z) > p > 0 中 , 积分 一 致 收敛 . 同样 , 当 z 在 扇形 区 域 


—r +ô < arg z < —ô 


中 趋 于 无 穷 时 , 函数 H2(z) 趋 于 零 . 因此 , 我 们 得 到 下 述 结果 : 

当 z 在 上 半 平 面 的 扇 域 5 < arg z < Tr 一 6 中 趋 于 无 穷 时 ， 汉 克 尔 函数 Hi(z) 
ATE. 当 z ÆT ERAR -n+ ô < argz <-s 中 趋 于 无 穷 时 ， 汉 克 尔 函数 
H2(z) FED. 

从 汉 克 尔 函 数 在 无 穷 处 的 性 质 可 以 推 知 : H}(z) 和 H2(z) 都 不 恒 等 于 零 , 并 且 
对 于 每 一 入 它们 都 是 线性 独立 的 . 

为 了 证 明 这 事实 , 我 们 证 明 H3(z) EERME, 五 !(z) 在 负 虚 轴 上 随 着 |z| 无 
限 地 增 大 . 

要 得 到 fH2(z) 的 在 正 虚 轴 上 收敛 的 一 个 表示 式 , 我 们 取 积 分 路 线 LL 的 竖 向 部 
分 的 横 坐 标 为 -to 及 r + éo, 其 中 & 是 区 间 0 < 如 < r/2 中 的 任意 一 数 . 由 于 在 


1) 这 一 结论 只 适用 于 函数 H}(z) 和 H2(z) 的 开始 分 支 ; 其 他 分 支 都 是 两 原 分 支 的 线性 组 合 , 因此 不 
呈现 所 述 性 质 . 
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这 一 部 分 上 积分 J ef(odc 之 值 随 y 的 增 大 而 趋 于 零 , 我 们 只 需 研究 剩 下 的 部 分 


— £o ory 
i ey sin €—bE iaé de, 
r 


十 co 


也 就 是 一 一 很 容易 从 替换 € = &' + r/2 得 到 积分 


至 十 60 
i cosh bé e” cos È cos a€d€. 
0 


但 这 积分 当 y 一 co 时 是 无 限 增 大 的 (在 lal < 1 的 情形 , 可 以 直接 看 出 这 一 点 ; 在 
la] > 1 的 情形 , 稍 作 准 确 一 点 的 估计 也 可 以 看 出 ?. 

关于 H(z) 在 负 虚 轴 上 的 情形 也 可 以 应 用 类 似 的 讨论 . 

函数 Hy (z) 和 H3 (2) 线性 独立 的 事实 说 明 从 汉 克 尔 函 数 可 以 得 出 贝 塞 尔 方程 
的 解 的 全 体 . 因为 任何 一 个 解 都 可 以 表 为 下 述 线性 组 合 


ciHi(z) 十 c2H2(z). 


RAVER, RAR BAK H}(z) 和 H2(z), R-RE z 的 因子 外 , 唯一 地 由 
它们 在 无 穷 远 处 的 行为 及 方程 (2) 所 确定 . AA, 如 果 贝 塞 尔 方程 有 两 个 线性 无 关 
的 解 具有 所 说 特性 , 譬如 在 上 半 平 面 的 特性 , 则 每 一 解 一 一 其 特例 为 H2(z) 也 
应 有 此 特性 . 但 这 是 同 刚才 证 明了 的 | 五 2(z)| 在 正 虚 轴 上 无 限 增 加 的 事实 冲突 的 . 

最 后 , 我 们 来 看 一 看 , 当 z 0H, 汉 克 尔 函 数 与 参数 入 的 相依 关系 . 因为 (3) 
中 的 被 积 函数 是 和 的 解析 函数 而 积分 在 任 一 有 限 的 入 区域 中 一 致 收敛 , 所 以 汉 克 
尔 函 数 是 入 的 解析 函数 ; 事实 上 它们 是 整 超越 函数 . 


7.2.3” 贝 塞 尔 函 数 和 诺 伊 曼 函数 
在 物理 中 , 和 和 z 都 是 实数 时 方程 (2) 的 解 特别 重要 . 要 找 它 们 的 表示 式 , RAN 


写 
H}(z) = Jy(z) + iNy(z), 


(4) 
H3(z) = Ja (z) — iNa(z), 


1) 选 Eo 使 /2 十 &0 为 r/2a 的 整数 倍 , 于 是 问题 中 的 积分 为 


1 
nr /2a x n-1 aE ` 
[mien tt Toe ev emt (ete) aa 


a 


和 数 中 的 第 一 项 随 着 y 的 增 大 而 愈 来 愈 重要 ， 因为 指数 [cos d 比 后 面 的 任何 指数 | pe i (e i 2) 
BK 1 — cos = 倍 , 但 第 一 项 是 随 着 y 无 限 增 大 的 . 
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其 中 
In(z) = (Hz) + HR(2)) (5) 
称 为 BOE A A Me, 

Ny(2) = 5-(H4(2) — H3(2)) 
AUN ER BM. 因 行列 式 


i al 
2 2 | i 
1 1 2 
2i 2i 


REFS, 函数 Jl) 和 NA(z) 对 于 任何 入 都 是 线性 独立 的 . 
当 z 为 实数 时 , RAR BK A} (z) 及 有 H2(z) RARKHM. 因为 如 果 在 表示 式 


1 . , 
Hi(z) 三 -人 et? sin Ci dC 
1 


中 以 —¢ AR ¢ (Li 是 Li 对 实 轴 的 反射 ), 我 们 得 


H}(z) = JP e iz sin CHAC dC, 
一 定 1 


T 


但 -L 和 反方 向 的 Le 相同 , 故 
H(z) = i. e-# sin C¢+iA¢ 一 H? (2). 

因此 , 当 z 和 入 是 实数 时 ,.(z) 和 NA(z) 分 别 为 汉 克 尔 函 数 的 实 部 和 虚 部 ， 
Jy(z) 和 Ny(z) 都 是 实 函数 . 

由 于 在 贝 塞 尔 方程 中 出 现 的 只 是 和 2, 所 以 只 要 HX(z), (v = 1,2) 是 解 , 则 函数 
HY \(z) 一 定 也 是 解 . 但 函数 AX (z) 和 H” (z) 不 能 是 线性 独立 的 , 因为 按 本 节 第 2 
小 节 , 它们 在 无 穷 远 处 的 行为 是 一 样 的 . 

事实 上 , 如 果 在 表示 式 


H!,(z) = -+/ e-iz sin -iXge 
Lı 
中 引入 新 的 积分 变量 : ¢ 和 r, 我 们 立 得 关系 
HŁ,(z) = e" H\ (2); (6) 


由 同样 的 计算 , 得 
H? (z) = e~4* H2(z). (6’) 
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关于 负 级 数 的 贝 塞 尔 函 数 和 诺 伊 曼 函数 , 我 们 得 到 


{Qe a 


及 e^t H}(z) = eo" Bi (z ) 
N_ (z) = (7’) 


不 像 汉 克 尔 函数 , 它们 并 非 对 于 任何 和 都 分 别 和 函数 Ja (z), Mlz) 线性 相关 . RA 
对 于 那些 使 行列 式 


iàn 一 YA 和 AT 
1] € € 


了 = 5 sin Aw 


1 1 
等 于 零 的 和 值 , 换言之 , 只 有 对 于 和 的 整数 值 n, 它们 才 分 别 线性 相关 . 在 这 种 情形 
下 , 有 


J_n(z) = (-1)"Jn(z), (8) 
N-n(z) = (=1)"Nn(z). (8’) 
因此 , 当 和 不 是 整数 n 时 , 方程 (2) 的 通 解 可 表 为 
clJA(z) 十 c2J_A(z). 
反 过 来 , 如 果 入 = n, 我 们 就 用 和 数 
clJA(z) + c2Ny(z) 
作为 通 解 . 但 以 后 将 看 到 , 即使 是 在 这 种 情形 , N,,(z) 也 很 容易 从 Jml) 和 J_n(A) 
算出 来 (参看 本 节 第 9 小 节 ). 
7.2.4 贝 塞 尔 函 数 的 积分 表示 式 
如 果 把 五 1(z) 和 H2(z) 的 积分 式 (3) 加 起 来 , 则 在 负 虚 轴 上 的 积分 路 线 消 去 
而 得 .人 (z) 在 右 半 平面 Re(z) > 0 的 表示 式 
ae) = -二 if eiz sin GHA dC, (9) 


-m +i 


m+ 19° 
， 其 中 了 是 图 11 所 示 的 路 线 
在 和 =n 的 特殊 情形 中 , 由 于 被 积 函数 的 周期 
0 性 , ERRER L 的 竖 向 部 分 上 的 积分 也 消 掉 了 . 因此 
图 11 Jn(z) = = J. eiz sin Cine ge (10) 


Jn(2) = + [ ” cos (2 sin Ç= nÇ), (10) 
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因为 (10) 式 中 被 积 函数 的 实 部 是 偶 函 数 , 虚 部 是 奇 函数 . 
用 这 些 积分 可 以 对 所 有 的 z 来 定义 J(z). 由 此 可 见 ,整数 级 的 贝 塞 尔 函 数 是 
S$ HEH BEM BH, HARE HK. 
(10) 式 还 告诉 我 们 , Jn(z) 是 函数 ez sn 对 < 的 傅 里 叶 展 开 
eiz sing 一 Jn(z)e'™ (11) 


一 Do 


中 的 第 n MERI AR. 这 一 由 母 函 数 ei sin¢ 得 到 的 展 式 可 以 当 作 n 为 整数 时 
Jn(z) 的 定义 . 
= z 和 < 都 是 实数 时 , 由 (11) 可 得 


cos (z sin ¢) = > In (2) cos nÇ, 


sin (z sin Ç) = > IJn(z) sin nÇ. 


对 于 复数 > 和 ¢, 它们 也 是 成 立 的 . 
如 果 我 们 注意 到 
J-n(z) = (—1)"Jn(z) 


即 得 _ 
cos (z sin Ç) = Jo(z) + 2X Jan(z) cos 2nd, 
2 (12) 
sin (z sin ¢) = 25. Jon—1(z) sin(2n — 1)¢; 
1 
特别 情形 : 当 5 = x/2 时 , 有 


cos z = Jo(z) — 2Je(z) + 2J4(z) —+---, 
sin z = 2J;(z) — 2J3(z) +----. 


如 果 在 (9) 中 引进 新 积分 变量 6' = ei, 则 得 


图 12 


1 _e-! = 
Ile) = za fe <)/2¢-2-1 4c, (13) 


其 中 工 是 图 12 所 示 回 路 , 这 回路 沿 负 实 轴 的 两 岸 延伸 到 C = -1 这 点 然后 沿 单位 

圆 绕 原点 一 周 1). 

1) 我 们 也 可 以 直接 根据 7.1 节 中 摘 述 的 方法 得 到 这 一 表示 式 .我 们 要 求 变换 核 满足 微分 方程 
z2Kzz +2Kz +2°K —C(CK,)¢ =0, 

它 的 解 是 K = ex*(6-6 1)/2. 变换 后 的 微分 方程 是 [Cv] 一 和 2v = 0, 其 解 为 v = 5 士 > 一 1. 
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当 入 等 于 整数 nN, 直线 部 分 的 积分 相 消 而 有 
Jn(z) = 元 f er(6—6-")/2¢-n—-1 ge (14) 


因此 Jn (z) 也 是 洛 朗 展开 


ez(6—6-1)/2 一 > Jn(z)C™ (15) 
的 第 ”个 系数 . 这 一 展开 也 可 以 用 来 作为 整数 级 的 J,(z) 的 定义 . 
如 果 在 (13) 式 中 作 变 换 ¢ = 2u/z 并 于 开始 时 假定 Re(z) > 0 一 一 取 同 样 
的 积分 路 线 , 得 
Jn(z) = = (5) i e?#2/40y- Ot) dy, (16) 
L 


但 右 方 积 分 对 于 所 有 z 的 数值 均 收敛 , 故 (16) 提供 一 个 对 于 所 有 的 z 都 适用 的 贝 
塞 尔 函 数 的 表示 式 . 特别 , 我 们 看 到 , 对 于 任何 X, J(z)/z* 都 是 z 的 一 个 整 函数 . 
7.2.5“ 汉 克 尔 函数 和 贝 塞 尔 函 数 的 另 一 积分 表示 式 

从 ,(z)/z* 所 满足 的 微分 方程 出 发 , 应 用 拉 普 拉 斯 变换 , 可 得 贝 塞 尔 函数 的 另 


一 积分 表示 式 (确实 , 我 们 似乎 有 理由 可 以 预期 , 用 这 种 方法 会 得 到 特别 简单 的 结 
果 ). 为 此 , 我 们 在 方程 


中 引入 新 变量 w(z): 
u= wz”, 
方程 变 为 
zw” + (2A + 1)w’ + zw =0, (17) 
令 


w(z) = 人 K(z, (Odg, 


K =e*¢, 


N 


L {cK zz + (2A +1)Kz + 2K }u(Ode = 0. 
对 于 拉 普 拉 斯 变换 这 特殊 情形 ， 


K,=CK, Ke=2zk, 


72 NEREK 38 
因 之 zK,s = K; 而 得 
f. {(1 +2) Ke + (2A + 1)CK}u(C)dC 
s 人 K(z,0){(1+@)v! — (2A — Dev}dc 
0 
+ i gs (Koll +d = 0. 
如 果 我 们 这 样 来 确定 C 的 v(C) 使 


(1+ ¢?)u"(¢) — (2A - 1)¢v(¢) =0 
而 且 e*v(C)(1+¢?) 在 C 的 两 端 取 同 值 , 则 原 方程 的 求解 问题 就 解决 了 . 由 


WO 2A-1 
XGO 140” 
我 们 得 到 
v(C) = c(L + 2-2, 
于 是 


w(z) = ef ež (1 + ¢?)*-1/2d¢. 
C 
引进 作为 新 积分 变量 , 把 i1) 合并 在 常数 中 并 仍 令 C 表 积 分 路 线 , 得 
w(z)=c 1 ef#6(¢2 — 1-1/2 ge, 
Cc 


为 了 找 一 合适 积分 路 线 , 我 们 先 作出 被 积 函数 的 黎 曼 面 ， 被 积 函数 在 log(¢ — 
1) +log(¢ + 1) = x 的 黎 曼 面 上 是 单 值 的 . 把 5 平面 沿 着 与 正 实 轴 平行 、 从 C= +1 


Al ¢ = 一 1 起 到 C= ioo 止 的 两 条 线 上 割 开 , 我 们 得 到 一 单 连通 区 域 . 在 这 区 域 中 可 
以 根据 x 的 虚 部 在 ¢ 平面 的 实 轴 上 的 数值 唯一 地 确定 x 的 一 个 分 支 . 我 们 确定 x 


的 两 个 分 支 Bl 和 Bo: 4 ç 为 正 实数 时 ?, x 的 虚 部 在 By LAS, 在 Bo EX 277i. 
从 任何 一 条 割 线 的 右 方 跨 过 割 线 至 左 方 相当 于 从 Bi 进入 Be". 
S Cl 和 Co 表示 两 条 分 别 在 Bı 和 B 上 的 路 径 : Ci 
包围 由 5 = +1 出 发 的 割 线 , C2 包围 从 5 = 一 1 出 发 的 割 
线 , 但 都 不 与 割 线 相交 (图 13). 代替 平行 于 虚 轴 的 割 线 ， 
我 们 也 可 以 取 与 正 实 轴 成 a 角 (0 < a < 2r) 的 割 线 , 然 
后 确定 Ci 和 C2 如 前 . 一 
对 于 那些 使 Re(iz6) 沿 割 线 趋 于 -co 的 z, 积分 w(z) 图 13 
在 Cı 上 或 Cz 上 收敛 . 同时 ， 


1) 应 为 “ 当 c 为 大 于 1 的 正 实数 时 ”. 一 一 译 者 
* 应 为 “从 一 单 值 区 进入 另 一 单 值 区 ”. 一 一 译 者 
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Kwvw(C? 1) a (C2 23 1)*+1/2eizC 


在 积分 路 线 的 两 端 也 都 趋 于 零 ; RAZ, w(z) 是 (17) 的 解 . 当 割 线 与 实 轴 & 上 成 a 角 
BY, 合 于 这 情况 的 z= + iy 满足 


y cos a+2z sin a> 0， 


即 z 位 于 以 直线 y cos a+r sin a = 0 为 界 的 两 半 平 面 之 一 中 . 但 是 , 我 们 可 以 像 
本 节 第 2 小 节 中 那样 来 解析 延 拓 这 些 积分 , 只 要 适当 地 令 a 取 一 无 界 序列 的 正 数 
值 及 负数 值 即 可 . 如 果 像 图 13 那样 特殊 地 在 两 条 路 上 都 选 a = r/2, 则 两 积分 都 在 
右 半 平面 Re(z) > 0 收敛 . 如 果 把 路 线 Ci 转 到 沿 正 实 轴 , 则 相应 积分 在 上 半 平 面 
收敛 , 且 当 z ERR 


ô<arg z<rn-—ô (0<5< 7/2) 


中 无 限 增 大 时 积分 趋 于 0.， 因 此， 按照 本 节 第 2 小 节 中 的 讨论 ,这 积分 必然 与 
H}(z)/2 重合 , 最 多 差 一 与 z 无 关 的 因子 . 
故 
H}(z) = az f eiz¢ (C2 _ 1)>-172dC， 
Ci 
同样 ， 
H?2(z) = az f es (C2 = I) 4dr. 
C2 
系数 a; 和 az RRS AAR, 它们 的 数值 应 相等 但 符号 相反 . 我 们 先 对 于 实数 
A, 利用 当 入 和 z 为 实数 时 两 汉 克 尔 函 数 为 复数 共 辆 的 性 质 ( 见 本 节 第 3 小 节 ) 来 
证 明 这 点 . 当 入 和 z 为 实数 时 , RTA Y 


H®)(z) = we f eiz (C2 1)*-1/2dc. 
Ca 


这 可 以 验证 如 下 : 在 适当 的 单 值 区 域 B 和 B 中 , 当 |¢| RAN, 在 与 虚 轴 平行 的 
四 条 线 上 (图 13)( 也 就 是 说 , 当 |C| 一 oo, 5 BADER), log(C? — 1) 的 虚 部 
WED, 由 左 至 右 约 分 别 等 于 -ri ri, -ri ri. 因此 我 们 有 


HP(2) = 2H (2) = HP, 
ay 
即 a = a1. 现在 我 们 来 证 明 , 当 和 为 实数 并 > -了 时 , ar 和 oa 都 是 纯 虚 数 , 从 而 
证 明 az = -al. 因 a, 和 az 解析 地 依赖 于 A, 故 对 于 所 有 的 和 值 都 应 有 al +a = 0. 


1) 要 保证 在 正 实 轴 (对 z 言 一 一 译 者 ) 上 的 收敛 性 , 我 们 取 Ci 和 C2 平行 于 虚 轴 ( 见 图 13). 
2) 即 当 |c] 一 co 而 5 从 割 线 的 不 同方 向 趋 于 割 线 时 ，log(62 一 1) 之 值 . 
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要 看 出 al 是 纯 虚 数 , 取 z = iy y > 0, 并 把 cl 转 到 沿 正 实 轴 从 《= 1 BC = +00 
的 路 线 . 于 是 


oo 
H” (iy) =a,(1— en PHO-H ay) es (g? x 1)*-1/24ge. 
1 
由 公式 
e 一 TIA/2 oo 
Hy) = EE [ev coo nay 
mi Jæ 
得 


D(A) 
其 中 O(A) 当 和 为 实数 且 > -3 时 是 实数 . 因此 对 于 这 样 的 à 值 , a = -a 而 有 


a2 = —a\. 


由 本 节 第 2 小 节 知 汉 克 尔 函数 是 的 解析 函数 , 又 可 立刻 看 出 , 积分 eiz¢(C2— 


1)? d¢ 也 如 此 , 因此 , 系数 ai (A) 和 az(A) 是 A 的 解析 函数 , 亦 即 关系 ol = -a = 
c 普遍 成 立 . 

如 果 把 两 汉 克 尔 函 数 的 积分 表示 式 相 加 , 结果 所 得 的 积分 
路 线 可 以 变形 为 一 横 8 字形 的 路 线 %( 图 14), 它 沿 正 向 绕 + 
一 周 并 沿 负 向 绕 -1 一 周 . 这 样 , 我 们 得 到 贝 塞 尔 函数 的 一 个 表 Hü 
示 式 


al (入 ) cos tA = 


JA(z) = cz f ciz6((2 — 1-26, 
A 


这 表示 式 当 入 头 m 十 x(n =0,41,---) 时 在 全 z 平面 上 成 立 , 原因 是 积分 路 线 位 于 


平面 上 的 有 限 部 分 . 
为 了 确定 c, 我 们 把 这 表示 式 同 积分 式 (16) 相 比 , 得 到 z = 0 时 的 关系 


efe —1)*-1/2gdc = 去 元 fea. 
在 下 一 小 节 中 我 们 将 看 到 , 左 方 积分 之 值 为 
1 
r (3) 


[e -ag = ani — 
= T(A+ 1)T (3 — a) 


要 算出 右 方 的 积分 , 我 们 来 看 积分 
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在 t 是正 实数 的 特殊 情形 . 因为 这 积分 代表 一 个 t 的 解析 函数 , 所 以 只 要 对 于 这 些 
特殊 的 t 值 把 它 化 为 已 知 的 解析 函数 即 可 . 
在 t>0 的 假定 下 , 由 于 指数 t+ 一 1> 一 1, 积分 直到 原点 均 收 敛 , 我 们 可 以 把 积 
分 路 线 的 单位 圆 部 分 缩小 至 原点 . 根据 柯 西 
-2 定理 ， 如 果 取 积分 路 线 为 沿 实 轴 的 下 上 岸 由 
15 —oo 到 0 然后 沿 上 上岸 由 0 回 到 -co( 图 15), 
来 代替 L, 积分 之 值 不 变 , 即 


yt} a ia yt} men | 
一 一 dv = — e” au 十 一 一 a a i t > 0). 
2ri er 277 w+ ee i ( ) 
xmre son be 


$ v= 一 w, 前 一 积分 成 为 


1 f° 
wt le~@-Drte~w(_dw) = 


af wt 1 ER l)ri e “du, 


Qni 品 2ri 
第 二 个 积分 成 为 
ft aa t-l ,(t-l)mi,—w/_ gq 
sri | we e “(—dw). 
它们 的 和 为 


1 /oo 
wile (et =) et"™i)dw. 


2ri 


I etti — e-tri — 2i sin nt, 而 按 定义 
J- wt le Ydw = I (t), 
0 


所 以 两 积分 之 和 等 于 

Sin -T rg). 
由 了 函数 的 辅助 定理 

AOE == sin mt 

二 sin nt 1 

r(t) = Fan: 
seca 1 1 

Oni ved = TU- =’ 

而 常数 c 之 值 为 


7.2 WER RR 


我 们 最 后 得 到 Jy(z) 的 表示 式 为 


1 
Jy(z) = . (3 à) G fe sa 1)>-/2a¢, 


; 1 
2ri l (5) 


这 表示 式 除 去 A=n+1/2(n A > 0 的 整数 ) 之 外 , 对 于 所 有 的 A 都 成 立 . 


对 于 汉 克 尔 函 数 , 我 们 可 以 找到 相应 的 公式 ; 


Cee 
AX(2) z ao (5) i ec (e 7 iy de, 


H3(2) = 


1 
it a) (到 he ia. 


7i 2 
如 果 Re(A) > 5, 我 们 可 以 从 (18) 式 导 出 很 有 用 的 表示 式 


1 zya f+ izC 2\A—1/2 
— [= e*S(1 —¢*) /2d¢. 
r(3)r(a+5) (3) l 


EAA 7, (H RelA) > 一 3 nt) 


Jy(z) = 


z 


7.2.6 ABRARHBAARA 


入 ft? 
) ‘| cos (z sin T)(cos 7)2*dr. 
=$% 
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(18) 


(18) 


(19) 


(20) 


我 们 可 以 用 初等 方法 得 到 在 全 z 平面 上 单 值 解析 的 .人 (z)/z》 BERRI. 


例如 , 我 们 可 以 像 在 第 5 章 中 那样 设 


co 
u(z) = z? > QG 
0 


代入 微分 方程 (2) 中 , 然后 逐次 来 定 系数 a,. 不 过 在 我 们 目前 的 体系 中 , HERR 


展开 可 从 积分 表示 式 得 出 . 


我 们 从 积分 式 (18) AF, 把 函数 ex RREAK (但 注意 只 有 当 和 六 n+3 (n= 
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0, 士 1, 士 2 …) 时 才能 应 用 (18) SX). 因为 这 级 数 在 任何 有 限 的 〈 区 域 中 一 致 收敛 ， 
故 可 逐 项 积分 而 得 


r € - a) 
a= I Gy > =a fee = 1) dg. 
) n=0 


计算 积分 Cn(C? 1)*-W24qc 时 , 我 们 注意 到 , 所 讨论 的 是 A 的 解析 函数 ， 


此 只 要 对 于 所 有 Re(A) > 0 的 和 确定 这 些 函数 即 可 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 可 以 把 积 
分 路 线 变 形 为 在 区 间 -1 < 和 < 1 上 来 回 一 周 的 路 线 . 
被 积 函 数 之 值 为 : 


e™i(A-1/2)Cn(1 = ¢2)>-1/2 在 实 轴 上 上 岸 ， 
e~*(A-1/2) en (1 _ eps EXATA, 


因此 ， 
/人 ee- 1)>-LM2dc = 一 2; sin m Q- a) f. CU- CP N. 
右 方 积分 当 n 为 奇数 时 等 于 零 ; 当 n 为 偶数 时 , 得 
Lee —1)"/?d¢ = 4i sin r (a + 5) i C2"(1 — ae. 
用 变换 C? =u, 上 式 变 为 
Lee —1)"'/?d¢ = 2i sin 7 (a + 5) T um UV2(1 — u) "du. 


右 方 积分 是 一 个 第 一 类 的 欧 拉 积分 . 根据 熟知 的 关系 


1 
Bipa) = | 20-2)" ae = roro, 


得 
| C2n(62 — 1)-/2d¢ = 2% sin x (a + 5) B (n+ v5 + 5) 
a 2 2 2 


1 r(n+5)r(a+5) 
= 2i sin 7 (A+3) eS 


2 T(n+A+1) 
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f C2n(62 — 1) 12de = ami g ¢ i 3) , 
a r( 
在 n=0 的 特殊 情形 
[ë 一 DY2d = 


把 这 些 计 算 结果 代入 Jl) 的 级 数 中 , 得 


1 
Kee (3) cia a): 


但 


i 
is) = (3) per O mr (21 


如 果 和 非 整数 , 系数 1/P(n + 入 + 1) 都 不 等 于 零 . 但 如 果 和 是 整数 , 则 


1 
Fn 十 十 ]] 


1 _ ts ed 

P(n+A+1) (十 AD 

可 以 看 出 上 面 所 作 关于 A x n+ 3 的 假设 , 对 于 (21) 的 成 立 并 非 必要 , 因为 级 

数 (21) 对 于 入 =n+ 3 也 一 致 收敛 , 并 且 像 我 们 已 经 见 到 的 , Jy(z) 是 和 的 解析 函 
数 . 

级 数 (21) 对 所 有 的 z 值 均 收敛 , 因此 .(z)/zA 是 一 个 整数 越 函数 , 如 果 它 不 

是 一 个 多 项 式 或 一 常数 . 但 后 一 情形 是 不 可 能 的 , 因为 当 和 是 负 整 数 时 只 有 有 限 个 


1 
r'(n+A+1) 


= 0, 4% n+A+1<0, 


4 n+rA41>0. 
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等 于 零 , 其 他 的 都 不 等 于 零 , 故此 z2n 的 系数 不 等 于 零 而 ,人 (z)/z^ 的 级 数 有 无 穷 个 
非 零 项 . 

从 (21) 立 见 当 入 和 z 都 是 实数 时 , J\(z) 也 是 实数 , 因为 这 时 函数 是 实数 . 
7.2.7 各 贝 塞 尔 函 数 间 的 关系 


我 们 已 经 导出 贝 塞 尔 函 数 的 医 级 数 展开 及 积分 表示 式 ， 我 们 现在 利用 它 的 积 
分 表示 式 来 阐明 贝 塞 尔 函 数 的 一 些 一 般 的 特性 . 由 (16) Ñ 


1 z\r 2 
—(A+1) „v-z“ /4v 
Jy(z) = Oni (5) fe e dv, 


其 中 工 是 图 12 中 所 示 的 积分 路 线 , 我 们 有 


Ja(z) 1 1 — A+1) = 2/4 
= =a” ( e2 du, 


两 方 对 z? 微分 , 并 在 右 方 形式 地 在 积分 号 下 求 微 商 , 得 


dk J\(z) Em 1 1 - 一 v—z?/4v 
ar e -az eF) e do. 
积分 号 下 求 微 商 是 合法 的 , 因为 在 路 线 L 上 不 等 式 |v| > 1 成 立 , 因 之 当 |z| < h 时 ， 
函数 


a3 2 2 
le z /和 | < el? /4v| < e” 


一 致 有 界 , 而 右 方 为 一 z? 的 解析 函数 是 一 致 收敛 积分 . 
以 Atk 乘 最 后 方程 的 两 端 时 , 右 端 出 现 另 一 贝 塞 尔 函数 , 于 是 有 


dk J(z) = 1 k Jn4k(Z) 
d(z2)k zA -(-3) er , (22) 
或 写成 另 一 形式 
d J J 
(a) ee 


MT k=1 的 特殊 情形 , 有 


d Jy(z) Sng (2) 
a er my 
亦 即 递 推 公式 
A (24) 
当 =0 时 , 这 式 子 成 为 
A(z) = _ dJo(z) 


dz 
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我 们 进一步 来 讨论 A= — 5, 和 -3 的 情形 . 由 (21) 有 
zig (1)” 2\2n 
no- O Een @ 


2 (D on _ /2 
J_4(2) = B s Qn) m fZ cos z 


利用 公式 (23) F A= -2 的 情形 , 


dz 2 一 各 Ba z73 i 


得 
4 CS z= -aa z= An 
或 者 
Ji (z) = VŽ sn z, (25) 
将 两 式 相 除 , 得 
J_3(z) 
Jy (2) cot z 
因此 , 当 入 = -3, 和 = 5 时 , 贝 塞 尔 函数 可 以 简单 地 用 三 角 函数 来 表示 . 
由 公式 
JA(z) = H(z) ; Gr 
1. s(e)— HBO + Heyer 
得 , 当 入 = 5 时 
Hy (z)+ Hi (z) 
J, (z) = So 
及 


i (H; (z)- H? (2)) 
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或 
HÌ (z) — H (2) 


—iJ_} (z) = 5 


把 它们 相 加 , 得 


Hì: (2) =J} (z) 一 iJ_3(2) = Sein z—i cos z)= -iZ (26) 


相 减 , 得 


Hy (z) = Jz (z) +tJ_3(z) = /Zein z +i cos z) = if Ze. (26’) 
这 些 公式 再 度 显 示 : 贝 塞 尔 、 诺 伊 枝 和 汉 克 尔 函 数 间 的 关系 与 正弦 、 余 弦 和 指 
数 函 数 间 的 关系 相似 .这 种 类 似 处 在 将 来 讨论 关于 零点 的 分 布 的 定理 时 还 会 表明 


(参看 本 节 第 8 小 节 ). 
应 用 (22) 
dt Dz) _ ei Ink (2) 
d(z2)k zA 2 gatk 
于 入 = 5 的 情形 , 有 
dé 2sin z 1\* Jez (2) 
apy? z ` (-5) ZK+ 妆 ” 
因此 ， 


(2z)k+2 dk sinz 


Jk+4(2) = (-1)* VT d(z?)k z 


换言之 , 任 一 贝 塞 尔 函数 ;3(z) 可 以 表 为 z 及 三 角 函 数 的 有 理 函 数 乘 上 Vz. 
另 一 不 同 的 递 推 公式 可 以 从 


Rive a few 
用 积分 号 下 求 微 商 的 方法 得 到 . 结果 是 
KO = ga {fe o- f e oa, 


或 1 
JA(z) = z {Ja-a (2) — Jy41(z)}. (27) 
从 这 式 中 减 去 关系 式 


Jy(z) = 


AG — JA+1(2), 


7.2 WERK RHR - 391 - 


得 
Jy—1(2) 十 .+i(z) = 74 Il). (28) 
最 后 的 关系 式 还 可 以 写成 
ha A T > a | 
J(z) z J(z) z 2+2 1 ; 
Jy4.1(z) z 2 入 十 4 E 
z 


也 就 是 说 , Jy—1(z)/Ja(z) 可 以 用 一 无 穷 连 分 式 来 表示 . 不 过 我 们 这 里 不 能 讨论 它 的 
收敛 问题 , 以 z RAH, 上 式 成 为 


JA-1(2) _ E z? _ z? 29 
Jy(z) 2\+2 2+4-. ` (29) 
1 3 
当 和 = 时 , 这 式 化 为 
Jaiz 2 
eO L, cot z=1- 二 -一 一 一 ， 
1/2 3- = 一 (30) 


它 代表 关于 cot z 的 一 无 穷 连 分 式 . 这 是 早 在 十 八 世纪 就 知道 的 公式 , 兰 伯 特 0 曾 
用 它 来 证 明 r 是 无 理 数 , 他 令 z= 7/4. 
对 于 指数 为 整数 ”的 贝 塞 尔 函 数 , 下 述 函 数 关系 成 立 : 


Jat) = 》 (oI) (31) 
这 式 子 的 证 明 可 以 直接 从 母 函 数 的 关系 etotbsn — gia sn¢ essing 得 到 
为 按 这 关系 , 有 


> Jn(a + bei” = > iS adto) ens, 


n=—00 N= 一 00 2 一 一 Oo 


由 此 即 得 (31). 
这 公式 有 一 推广 . 对 于 n = 0 的 情形 , 推广 式 是 


Jo(Va2 + b? + 2ab cos a) = Jo(a)Jo(b) + 23> J,(a)J_,(b)cos va. (32) 


1) J. H. Lambert. Mémoire sur quelques propriétés remarquable des quantités transcendentes 
circulaires et logarithmique. Acad. sc. Berlin. Mém., Vol. 17(1761), 1768, 265-322, 尤其 是 p. 269. 
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要 证 明 它 , 我 们 利用 积分 表示 式 (10) 把 乘积 (a)J_,(5b) 写成 一 双重 积分 
de, 人 ella sin G1+b sin 62)—iv(G1—62) gc. 
稍微 变换 一 下 就 可 以 把 这 积分 变 成 
Ey Jola? +b? + 2ab cos aje-irada， 


27 J_ 


因而 (32) 得 证 . 

最 后 , 我 们 注意 到 , 在 一 定 的 假设 之 下 , 一 个 函数 f(r) 可 以 用 贝 塞 尔 函 数 来 表 
示 , 如 同 它 可 以 (按照 傅 里 叶 积分 定理 ) 用 指数 函数 来 表示 那样 ( 见 第 2 章 2.6 节 及 
第 5 章 5.12 节 ). 设 /r) 连 续 并 分 段 平 滑 ,， 且 设 


[ rler <, 
则 对 于 每 一 整数 nn 及 7 > 0, f(r) 可 以 表 成 
f(r) = f ar f tf (t) Jn (st) Jn (er)dt. (33) 
这 公式 可 推 得 如 下 : > 


z=r cos 0 y=r sin 6. 


考虑 函数 
g(z,y) = f(r)e”*. 


在 上 设 关于 f(r) 的 假定 下 , 这 函数 必然 是 连续 的 , 并 且 一 除 在 零点 的 邻近 一 一 
具有 分 段 连续 微 商 ， 如 果 应 用 二 维 的 傅 里 叶 积分 定理 ( 见 第 2 章 2.6.2 小 节 ) 于 
g(z,y), 并 把 居于 里 面 的 两 积分 的 次 序 互 换 (这 一 点 需要 验证 ), 得 


g(x,y) = = E J- eiluztvy) dudu B T g(E, new E+ dédn. 
引进 极 坐 标 来 代替 £, N, U, V 作为 积分 变量 : 


E= 8 cos a, u =t cos B, 


n= s sin a, v=t sin Ø, 
得 
fine? = 2 / ” idt Í * etc- f sf(s)as | einae- 训 casta-p)da 
án? Jo 一 和 0 = 
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作 代 换 


则 由 于 指数 函数 的 周期 性 , 上 式 成 为 


in@ co T co n 
fire? — e 3 tat f ev irt sin wierd | sf (sds | e ist sin a’ +ina’ go! 
4r? Jo = 0 -r 


应 用 (10) 式 而 对 a! 和 8' 积分 , 立 得 所 述 关 系 
f(r)= i tJn(rt)dt i 8f(s)Jn(st)ds. 


前 面 提 到 , 在 这 证 明 里 关于 积分 换 序 的 问题 , 需要 验证 一 下 . 要 避免 这 一 点 , 我 
们 可 以 给 公式 (33) 另 一 与 证 傅 里 叶 积分 定理 类 似 的 证 明 . 我 们 利用 对 于 任何 在 原 
点 等 于 零 并 分 段 平 滑 的 函数 f(r) 都 成 立 的 关系 


f(r) = lim qe sf(s)P,(s,r)ds, 
v— co 0 
R (34) 
P,(s,r) = f tJn(st)Jn(rt)dt, 
a 表 任 何 正 数 , H a > r > 0. 这 关系 完全 与 第 2 章 中 的 狄 利克 雷 积 分 相当 , 证 明 亦 
类 似 . 现在 我 们 来 证 明 , 在 积分 / “rlf(n)ldr 存在 的 假定 下 , 对 s 的 积分 可 以 延至 
0 
EJ. 原因 是 , 4 r s 时 有 恒等式 


v 
2 — r2 


P,(r,s) = {sJn(vr)Jn41(vs) — TJn (vs) Jne1 (vr)}. (35) 


它 是 从 下 一 小 节 中 的 (36) 式 利用 递 推 关 系 (24) 得 到 的 . 这 恒等式 告诉 我 们 . 对 于 
固定 的 + 40, 已 (~,s) 随 着 s 的 增加 而 一 致 (对 于 o 言 ) BTS (例如 , 可 用 贝 塞 


尔 函 数 在 它 的 变量 很 大 时 的 渐 近 展开 来 证 明 这 一 点 - 关于 渐 近 展开 见 第 5 章 
5.11.2 小 节 或 第 7 章 7.6.2 小 节 ). 因此 , 当 a 够 大 时 , 积分 


T sf (s)Py(r, s)ds 


对 v Alb 而 言 可 一 致 地 为 任意 小 , 这 也 就 证 明了 关系 (33). 
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7.2.8 ” 贝 塞 尔 函 数 的 零点 


最 后 , 我 们 来 推导 一 些 关 于 贝 塞 尔 函 数 的 零点 的 定理 ?). 
贝 塞 尔 函 数 .(z) 满足 微分 方程 


2 
JX(z) + E) 十 (1 一 *) Jy(z) = 0. 


4 
z=&t, &1 = BR Z 0, 
和 1 入 2 
Jy (£t) + ga Aet) + ( 一 gn] Ja(&t) = 0. 
同样 , 如 令 
z= zt, &2 = BR Z 0, 
得 


n 下 和 2 
Jy (Eat) + gat 624) + (1 = aa) Jy (E2t) = 0. 
以 E7tJy (fot) 乘 第 一 个 方程 , 以 -Et (st) 乘 第 二 个 方程 , 把 结果 相 加 , 得 


t(EF JY (Ext) Ja (Eat) — BY (Eat) Ja (Et) 
+E JI (Et) Ja (Eat) — 2d} (Eat) Ja (&rt)) 
+E? — &)tJa (Et) Ja (Eot) = 0. 


它 的 前 两 项 的 和 等 于 函数 
t(€1 JA (Eat) Jn (Eat) — EJ} (Eat) J3 (€1t)) 
对 t 的 微 商 . 如 果 这 函数 在 区 间 (0,1) 中 有 意义 , 则 将 上 式 由 0 至 1 积分 , 得 
t(E1 J3 (Ert) Ja (Eat) — €2 7 (Eat) Ja(Ert)) Io 
+E? - ) ji EDI Gtdt = 0. (36) 
Ja(2)/2 系 z 的 整 函数 , 不 难 证 明 
t(€1 Jy (Ext) Ja (Eat) — €2 7 (€2t) Ja (€1t)) = t°*7 Q(t), 


1) 参看 第 6 章 6.2.4 小 节 中 与 此 有 关 的 结果 . 


7.2 MÆRK . 395 . 


其 中 g(t) 是 t 的 一 个 整 函数 . 因此 , 如 果 和 > -1 则 当 t= 0 时 , 最 后 的 式 子 等 于 
零 , 而 (36) 成 为 


(E1 J} (E1) Ja (Ee) — €27 (Eo) T(E1)) + (E? — Df tJ (it) Jo(Eot)dt = 0. (37) 


由 这 方程 , 我 们 可 以 对 于 .A(z) 的 零点 的 分 布 作出 一 些 结论 ( 见 第 6 章 , 6.6 4). 

2 ER T(z) 的 一 个 不 等 于 零 的 零点 . 令 & = E, £2 =F E BE MHRA. 
于 是 只 有 当 & 是 实数 时 , & 才 会 等 于 G. 

设 和 为 实数 , 则 对 于 实数 z, Ja) 取 实 数值 . HARM (21) 之 系数 为 实数 , Ask, 
如 果 NE 等 于 零 , NO 也 要 等 于 零 . 在 (37) 中 令 KE) = Jl) = 0, 则 大 括号 
STS, 第 二 项 变 成 


1 
é?) f t|J(€t)|?dt = 0. 


我 们 假设 了 & 类 0， 又 因 贝 塞 尔 函数 不 恒 等 于 零 ， 故 [ T tlaa(ét)Pat + 0, 因此 
= - 0 
(2-2) =(€-HE+H =0, M 
E=ERE= E, 
也 就 是 说 或 者 是 实数 , 或 者 是 纯 虚数 . 所 以 当 A> -1 时 , 贝 塞 尔 函 数 (2) 只 有 


实数 或 纯 虚 数 的 零点 . 
为 了 讨论 贝 塞 尔 函 数 的 纯 虚 数 零 点 , 我 们 来 看 车 级 数 展开 


Jy(z) (- L 2n 1 
zà mE (3 J 六 (m 十 入 十 1) 
作 代 换 z = ai, a 为 实数 关 0, 得 


Jy(z) 1 
ms -zE nI n+ +1) 


入 是 实数 , 所 以 除了 有 限 个 数 的 例外 , n + 入 + 1 对 于 所 有 的 n 都 是 正 的 . 又 因 
r 函数 当 它 的 变量 为 正 数 时 取 正 数值 , 所 以 窜 级 数 的 系数 , 除去 开头 有 限 几 个 之 外 ， 
其 他 都 是 正 的 . 当 |a| RAN, 高 次 项 占 优势 , 又 因 a £0 时 (a/2)2 > 0, 所 以 当 Jal 
够 大 时 Jy(z)/z* > 0. 因此 , 只 能 在 虚 轴 上 有 限 的 一 段 上 出 现 函 数 .人 (z)/z、 HS 
点 . 也 就 是 说 , 作为 一 个 整 超越 函数 , ]\(z)/z* 只 能 有 有 限 个 数 的 纯 虚 数 堆 点. 当 
入 > -1 时 Jy(z)/2* 不 能 有 纯 虚数 零点 . 因为 在 这 种 情形 中 对 于 所 有 的 n 


n+A+1>0, 
['(n+2A+4+1) > 0， 
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因此 , 级 数 的 系数 都 是 正 数 , 级 数 本 身 也 就 是 正 的 . 特别 情形 , 当 和 = 0, 1,2,:… BF, 
不 存在 纯 虚数 零点 . 

综合 上 述 , 得 到 下 面 的 结论 : 当 实 数 入 > -1 时 , J\(z) 只 有 实数 零点 . 如 入 为 
任意 实数 , 则 .人 (z) 只 能 有 有 限 个 纯 虚 数 零 点 ， 事实 上 , THER, ¥A 为 实数 时 ， 
不 在 实 轴 上 的 零点 的 总 数 总 是 有 限 的 . 

对 于 每 一 正 整数 和 , 函数 hl) 有 无 穷 个 实数 零点 . 这 可 以 从 前 一 章 中 的 讨论 
来 证 明 , 因为 Xu(z) 的 诸 零点 给 出 一 微分 方程 的 本 征 值 组 . 

我 们 最 后 要 来 说 一 说 贝 塞 尔 函 数 的 实 零 点 的 位 置 . 

设 和 为 实数 并 令 


J. 
ay ihm 


则 有 (17) 式 
zu” + (2A + 1)u' + zv =0. 


WR € 是 v 的 一 个 正 数 零点 , 则 当 z = € 时 微分 方程 成 为 
Ev” (E) + €v(€) = 0, 


因 之 
v” (£) + v(£) = 0. 


由 此 可 知 , 在 E 点 二 阶 微 商 vE) 不 能 也 等 于 零 . 因为 如 果 这 样 , 那么 就 会 有 
v(€) = 0, 由 此 及 v (£) = 0 就 得 到 (17) 的 解 v(z) 恒 等 于 零 的 结论 . 因此 , 我 们 断定 
v(€) 和 v” (€) 具 相 反 的 符号 . 

令 R&(>&) 为 v'(z) 的 两 相 邻 零点 , 使 当 <z < E 时 wv'(z) 关 0. 于 是 
按 罗 尔 定理 , Æ & Mie 之 间 必 有 w 的 奇数 个 零点 ; 因此 , v€) 与 vle) 异 号 ， 
而 v(&1) 与 vll) 也 随 之 异 号 . 所 以 在 & 和 i 之 间 有 奇数 个 v 的 零点 一 一 BD 
有 一 个 . 但 由 罗 尔 定理 , 这 种 零点 只 能 有 一 个 , 因为 在 v 的 两 相 邻 零点 之 间 必 有 v 
的 奇数 个 零点 , 而 按 假设 , v 在 AS 之 间 是 没有 零点 的 . 准 此 , v 恰恰 有 一 个 零 
点 在 & 与 & 之 间 . 换言之 , 在 v' 的 两 相 邻 零点 之 间 , AMARA v 的 一 个 零点 . 
v 和 v' 的 正 数 零 点 是 互相 隔 开 的 ; 对 于 负数 零点 , 情形 也 相同 . 

在 本 节 第 7 小 节 中 , 我 们 曾 推导 出 关系 (23) 

4 Ie) Ial) 
dz z% zà 


of = ee) 
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既然 v 和 vw 的 零点 互相 隔 开 , 而 且 由 于 


_ D8) hal 
a i a >? 


所 有 v 和 v 的 正 负 零点 也 是 al) 和 Ml) 的 零点 , 因此 , Ja(z) 和 .+i(z) 的 
零点 互相 隔 开 . 


‘ 1 1 
当 入 = 一 7, 入 = 也 时 , 我 们 有 
J_1/2(z) = [20s z, J1/2(z) = YZ sn Zi 
它们 的 零点 分 别 为 
3x, at (2n + 1)r 
+5, +> +>) vee, i pee 
和 
0, +r, 27, ---, ENT, >; 
它们 的 确 是 互相 隔 开 的 . 
在 这 方面 , 贝 塞 尔 函 数 也 显 出 它们 同 三 角 函 数 相似 之 处 . 
7.2.9 PRAK 
如 果 入 不 是 整数 , 我 们 可 以 从 关系 (5) 
J(e) = 5 (HA(2) + H(z)) 
和 (7) 


J-a = F(z) + oP HR(2)) 
解 出 H}(z) 和 H2(z) 来 . 我 们 得 到 


Hy(z) = ———— (Jy (z)e~"* — J_y(z)), (38) 


isin L 


H(z) = (Jx(z)e* — J_y(z)), (38’) 


i sin os 


ai J 和 

NG) = EG) — H(z) = DO Am 人， 
但 是 用 Jy 和 J-、 来 表示 诺 伊 曼 函 数 的 这 个 式 子 当 和 为 整数 时 不 成 立 , 因为 在 这 
情形 中 分 子 Jy (2) cos Ar — J-Ęa(2) 和 分 母 sin Am, 作为 A 的 函数 , 都 是 一 级 零点 


(39) 
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不 过 由 于 分 子 和 分 母 当 z 40 时 都 是 和 的 正规 解析 函数 , 我 们 可 以 把 二 者 微分 , 以 
求 该 函数 在 和 为 整数 时 之 值 . 对 下 述 商 式 


OJ(z) 
入 


cos Am — J)(z)m sin An 一 ie) 


m cos Ar 


取 极 限 , 得 关于 整数 A 的 公式 


me = = (20 (apa), (40) 
很 容易 验证 , 方才 得 到 的 式 子 是 \ 为 整数 时 微分 方程 的 一 个 解 . 事实 上 , 如 果 我 们 
NRA 


@JIy(z)  1dJy(z 和 2 
apr + SE + (1-3) aw=0 


( 它 是 一 个 关于 和 的 恒等式 ) 对 和 微分 , 我 们 得 到 


d DJ(z) 1 d DJN(z) A2 \ ðJ (z) _ 2A 
oe tae et (1-4) = 


d? 0J_\(z) 1 d AJ_y(z) + (1 *) OJ_ (z) 


dz? ðA zdz BA 22 Or 


以 (-1D) > 乘 第 二 个 方程 , 把 所 得 结果 从 第 一 个 方程 中 减 去 , 利用 及 (z) = (一 1)*J_a(z) 
的 关系 , 可 看 出 所 得 结果 的 右 方 在 和 为 整数 时 等 于 零 . 因此 , 函数 


aJ (2) _ 
aa 


是 贝 塞 尔 方程 的 另 一 解 . 

方才 推出 的 诺 伊 曼 函数 同 函数 Jy (z) 及 J_a(z) 之 间 的 关系 使 我 们 能 够 从 贝 塞 
尔 函数 的 表示 式 求 出 相应 的 N、(z) 的 表示 式 . 举例 说 , 从 积分 表示 式 (9), 我 们 得 
到 , 4AAnK 


2 和 
一 (2): 


(1 =TNx(z) (入 = 整数 ) 


Na(z) = -— / e- 这 sin {ei cos mà — eS} dC, (41) 
L 
以 及 当 A=n BY 
Nala) = = J ce-** "oos nede (n= 偶数) (42) 
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Na(2) = <q f Ge Csin nede (n= #83), (42) 
又 例如 利用 本 节 第 5 小 节 的 积分 公式 (20), 我 们 可 以 从 


2 /0 人 
n= = (Rs 
得 到 
mNo(z) = 2(C + log 2)Jo(z) + 2 ie cos (z cos ¢)log(z sin? ¢)d¢, (43) 
T Jo 
其 中 C 是 有 名 的 欧 拉 常数 . 


同样 , N、(z) 的 级 数 展开 也 可 以 从 .人 (z) 和 .三 A(z) 的 级 数 展开 得 到 . 我 们 将 较 
详细 地 讨论 和 为 整数 的 情形 . 这 时 ， 


J (z) = apa a G” T(n a +1) 
我 们 可 以 在 和 数 号 下 求 微分 , 得 
py =e pads CC) 


24-902) tog -J-ate)-(3) () 


n=0 


(44) 


我 们 先 来 定 微 商 d/dt[1/T(t), 当 t 为 正 整 数 时 之 值 . 当 t 关 0, 一 1, -2,---H, r R 
数 满足 下 述 函 数 关系 : 
r(t+1) =tP(t). 


求 对 数 微 商 , 得 


Pt+D 1 mt) 
T+) tt TO’ 
重复 kK, 得 
rt+k+1) 1 1 1 r(t) 
Tit+k+1) ttk tk- tt TA 
(k=0, 1, 2, ---). 
我 们 有 


d 1 r'(t) 1 P(t). 


r Tt) T(t) T(t)’ 
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如 在 前 式 中 令 t= 1， k=n— 1, 我 们 得 到 , 当 n =1,2,3,--- 时 


T'(n+1) 1 1 r’(1) 
二 二 十 一 一 i+ 
I(n+1) ne “TD 
1 
=- + +--+1-C. 
“n n=l 


知道 了 T(t)/T(t) 当 t 为 正 整数 时 之 值 , 就 可 以 得 出 所 求 微 商 d/dt[I/P(b] 在 这 些 


点 上 的 值 : 
d 1 
(E6) ga 
d 1 1 1 1 
dt P(t) -- dr tia + 
要 得 到 t 为 负 整 数 时 微 商 之 值 , 我 们 从 方程 


M(t+k+1)_ 1 Me a pe 
T(t+k+1) t+k t+k-1 t 


解 出 A/TA 来 . 以 -1/T(t) 乘 所 得 结果 , 得 


-A4 rol 1 l ws eee ee 
T(t) T(t) Ptit t+l ttk—l t+k 
1 (t+k+1) 


P(t) P(it+k+1)° 


如 果 令 t 趋 近 于 —k, WAT, 因 之 右 方 , EF [d/dt(1/r(t))=-x. (24 t > 一 


时 1/T(t) BFS, 而 i 


1 
LA A A E ET 


œ| 一 


及 

(t+k4+1)/"(t+k+1) 
均 保持 为 有 限 , BAA RRP 1/T(t)(t +k) 这 一 项 . 以 tt 十 1)…(t 十 kk 一 1) 乘 分 
子 分 母 , 利用 函数 的 函数 关系 , 即 见 分 母 等 于 T(t 十 上 十 1) HAS t 一 -k IE 
HEF (1) = 1; 因为 分 子 趋 近 于 (一 1)*k!, 所 以 


(Sra). = (—1)Ëk!. 


把 所 得 微 商 d/dt(1/T(t)) 在 上 等 于 整数 时 之 值 代 入 级 数 (44) 中 , 即 得 , 当 入 = 
1,2,--- WY, 
oo ) 入 DJ-A(z) 


TJVA(z) = — (-1) Dr 


=2J, (2) (log 5 十 C) 3)" yo (3)" 


z\2n 
æ (-1)" (= 
ee 
+ (45) 
当 入 = 0 8, 
rNo(z) = 2Jo(2) (log 3 +0) -25 oe (5) “位 + 


由 最 后 的 展开 式 ， 我 们 可 以 对 贝 塞 尔 方程 的 解 所 能 具有 的 奇异 性 获得 一 个 

除去 z = co 是 所 有 非 零 解 的 一 个 本 性 奇 点 之 外 , 只 有 原点 一 点 可 能 是 贝 塞 尔 
方程 的 解 的 奇 点 . 如 果 和 不 是 整数 , 则 通 解 可 用 函数 Ja) 和 J_、(z) 来 表示 , 于 
是 在 原点 只 能 呈现 z* 及 z-* 形 的 奇异 性 . 如 果 入 = mn 为 整数 , 则 解除 了 在 原点 有 
一 n 级 极点 之 外 , 只 能 再 有 一 形 如 2" log z 的 对 数 奇 异 点 , 因为 , 任何 解 总 可 以 表 
为 函数 (2) 和 NA(z) 的 线性 组 合 , 而 它们 是 没有 其 他 奇 点 的 . 

指数 n 为 整数 的 贝 塞 尔 函数 Jn (z) 则 是 在 原点 也 保持 为 正规 的 解 . 


7.3 勒 让 德 函 数 


勒 让 德 函数 , 以 及 从 它 用 微分 的 方法 得 到 的 高 次 球面 函数 , 已 经 在 本 书 的 其 他 
部 分 作为 实 变 函数 研究 过 了 , 并 且 推 出 了 它们 的 许多 性 质 . 现在 我 们 进一步 要 在 
BER z = z tiy 的 情形 来 求 得 这 些 函 数 的 积分 表示 式 ; 同时 , 我 们 还 要 找 出 勒 让 
德 方程 的 其 余 的 解 . 在 这 种 过 程 中 , 我 们 将 清楚 地 看 到 , 勒 让 德 函数 Pal) 中 的 参 
数 ” 毋 需 限 于 正 整数 2 


7.3.1 ” 施 拉 夫 利 积分 
Mn 次 勒 让 德 多 项 式 的 表示 式 
1 @ 


2nml dz” 


Pa(z) = (2? —1)” 


1) 第 2 H 2.8 节 和 第 5 章 5.10.2 小 节 . 
2) 本 节 可 以 特别 参看 E. F. Whittaker and G. N. Watson. A Course of Modern Analysis 一 书 . 
第 四 版 . Cambridge: Cambridge University Press, 1927, 302-336 页 . 
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(第 2 章 2.8 节 ), 利用 柯 西 积分 公式 , 我 们 立刻 得 到 
1 (GC? — 1)" 

Pa(z) = =a | (EC yri (46) 
z 为 任意 复数 . 这 里 C 是 复数 56 =£+in 平面 上 正 向 绕 5 = z 一 周 的 积分 路 线 . 由 
这 施 拉 夫 利 所 给 的 表示 式 , 可 以 导出 重要 的 结果 和 推广 . 首先 我 们 看 到 , 勒 让 德 方 

(a 一 2) Ge) +n(n+1)P, =0 
是 积分 表示 式 (46) 的 直接 结果 . 事实 上 , 如 果 在 积分 号 下 求 微 商 , 这 微分 方程 的 左 
方 成 为 
2 _ 4\n 

ria {Ean t+) 2) -22l = 2) +n(C = z)? 


2ri2n Jo (Ç — z)n+8 


nt S EPen- 2- n+ 2N- DA 


”27i2n c (Ç —z)nt3 
n+1 d 2_y)ntl 

“tam Lx (aa) 
但 积分 路 线 是 闭合 的 , 而 (C2 一 1)*+1/(C 一 z)"*+? 又 是 单 值 的 , 所 以 对 5 而 言 这 式 子 
STS. 要 推广 已 ,(z) 的 定义 到 nn 不 等 于 正 整 数 而 是 任意 的 情形 , 我 们 可 以 利用 
这 一 直接 的 关于 勒 让 德 方程 的 验证 . BARE n Al, 施 拉 夫 利 积分 (46) 显然 一 
定 代表 勒 让 德 方程 的 一 个 解 , 只 要 (C 一 1)"+1/(C — z)"+2 在 积分 一 圈 之 后 回 到 原 
来 的 数值 ; 例如 当 积 分 路 线 是 被 积 函 数 的 黎 曼 面 上 一 闭合 回路 时 便 是 如 此 . 但 在 这 
种 情形 中 , Pal) 一 般 将 不 是 z 的 一 个 整 有 理 函 数 一 一 甚至 不 是 一 个 单 值 解析 函 
数 . 这 种 路 线 可 由 下 法 得 到 : 把 ¢ 平面 沿 实 轴 从 -1 到 -co 并 沿 任意 路 线 从 1 到 
z 点 割 开 ; z 平面 也 类 似 地 从 -oo 到 -1 割 开 , 然后 选 一 正 向 绕 点 C= > 及 (= +1 
但 不 含 点 5 = -1 于 内 的 闭合 回路 为 C. 这 样 定义 的 函数 


1 2_ 1)” 
P,(2)= 元 i nK (47) 


也 称 为 vm MiLB, CERN z 平面 上 是 单 值 的 , 并 满足 勒 让 德 方程 


((1 — z)u’)’ + v(v + 1)u = 0; (48) 
它 而 且 是 唯一 在 z = 1 AR, 数值 为 


P,(1) =1 
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AREY. 这 一 特性 显然 可 以 从 积分 表示 式 看 出 , 如 果 我 们 让 z 趋 于 1. 在 上 述 微分 
方程 中 以 -> -1 hv, 方程 不 变 , 因此 有 恒等式 


书 (z) 一 已 ，i(2)， 

这 用 直接 计算 是 不 容易 证 明 的 . 

由 积分 表示 式 还 可 以 看 出 , 已 (z) 满足 下 列 递 推 公式 

PHi(z) — 2Pi(z) = (v + 1)P,(z), 
(v + 1)Pi4i(z) — 2(2v + 1)P,(z) + vP,_1(z) = 0. 

第 二 式 曾 在 第 2 章 2.8.3 小 节 中 推出 过 , 不 过 那 时 v 是 整数 . 
7.3.2” 拉 普 拉 斯 的 积分 表示 式 

如 果 z 的 实 部 是 正 的 , MARR z A 1, 我 们 就 可 以 取 以 z AXD, |V(z? 一 1)| 
为 半径 的 圆 作为 C. 这 圆 具 有 上 面 所 要 求 的 性 质 , 因为 在 Re(z) > 0, 241 的 情 


FEF, 不 等 式 |z- 1)? < |z +12- 1|. $ 6 = z+ V2? - le”, 使 积分 变量 为 实数 
p, p <r, 则 施 拉夫 利 积 分 立刻 变 为 对 于 z = 1 也 成 立 的 拉 普 拉 斯 第 一 积分 式 


PETOA wo 


其 中 这 样 规 定 多 值 函 数 (z+ Vz? — 100s p)”, 使 当 p = 7/2 时 函数 等 于 2"; 这 里 的 
2” 代表 zz 的 主 值 , 特殊 地 当 z AEX, v 为 实数 时 , zx 是 实数 . 
由 公式 P, = P_,_1 立 得 拉 普 拉 斯 的 第 二 积分 表示 式 


< 下 三 三- 多- 
2A) = =f (4+ r ea yt) (51) 


应 当 注 意 , 对 于 那些 使 z 十 Vz? - 1cos y 在 积分 路 线 上 等 于 零 的 z 值 而 言 , 第 
一 表示 式 只 是 对 于 v < 一 1 不 成 立 , 而 第 二 式 则 对 于 v > 0 不 成 立 . 因此 , 至 少 有 一 
个 表示 式 在 平面 上 定义 P, 的 一 单 值 分 支 (除去 在 沿 实 轴 从 一 1 到 co 的 割 线 上 ). 
7.3.3 ”第 二 类 勒 让 德 函 数 

微分 方程 (48) 必定 还 有 一 个 与 P,(z) 线性 独立 的 第 二 解 . 这 解 很 容易 从 施 拉 
夫 利 积分 得 到 , 只 要 另 取 一 与 前 不 同 的 积分 路 线 即 可 . 这 种 路 线 可 以 是 一 个 8 字形 
的 路 线  ( 见 图 14), RECTE z AFA. 由 积分 


(49) 


加 =i 29 (¢? —1)” 

Qu (2) = 4i sin vr f 2” (z 一 6)2+1 ag 192) 
1) 事实 上 , 第 二 解 Qv( 将 在 本 节 第 3 小 节 中 定义 ) 在 2 <1 点 对 数 式 地 趋 于 无 穷 , 任何 与 P, REE 
关 的 解 都 是 如 此 . 
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所 定义 的 解析 函数 Q(z) 也 满足 勒 让 德 方 程 ; 积分 中 , 4a 与 实 轴 交 于 5 = 1 之 
右 时 , arg(C? 一 1) = 0. Qv(z) 称 为 第 二 类 勒 让 德 函数 , 它 在 沿 实 轴 从 +1 到 -co 割 
开 的 z 平面 上 是 正规 及 单 值 的 . 我 们 先 明白 地 假设 在 这 表示 式 中 v 不 是 一 个 整数 ， 
因为 否则 归 一 因子 1/ sin vr 就 要 成 为 无 穷 . 4v+1 的 实 部 为 正 数 时 , 我 们 可 以 收 
缩 积 分 路 线 使 有 
2\v 
Q(z) = oa pee aa 
(比较 7.2.6 小 节 的 计算 ). 这 公式 现在 也 可 以 应 用 于 > 是 非 负 整数 的 情形 . 
由 (52) 式 易 见 Q(z) 在 z=1 和 z= 一 1 两 点 对 数 地 趋 于 无 穷 , 因为 积分 路 线 
一 定 穿 过 连接 z 点 到 +1 和 -1 两 点 的 线 . 
同 已 (z) 的 拉 普 拉 斯 积分 类 似 , 函数 Q,(z) 也 有 一 个 这 样 的 积分 表示 式 . 在 上 
面 的 积分 (51) 中 , 令 


(53) 


raat Lhe — Vz—1 
~ erVz+1+vVz—1 


并 先 看 实数 z > 1 的 情形 , 稍 作 计算 , 我 们 得 到 


(v > -1), (54) 


=e g de 
包罗 = Í (z 十 Vz2 一 1 cosh )”+! 
其 中 被 积 函数 之 值 确定 如 前 . 
7.3.4” 联 属 勒 让 德 函 数 (高 阶 勒 让 德 函数 ) 
高 阶 的 勒 让 德 函 数 由 下 述 方程 定义 : 


Pn(z)= (1 — apt B (z), 


Qunlz) = (1-24)? £9,(2) 


( 见 第 5 章 5.10.2 小 节 ). 对 于 这 些 函 数 , 我 们 同样 有 积分 公式 . 这 些 公式 可 以 从 施 
拉夫 利 积分 表示 式 (47) 经 过 微分 后 作 代 换 5 = z+ V2? — le” 得 到 ( 见 本 节 第 2 
小 节 ). 写 明 出 来 , BANA 


P,n(z) = (gh C PNET Dn OED. [er Vz22—1 cos y)” cosh ydy. (55) 
0 


从 这 个 式 子 可 以 立刻 看 出 , 例如 , 所 有 相应 于 h > 0 的 勒 让 德 函数 当 2 = 1 时 都 等 
FE. 
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7.4 ”应 用 积分 变换 方法 于 勒 让 德 、 切 比 雪夫 、 
埃 尔 米 特 及 拉 盖 和 尔 方程 
勒 让 德 方程 的 理论 以 及 那些 在 第 2 章 中 讨论 过 的 正 交 函数 的 理论 , 也 可 以 用 
7.1 节 所 说 的 积分 变换 的 方法 来 开展 . 下 面 我 们 简略 地 说 一 说 如 何 做 法 . 
7.4.1 ” 勒 让 德 函 数 
对 勒 让 德 方程 
Llu]l = (1 — z?)u” — 2zu’ = —A(A + 1)u (56) 


用 变换 
u(z) = I K (z, CWG, 


我 们 得 到 下 述 条 件 
{(1 — 2?)Kz2 — 22K; + (A+ 1)K}v(0)do = 0. 
Cc 


如 果 我 们 要 求 变换 核 满 足 微分 方程 
(1 = 2?°)Kzz — 22K, + C(CK)c¢ = 0， (57) 
而 得 其 一 解 K = 1//1— 2204+ C7, 则 在 积分 中 以 -6(CK)cc 代 LIK], 并 对 所 得 结 
果 分 部 积分 , 可 得 v(5) 所 满足 的 微分 方程 
Clug)” — A(A + 1)v = 0, 
它 的 解 是 v= (> Alv= A 由 此 得 积分 


ee ee 1 . 
ari bo, Ve y 
coe 1 ( ) 
Qala) = Gran aA Jo, VI dae Ge 


C1 和 C2( 见 图 16 及 图 17) 是 被 积 函数 的 黎 曼 面 上 的 曲线 . 


Py(z) = 
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用 变换 
Ç =z+ Vz2—1lcosy 


并 适当 地 把 积分 路 线 变 形 , 我 们 立刻 得 到 拉 普 拉 斯 积分 (51) 和 (54): 
P(z) = 2 fe + V2z2—1cos p) ò ldy, 
T Jo 
Qa(z) = fe + Vz? — 1cosh yp) *-ldp (A< —1). 
0 


上 面 所 选 的 核 i 

Jl — 2zC+ C2 

或 任何 其 他 满足 微分 方程 (57) 的 函数 , 是 勤 让 德 方程 的 母 函 数 . 盖 因 这 样 一 个 核 
的 级 数 展开 


K(z,¢) = 


K(z,¢) = >》 un(z)¢” 
0 


的 系数 un(z) 是 上 列 形式 的 积分 : 


1 K(z,¢ 
Un(z) = ori ae 


d¢; 
而 因 积 分 路 线 是 闭合 的 , 故 un(z) 是 方程 (56) 4 A= n 时 的 一 个 解 . 
7.4.2 ” 切 比 雪夫 函数 


在 切 比 雪夫 方程 
Llu] = (1 — z?)u” — zu’ = —Mu (59) 


的 情形 , 我 们 取 微 分 方程 
(1 = Ks — ZKz 十 C(CKe)¢ =0 (60) 


的 一 个 解 为 K, 例如 取 K(z,¢) = (1 — ¢7)/(1— 226+ ¢?). 由 它 得 下 述 形式 的 解 
1 ee 
Py(z) = ae re "dk 
1 1 一 《2 saz 
Qa(z) = AA ra 和 1d. 
这 里 , C, 和 C2 是 被 积 函数 的 黎 曼 面 上 的 闭合 曲线 并 包含 被 积 函数 分 母 的 零点 
G =z+V22-1, G@=2z- z2—1 


(61) 
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于 其 内 (A 18). Cay" 
应 用 柯 西 积 分 定理 , 得 0 
KOSG; a (ep 
Q(z) => (z — V2? 一 1). 18 
和 数 


Rela Liege) = a eevee 
当 和 二 n 时 变 成 ”次 切 比 雪夫 多 项 式 ; 这 和 数 也 可 以 由 积分 


Ty(z) = ay 人 ote idg 
来 表示 , 其 中 的 C 现在 同时 包含 Q AO 两 点 于 内 . 
7.4.3 ” 埃 尔 米 特 函 数 
在 埃 尔 米 特 方程 
Llu] = u” — 2zu’ = 一 2 和 Xu (63) 
的 情形 , 我 们 要 K 满足 方程 
Kız — 22K, + XK; = 0. (64) 


函数 o6-? 是 它 的 一 个 解 . 如 果 分 别 取 图 19 中 的 曲线 C 和 Cs 之 一 为 C, 即 得 
两 解 Gads 
1 一 z 
P (z) = vars I Tord 


e? (65) 
6 十 2z6 
aosa, pi 
它们 的 算术 平均 i 
Ha(z) = 5(Pa(2) + Qa(z)), 


换言之 , 积分 


e 一 人? 二 2z6 
元 c Çà+1 d 


当 入 = n 时 恰 为 埃 尔 米 特 多 项 式 H(z); C 是 图 21 中 的 回路 . 


Hy(z) = 
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如 果 Re(A) < 0, 我 们 可 以 把 积分 路 线 向 原点 收缩 而 得 积分 解 一 一 差 一 与 z 无 


关 的 常数 因子 一 一 
co e 一 6 十 2z5 
j aa (66) 
及 
Oo 9-7 +22¢ 
[or ® a 
7.4.4 HERAK 
相应 地 , 对 于 拉 盖 尔 方程 
Llu] = zu” + (1 — zju’ = —Au, (68) 


我 们 要 求 K (z,¢) 满足 偏 微分 方程 


2zK.2+(1—z)K.+CK, =0 (69) 
而 得 下 述 形式 的 积分 
[Feo (70) 
c 1-¢ i 


在 选择 积分 路 线 C 时 , 必须 注意 到 , 5 = 1 是 被 积 函数 的 本 性 奇 点 . 如 果 特 殊 地 取 
20 中 的 曲线 为 C, 则 积分 


tate) = ga f cota (71) 
代表 的 解 当 A =n 时 就 是 拉 盖 尔 多 项 式 . 
作 变 换 
mat 
(71) 成 为 
DG = 之 L Si + u)òdu, (72) 


C 现在 是 图 21 中 的 路 线 . 

还 有 , 我 们 可 以 看 出 , 和 在 勒 让 德 方程 的 情形 一 样 , 联 属于 这 里 所 讨论 各 方程 
的 偏 微分 方程 的 每 一 个 解 都 可 以 看 作 是 原 方 程 一 族 解 的 母 函 数 . 特别 言 之 , 我 们 所 
用 的 各 特殊 核 的 究 级 数 展开 所 定义 的 则 是 切 比 雪夫 、 埃 尔 米 特 和 拉 盖 尔 多 项 式 . 
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7.5 拉 普 拉 斯 球面 调和 函数 
拉 普 拉 斯 球面 调和 函数 Yn (0, p) 是 在 第 5 章 5.8 节 中 作为 球面 上 的 微分 方程 
A*Y +AY = 二 oo 十 =p (sin 6Yo)o + AY =0 (73) 


对 应 于 本 征 值 A = n(n + 1) 的 处 处 正规 的 本 征 函 数 而 引进 的 .我 们 看 到 ， 函 数 
T Yn = Un 是 一 些 直角 坐标 z,y, z 的 n 次 齐 次 多 项 式 , 它们 满足 微分 方程 AT = 0. 
反 过 来 , 微分 方程 AU = 0 的 任 一 n 次 齐 次 整 有 理解 Un, RU re 之 后 , 就 成 为 一 
拉 普 拉 斯 球面 调和 函数 . 由 于 一 个 n 次 齐 次 多 项 式 有 (n+ 1)(n + 2)/2 个 系数 , 而 
条 件 AU, = 0 又 确定 了 这 些 系数 间 的 (n 一 1)n/2 个 线性 齐 次 关系 因为 AUn 
是 (n 一 2) 次 的 齐 次 式 一 一 所 以 Un BDA 
人 +lm+2) (no Dn 
2 2 

个 独立 系数 ; 也 就 是 说 , BDA 2n + 1 个 线性 独立 的 n 阶 球面 调和 函数 . 

在 本 节 中 将 证 明 上 述 条 件 都 是 相互 独立 的 , 因 之 恰 有 2n + 1 个 线性 独立 的 n 
阶 球面 调和 函数 , 还 要 证 明 , 这 些 函数 Yn 确实 代表 我 们 的 本 征 值 问题 的 全 部 本 征 
函数 , AZ 和 = n(n + 1) 也 就 代表 了 所 有 本 征 值 . 最 后 , 我 们 要 把 这 些 函 数 明白 地 
用 联 属 勒 让 德 函数 表示 出 来 ; 后 者 是 我 们 在 7.3 节 和 第 5 章 5.10.2 小 节 中 所 熟悉 
的 . 我 们 从 最 后 这 一 点 做 起 . 


7.5.1 2m 十 1 tn 阶 球面 调和 函数 的 确定 


我 们 仍 用 熟悉 的 方法 , 即 设 Y(b,p) = p(yp)a(9), 来 求 得 特殊 的 球面 调和 函数 . 
ERA A = n(n4+1) 的 方程 (73) PH, 并 用 “” 来 表示 对 y 的 微分 , 用 一 点 来 表 
示 对 9 的 微分 , 于 是 方程 (73) 成 为 

p(y) _ _ (sin 04) sin 8 
ple) q 


其 中 p 必须 是 一 个 常数 . 由 此 我 们 得 到 g 所 满足 的 方程 


=2n+1 


— n(n + 1)sin? @ = —p, 


ee f P ` 
(sin 99) + (n(n+ 1)sin 0 一 = 5)9=0, 


其 中 参数 p 必须 如 此 来 确定 , 使 方程 有 一 在 9 = 0 和 0 = r 时 都 是 正规 的 解 . > 
z = cos 9 并 以 一 搬 来 表示 对 z 的 微分 , 这 方程 立刻 变 为 


(a-d) + (nfm +1y- > P5)a=0, 
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边界 条 件 为 解 在 z = +1 和 z= 一 1 都 是 正规 的 . 这 问题 是 我 们 在 第 5 章 5.10.2 小 节 
中 熟知 的 , 只 不 过 形式 略 异 . 我 们 已 知 它 的 解 是 p= h?, q = Pa,n(z), 其 中 Panl) 是 
h 阶 的 勒 让 德 函 数 : P, hn(z) = (1 —z?)*/2(d" /dz")P,(z), h 的 可 取 值 为 0,1,2,:… ,n. 
p(y) + h?p(y) = 0, 所 以 p 应 当 是 arcos hy + basin hy. XAA Y = pq, W 


Y(9,p) = (ancos hp 十 如 sin hp)Pn(cos 0) 
为 (73) 之 一 解 . 因此 函数 


Yn = “02 Px (cos 8) + S cos hy + bn nsin hp)Pn(cos 8) (74) 
h=1 
是 一 个 nn 维 的 球面 调和 函数 , 它 线性 地 包含 (2n+1) 个 任意 的 参数 . 不 久 就 可 以 看 明 
H, 这 函数 是 可 能 的 解 中 最 为 一 般 的 解 . 函数 cos hpPn,n(cos 0), sin hpPn,n(cos 9) 
都 是 线性 独立 的 , 因为 它们 互相 正 交 ; 它们 称 为 n 阶 对 称 球面 调和 函数 . 


7.5.2 ”函数 组 的 完备 性 


由 早先 的 定理 我 们 立刻 看 到 , cos hwpPnn(cos 8), sin hpPnn(cos 6) 这 2n+1 
个 函数 组 成 一 球面 上 的 完备 正 交 函数 组 . 函数 sin hy, cos hw 组 成 一 个 关于 变量 
o 的 完备 组 , 而 函数 Panl) 对 于 每 一 h 也 组 成 一 关于 z 的 完备 组 , 因为 一 个 本 征 
值 问题 的 本 征 函数 组 全 体 总 是 完备 的 ( 见 第 6 章 6.3.1 小 节 ). 现在 只 要 回忆 第 2 章 
2.1.6 小 节 中 的 定理 , 它 给 出 了 关于 如 何 从 单 变量 的 两 个 完备 组 造 出 一 个 二 元 完备 
函数 组 的 普遍 法 则 , 那么 就 可 以 证 明 我 们 的 函数 组 的 完备 性 . 

由 这 结果 , 立刻 知道 方程 (73) 除 此 以 外 没有 其 他 的 本 征 函 数 , 因此 也 就 不 可 能 
有 数值 n(n+1) 以 外 的 本 征 值 . 这 就 回答 了 所 有 上 面 提出 的 问题 (注意 , 这 是 前 述 
代数 事实 一 一 恰 有 2n + 1 个 线性 独立 函数 Yn — 的 一 个 解析 证 明 ). 

BR, 这 事实 也 可 以 单 从 代数 的 出 发 点 来 证 明 . 我 们 来 看 任意 一 个 x,y,z Hn 
次 齐 次 多 项 式 u = Laer y*z'(r+s+t=n). 每 一 系数 , 除 差 一 常数 因子 外 , TUR 
为 微 商 "wu/Bzr8ys8zt 的 形式 , WR Au = 0, 则 每 一 形 如 6mwu/68z*6y58z" 的 微 商 
都 可 以 写成 只 含 对 z 微分 不 超过 一 次 的 形式 ; 因为 我 们 可 以 利用 关系 ure = 一 wyy 一 
uzz 消去 所 有 高 于 一 次 的 4 对 z 的 微 商 (例如 63w/8z?0y = -638u/8y3 一 63v/0z20y). 
因此 , 如 果 Au = 0, 则 所 有 u 的 系数 都 是 2n + 1 个 系数 ao o maoln -1 …… ,aonoi 
Ql0,n-1;Q1,1n-2,"… ,Qln-_1,0 的 线性 组 合 ; 至 于 这 2n + 1 个 系数 则 可 任意 选择 . 


75.3 ”展开 定理 


既然 函数 (74) 代表 了 我 们 问题 的 全 体 本 征 函数 , 则 根据 早先 的 定理 (参看 , 例 
如 第 5 章 5.14.5 小 节 ), 任何 一 个 在 球面 上 连续 并 有 直到 二 阶 连 续 微 商 的 函数 9g(b, wp) 
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可 以 按 这 些 球面 调和 函数 展 成 一 个 绝对 并 一 致 收敛 的 级 数 
g(0, p) = > fenoz, teos 6) + Don cos hy + bnnsin hp)Pan(cos 8)| , 
n= =1 
其 中 的 系数 ano, an,n, ban 可 用 第 5 章 5.10 节 中 的 公式 决定 如 下 : 


Qn,0 = a f Í 9(9,~)Pn(cos 9)sin gdbdp， 
An —n JO 


_ 2n+1(n—Ah)! 

Cnh On (n+h)! 

ps 2n+1(n—h)! 

mh On (n+h)! 

关于 把 这 结果 推广 到 更 为 一 般 的 函数 g(9, p) 的 问题 , 不 需要 在 此 讨论 . 
7.5.4 ” 泊 松 积分 


现在 , 我 们 可 以 把 势 论 中 关于 一 个 半径 为 1 的 球 的 边 值 问题 一 一 边 值 为 g(9, p) 
一 一 明显 地 写成 


/ f g(0,p)Pn,h(cos 8) cos hy sin gdbdwp， (75) 
一 Tv0 


/ f 9g(9,p)Pn(cos 9)sin hy sin gdbdp. 
一 Tv0 


u= Ka an oPn(cos 0) + X (an,n cos hy + bn asin hy)Pa,n(cos 0) |. 
n=0 h=1 
引用 积分 表示 式 (75), 我 们 可 以 把 求 和 及 积分 的 次 序 互 换 , 因为 当 r < ro < 1 时 
和 数 的 收敛 是 一 致 的 . 这 时 , 和 数 可 以 加 起 来 成 一 有 限 形式 . 最 简单 的 算法 是 先 设 
9 = 0, y = 0, 然后 注意 , 所 得 结果 应 当 对 于 任何 9, p 都 成 立 , 原因 是 , 球面 上 任何 
点 都 可 以 选 作 北 极 . 
Pa(1)=1, Psn(l) = 0( = 1,2,--- ,n), 我 们 得 


4ru(r, 0,0) = a 5 (Son + 1)r” Pa (cos a} 9(8,~) sin Odédy. 
=a n=0 


从 定义 方程 


co 
do" Pa(2) = (1— 2hz +h?) =", 


n=0 


借助 递 推 关 系 公 式 (49), 很 容易 推出 关系 


1— h? 


co 
Qn + 1)A" Py (2) = 天 一 一 一 一 
, (2n + Ih Pals) (1 — 2hz + h?)3/2 


n=0 
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利用 它 可 以 把 前 面 的 和 数 加 成 有 限 的 形式 . 加 好 之 后 再 移动 球 的 北极 , 我 们 得 到 下 
列 普 遍 式 : 
四 ae i 9(8’, p') sin 8’ db’ dy’ 
人) 二 由 下) LA {r? —2r|cos 6 cos 6’ + sin 8 sin 6’ cos(p — y’)|] + 1}8/2" 
(76) 


这 就 是 所 谓 泊 松 积分 , 它 把 在 球 内 点 上 的 势 函数 用 边 值 来 表示 , 而 不 再 明显 地 
与 球面 调和 函数 关联 . 在 卷 I[ 中 , 我 们 还 要 从 势 论 的 体系 来 讨论 这 积分 . 


7.5.5 ”麦克 斯 韦 - 西 尔 维 斯 特 的 球面 调和 函数 表示 式 


麦克 斯 韦 2 给 过 球面 调和 函数 一 个 与 位 势 的 物理 意义 相连 而 完全 不 同 于 上 的 
RA. 在 本 节 中 我 们 将 根据 麦克 斯 韦 的 基本 概念 和 西 尔 维 斯 特 的 补充 来 研究 球 函 
数 的 特性 , 并 由 此 使 理论 得 到 新 的 发 展 . 


先 从 集中 在 原点 的 一 单位 质量 所 产生 的 位 势 : <a Po 开 始 . 我 们 


注意 到 , 势 函数 u 的 任何 级 微 商 v = 86"w/87r*8y36z7(a +B +y = n) 仍旧 是 势 方 
程 Av =0 的 一 个 解 , 因为 由 Au = 0 微分 , 我 们 可 得 


等 等 . 因此 , 如 果 a, b,c 是 常数 , 则 函数 
1 1 1 


也 是 一 个 势 函数 . 用 符号 线性 式 


0 0 0 
L= < Fo tezy’ 
我 们 可 以 把 上 式 写成 [> 或 
1 
os 
0By’ 


其 中 a = Va? 二 六 十 ,8/8v RRE v 方向 的 微分 , v 的 方向 余弦 与 a,b,c RE 
Lt). 物理 上 , 这 是 一 个 偶 极 矩 为 a, 方向 为 v 的 偶 极 子 的 势 . 更 普遍 一 点 , 表示 式 


art 


1 
= ies = 
= Cag B= Clala:++ Ine (77) 


u 


1) A Treatise on Electricity and Magnetism. Vol. 1, pp. 179-214, 2nd ed.. Oxford: Clarendon 
Press, 1881. 
2) 如 果 容 许 a,b,c 取 复 数值 , 则 对 于 满足 a? +b? +c? = 0 的 三 数 自然 应 予以 必要 的 注意 . 
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与 一 “多 极 子 ” 的 势 相 应 , 多 极 子 的 轴 为 v, v, Vn. Li 代表 9/0r, 8/ðy, 8/3z 
这 些 算 符 所 组 成 的 线性 式 , 其 中 系数 ai, bi, ci 确定 vi 轴 的 方向 . 很 容易 看 出 


u=U,(z,y,z)r—2""}, (78) 


其 中 Un 是 z,y,z 的 一 个 n KARETA. KA U,， 本身 满足 势 方 程 AUn = 
0, 这 可 以 从 下 述 普遍 定理 看 出 . 定理 : 如 果 u(z;y,z) 是 势 方程 的 一 个 解 , 则 (1/r) x 
u(z/r?, y/r?, z/r2) 也 是 一 个 解 ). 当 7 = 1 时 , 按照 以 前 的 定义 (第 5 章 5.9.1 小 节 )， 
Un(z,y,z) 是 n 阶 球面 调和 函数 . 

由 于 (77) 中 所 出 现 的 ”个 方向 中 的 每 一 个 都 由 两 个 参数 决定 , 而 wu 本 身 又 有 
一 任意 常数 因子 , 所 以 总 起 来 共有 2n+1 个 任意 常数 . 因此 , 可 以 猜想 , 所 有 的 n Br 
球面 调和 函数 事实 上 都 可 以 表 成 (77) 的 形式 . 我 们 将 严格 地 来 证 明 这 事实 . 我 们 
先 把 2n + 1 个 线性 独立 的 对 称 球面 调和 函数 Pa, (cos 0) sin hy, Pn,n(cos 0) cos hy 
用 多 极 势 来 表示 . 随后 得 知 , 任 一 n 阶 球面 调和 函数 是 一 个 多 极 势 的 和 . 最 后 我 们 
ae ae heey ieee 这 单个 多 极 子 可 以 用 简单 
的 几何 作 图 法 求 得 . 

本 节 第 1 小 节 中 的 2n+ 1 个 对 称 球面 调和 函数 很 容易 从 讨论 对 称 多 极 子 得 到 . 
设 方向 为 v1,v2,… ,vn 的 n 个 轴 在 z 一 y 平面 上 这 样 对 称 地 排列 着 : 任何 相 邻 二 
轴 间 的 夹 角 为 2r/m. 令 

an 
eae as 

并 注意 , 当 球 绕 z 轴 转 一 r/n 之 角 时 左 方 不 变 , 我 们 立刻 看 出 , 上 式 中 的 n HR 
面 调和 函数 


= Unr 2r}, (79) 


Wn7n+l = Unr™™ = Yp (0, 9) 


( 它 必然 不 恒 等 于 零 )), 看 作 % 的 函数 时 , 是 以 2r/m 为 周期 的 函数 . 根据 本 节 第 3 
小 节 , 每 一 n 阶 球面 调和 函数 都 可 以 表 为 


> (an,n cos hy + bn,n sin hp)Pn,n (cos 8). 
h=0 


因此 ¥,(0,¢) 具有 下 述 形式 
Yn(0, 9) = [ann cos np + brain sin np]Pnn(cos 8) + an,oPn,o(cos 8) 
= a cos n(Y — Yo) Pn.n(cos 6) + BPa o(cos 8), (80) 
因为 (80) 中 的 这 两 项 是 仅 有 的 , 对 于 y 说 来 是 以 2r/m 为 周期 的 两 项 3). Po(cos 0) 


1) 从 势 方程 的 极 坐标 表示 式 立 刻 可 以 证 明 这 定理 ( 见 第 4 章 4.8.2 小 节 ). 
2) 多 极 子 的 势 不 能 恒 等 于 零 , 这 一 点 将 在 416 页 上 证 明 . 
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这 一 项 可 以 单 另 表 成 一 ! 的 微 商 . 我 们 有 


an —1)"n! 
Fr (2) me a P,,(cos 8). (80’) 
(80’) 的 右 方 是 r-*-1P o(cos 6) 的 倍数 , 这 一 事实 立刻 可 以 从 上 面 的 说 明 得 知 , 其 
常数 因子 则 可 由 递 推 公式 (49) 用 归纳 法 算出 . 

要 得 到 其 余 的 n 阶 球面 调和 函数 的 多 极 子 表示 , 我 们 注意 , 由 于 (80) 的 原故 ， 
Au, 可 以 分 解 成 


Un = f(z,y)9 (=) ror 
其 中 f(x,y) = a cos n(y— po), f(0,0) = 0. 在 这 式 中 以 疡 代 m 然后 对 z Bot n-h 
次 , 结果 所 得 的 势 函数 unn 仍 有 下 列 形式 : 


Unh = f(z,y)9 (=) ee. 


由 此 可 得 结论 : ” 阶 球面 调和 函数 


Yn(0, p) = un, ar” t! 


必须 具有 a cos h(y 一 po)w(9) 的 形式 . 因此 , 根据 本 节 第 1 小 节 , 它 必然 等 于 
常数 x cos h(y — yo) Pa,n(cos 8). (81) 


反 过 来 , 因为 轴 中 之 一 可 以 任意 选择 , 所 以 这 族 函数 中 的 每 一 个 都 可 以 用 上 述 程序 
求 得 . 

由 于 根据 本 节 第 2 小 节 , 每 一 m” 阶 球面 调和 函数 可 以 表 为 (81) 式 这 样 的 2n+1 
个 球面 调和 函数 之 和 , 所 以 我 们 立刻 可 以 从 多 极 子 的 势 和 


pol 


eT a, aoa e 
来 求 得 每 一 ” 阶 球面 调和 函数 . BF, 反 过 来 , 每 一 这 种 和 数 都 是 一 个 n HRB 
和 函数 这 一 点 , 根据 7.5.1 小 节 乃 是 很 显然 的 . 事实 上 , 当 我 们 令 各 系数 ain 跑 过 所 
有 可 能 的 数值 时 , 任何 一 个 特殊 的 球面 调和 函数 都 出 现 无 穷 次 . 下 面 我 们 立即 来 详 
尽 地 说 明 这 一 点 . 
我 们 先 证 明 , 每 一 个 上 述 形式 的 和 数 是 一 个 具有 适当 的 轴 的 单个 多 极 子 的 势 . 
为 此 我 们 引进 一 种 符号 写法 : 以 变数 E, n e 代表 微分 符号 0/02, 0/dy, 0/dz 而 把 我 
们 的 势 写成 A/r;H 是 一 个 次 多 项 式 


H(é, Ns ¢) = > ainé'n*¢. 


itk+l=n 


7.5 BPR RR aA . 415 - 


根据 E, n, C 的 意义 , 函数 (C2 +1? + 62)/r 恒 等 于 零 ,因此 我 人 有 H/r = Hh /r, 只 要 
H — 所 一 作为 变数 6,n,C 的 一 个 多 项 式 可 以 写 式 Q- (2 +n? +), 其 中 
Q 代表 En, C 的 一 个 (n 2) 次 的 齐 次 多 项 式 . 

在 这 里 , 我 们 需要 西 尔 维 斯 特 所 用 的 一 个 简单 的 定理 D: 给 定 任 一 次 的 齐 次 
多 项 式 HEN, 6), 我 们 可 以 定 出 n 个 线性 式 Li, Lo ,Ln 和 一 个 n 一 2 次 的 多 项 
A QE Nn, C) 使 下 述 关 系 成 立 : 


H =C- Lil- Ln +Q: (+n + 0°). 


wR H 是 实 的 ， 并 要 求 各 线性 式 中 的 系数 是 实数 ， 则 除 常 数 因子 外 ， 各 线性 式 
Li1,L2,… ,Ln 唯一 地 确定 ， 这 一 定理 的 证 明 , 以 及 这 些 Li 的 几何 特征 , 都 留 到 
这 一 节 的 末尾 去 , 以 免 打 断 思路 . 从 西 尔 维 斯 特 的 定理 , 立刻 可 以 得 到 上 面 所 作 关 
于 用 一 单个 多 极 子 来 表示 势 (82) 的 论断 . 因为 如 果 vi 表示 垂直 于 平面 Li =0 的 
轴 向 , 我 们 得 到 


1 
i an = 
u = H- 


ro Otis : ‘Ovn 
而 这 正 是 我 们 所 要 的 表示 式 . 

上 面 已 经 把 我 们 的 理论 的 要 点 都 指出 来 了 . 我 们 还 可 以 从 一 个 稍为 不 同 的 角 
度 来 讨论 这 问题 . 从 这 种 角度 出 发 , 我 们 可 以 避免 依赖 本 节 第 1、2 小 节 中 的 结果 ， 
而 强调 出 我 们 定理 的 纯 代数 的 特性 ， 虽然 在 这 样 做 时 我 们 放松 了 显 性 表示 式 的 一 
面 . 首先 我 们 要 指出 , 当 且 仅 当 差 数 H*(é€,n,C) = Hn, C) 一 Hi(é,m,C) 可 以 被 
(E +n? 十 62) 除 尽 时 , 函数 五 /r 和 Hi/r WHS. 像 已 经 指出 的 , 这 个 断言 的 第 一 
部 分 是 显然 的 . 要 证 明 第 二 部 分 , 我 们 必须 肯定 , 从 关系 H*/r = 0 可 以 推断 齐 次 多 
项 式 H*(E,n,¢) 能 被 E +7? + C? 除 尽 2. 根据 西 尔 维 斯 特定 理 ， 


H* =C. IAL... L£4Q* (E+ +0), (83) 


其 中 Li, L3,--- , Lt 代表 线性 式 , 在 H* 是 实 的 情形 可 以 假定 它们 也 是 实 的 . 如 果 
线性 式 之 一 Li 恒 等 于 零 , 则 断言 得 证 . RZ, 如 果 没 有 一 个 线性 式 恒 等 于 零 , Ri 
有 E. 
E E ee OE 
ro ae "rp OVOv ++. Ove. 
由 于 原点 是 它 的 奇 点 , 所 以 这 式 右 方 的 多 极 势 只 在 C = 0 时 才 会 在 整个 空间 等 于 
=. 否则 , 对 于 适当 的 m0<m<n, 我 们 将 有 


1) J. J. Sylvester. Note on Spherical Harmonics. Phil. Mag., Vol. 2m, 1876, 291-307 and 400. 
Collected Mathematical Papers, Vol. 3, 37-51. Cambridge: Cambridge University Press, 1909. 
2) 见 417 页 脚注 2 所 引 的 A. Ostrowski 的 工作 ， 
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1 
0O™m— 0 
OE Sao a 
Ovi eee Vm Um * 0, OVm+1 0; 


因而 Um 将 在 每 一 平行 于 vme 轴 的 线 上 为 常数 . 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 原点 是 奇 
点 . 因此 我 们 有 


H*(é,n,C) = Q*(é,n,0): (E +? +¢?), 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
很 清楚 , 每 一 ”次 的 齐 次 函数 HE, n, 6) 可 以 唯一 地 表 为 


H(E,n,6) = Gn(n, 6) + EGn-1(0, 6) + (€? +n? +6?) - QE, n, 0), (84) 


这 里 的 Gr RRA 0,6 的 一 个 n 次 齐 次 函数 , Gri 是 一 个 n-1 次 的 齐 次 函数 ， 
Q 是 一 个 n 一 2 次 的 齐 次 函数 . 当 且 仅 当 相 属 函数 Gn, G。 1 Gn, Gn-1 满足 关系 


Gn = Cn， Gn-1 = Gn_1 


时 , 两 个 ”次 函数 H(E,n,¢) 和 HE, n, c) 之 差 才 能 被 E + 1? + 62 除 尽 . 既然 在 函 
HG, 和 Gn_1 中 一 共有 2n+ 1 个 系数 听任 我 们 处 置 , 所 以 适 才 证 明 的 引 理 表明 ， 
WA 2n + 1 个 线性 独立 . 形 如 五 /r 的 势 . 因此 , 每 一 个 n 次 的 球面 调和 函数 都 是 
若干 多 极 子 势 之 和 . 要 真正 得 出 球面 调和 函数 这 种 形式 的 表示 式 , 则 除了 单纯 的 存 
在 证 明之 外 , 还 必须 用 到 类 似 于 上 面 叙述 过 的 论证 . 

最 后 , 我 们 用 代数 几何 中 的 一 个 简单 概念 来 证 明 西 尔 维 斯 特 的 定理 . 根据 毕 祖 
EM, 在 En, C 空间 的 n 次 锥 面 H (E, n, C) = 0 与 绝对 锥 面 &2 +n +C = 0 HE 2n 
条 边 上 相交 ; 其 中 所 有 重复 的 相交 处 都 已 恰当 地 给 予 了 比重 . 把 这 2n 条 边 用 方程 


Li(é, n, c) = aif + bin + cÇ = 0(i = 1,2,- ,n) 


所 表示 的 n 个 平面 这 样 连 起 来 , 使 每 一 个 平面 包含 两 条 边 , 而 每 一 边 只 取 到 一 次 . 
重复 的 边缘 则 按 相 重 的 次 数 出 现 0). 现在 来 看 含 两 参数 和 上 人 的 n 级 锥 面 束 : 


AH + pL, Lz- -+ Ln =0. 


属于 这 束 的 每 一 锥 面 都 同 绝对 锥 面相 交 于 2n 条 给 定 的 边 . 任意 选 一 个 属于 上 述 
2n 条 边 的 绝对 锥 面 的 边 . 我 们 这 样 来 决定 比值 /jy, 使 n 次 锥 面 


1) 我 们 可 以 不 诉 之 于 较 难 的 一 般 代数 消去 理论 而 把 这 规则 的 意义 弄 得 更 精确 些 : > 

2 
eii n= Ts ¢=i=V-1 (*) 
而 使 E? +n? 十 62 = 0 单 值 化 . 变换 (*) 把 n 次 齐 次 函数 HE, n, C) 化 为 一 个 2n 次 的 有 理 函 数 H*(t). 
后 者 的 零点 决定 HE, n, 6) =0 及 E +n +e = 0 两 锥 面 的 公共 边 . 如 果 H(t), 作为 t 的 函数 , A— k- 
HSA, 我 们 就 说 这 两 锥 面 有 一 k 重 的 公共 边 . 现在 要 这 样 来 选择 线性 型 Li, L2, , Ln, HEM H = 0 
同 绝对 锥 面 的 每 一 k- 重 相交 曲线 间 时 也 是 平面 族 Li, Lo,---, Ln 的 相交 大 重 的 边 . 在 任何 情形 下 这 规则 
都 能 实现 是 显而易见 的 . 
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入 百 十 AD 了 .TD =0 


同时 也 通过 这 条 边 . 这 总 是 可 能 的 , 并 且 由 此 得 到 的 是 异 于 零 和 无 穷 的 比值 A/p. 
于 是 这 新 的 n 次 锥 面 就 同一 个 二 次 锥 面 有 多 于 2n 条 公共 的 交 线 . 这 是 不 可 能 的 , PR 
非 它 把 这 二 次 锥 面 完 全 含 在 里 面 . 这 种 情形 当 且 仅 当 方程 的 左 方 含 因子 6 十 72 十 5 
时 才 发 生 0), 也 就 是 说 ， 


AH + LiLo: Ln =Q- (C2 +7? +e). 


这 样 就 完成 了 西 尔 维 斯 特定 理 的 证 明 ?). 同时 我 们 还 给 了 与 一 球面 调和 函数 相 联 属 
的 多 极 子 的 各 个 轴 一 个 简单 的 几何 解释 . 

关于 实 值 的 问题 , 我 们 必须 注意 : 虽然 对 于 实 H 所 有 的 交 线 都 是 虚 的 , 但 它们 
是 成 对 的 复 值 共 辆 ; 因此 只 有 一 种 方法 把 它们 投射 到 ”个 实 平面 上 去 . 
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我 们 常 要 用 到 当 变 量 或 参量 数值 很 大 时 函数 的 渐 近 表示 式 . 在 前 一 章 中 我 们 
讨论 了 施 图 姆 - 刘 维尔 和 贝 塞 尔 函数 的 渐 近 行为 , 但 限制 变量 于 实数 域 . 在 本 节 中 ， 
我 们 要 讨论 一 些 得 到 这 种 表示 式 的 方法 , 主要 依靠 用 复 变 数 和 复 变 积分 . 


7.6.1 ”斯 特 林 公式 


作为 渐 近 展开 的 第 一 个 例子 , 我 们 来 看 斯 特 林 公式 . 我 们 将 用 一 个 以 后 常 要 用 
到 的 方法 来 推出 这 公式 ; 不 过 这 里 并 不 出 现 复 变 积分 . 当 s > 0 时 我 们 有 


oo 
rs+y=/ tse~tat 
0 


1) 这 断言 的 第 一 部 分 是 显然 的 , 它 的 第 二 部 分 可 以 最 简单 地 证 明 如 下 : 把 反 给 的 齐 次 型 按 (84) 写成 
Gn(n, ¢) + EGn-1 (n, ¢) + (E? + n? + 67)Q(E, N, ¢). 
现在 如 果 n,C 是 任意 一 对 使 ?2 +¢? 关 0 的 数值 , 则 两 方程 
0= Gr(n,¢) + V-o 十 62)Gn-1(7 $) 
和 
0 = Gn (n, C) — y —(n? + ¢?)Gn-1 (7, Ç) 
同时 成 立 . 我 们 立 得 
Gr(n, ¢) = Gn-1(n, ¢) = 0. 
亦 即 Gn 和 Gn-1 对 任 一 对 n, C 的 值 而 言 皆 为 零 (n? + ¢? £0); 因此 它们 对 n 和 而 言 恒 等 于 零 . 
2) 这 一 代数 定理 是 西 尔 维 斯 特 在 前 面 所 引 的 文章 中 不 经 证 明 而 用 过 的 . 阿 。 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 指出 有 


证 明 的 必要 , 见 Ostrowski. Mathematische Miszellen, I, Die Maxwellsche Erzeugung der Kugelfunk- 
tionen, Deutsch. Math. -Ver.Jahresber., Vol. 33, 1925, 245-251. 
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co 
=t! f re~’ dr (t = sr) 
0 
= gitle-s 5 e-s(r-1-log7)gr 
0 
= ed ef dr (f(r) =r —1—logr); 
0 


被 积 函数 当 r = 1 时 等 于 1, 对 于 所 有 其 他 数值 则 随 s MMe S. 因此 , 我 
们 可 以 料想 , 当 s RAN RARE + = 1 的 邻近 才 实 质 上 对 积分 值 有 贡献 . 准 此 ， 


我 们 把 这 积分 代 以 在 区 间 1- e 到 1 be 上 的 积分 《0 < e< 5), 首先 估计 由 于 咯 
去 0 到 1-e 和 1+e 到 oo 的 积分 所 引起 的 误差. 对 于 了 <r< RHA 


1 1 
r=1-log r= | (Z-1)au> f -we 
T u T 


到 5(r 一 D2 > ar 一 D? 
而 对 于 1 和 r 科 4 有 


a 1 1 三 1 
as = at sant >- ai == = 2 y 
T-1-logr f (1 H du 了 Í (u — 1)du AY 1) 


l-e 4 
| e FO dr, f e FO dr 
0 1 十 E 


中 , 把 被 积 函 数 代 以 它们 在 Ie 两 点 所 取 的 最 大 值 , 然后 又 以 上 界 e-“ /8 来 代替 
它们 . 我 们 于 是 得 到 
1 一 上 4 
f +f A/ 
0 1 十 e 


但 对 于 > 4 RAIE 7-1- log r > 5 — log 7 > 7/4. 因此 当 s > 4 时 


在 积分 


oo oo 
f e7 $(7-1-log T)dr <f e—sT/4gr <e ce /8 
4 4 
令 e = s-2/5, 得 


1 十 E 


l—e 


为 了 找到 右 方 积分 的 一 个 近似 式 , 我 们 利用 关系 


f(r) = E +e -Dy 


1) 此 处 符号 O(9(s)) 的 意义 与 第 5 章 5.11 节 中 的 相同 . 
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其 中 y(r) 是 一 个 在 区 间 1/2 <r < 3/2 中 的 正规 函数 , 它 在 这 区 域 中 的 绝对 值 不 
超过 一 有 限 的 界 M. 从 这 关系 , 我 们 得 到 , 5 1-e<r<1+e k} 


e78(7-1)?/? e7 Ms-1/5 < e—sf(7) < es(r-D? eeMs-1/5， 


以 及 
e f(r) = e-s(r-D (1 + O(s~1/5)). 
由 此 ， 
1 十 E +e 3 
/ e-sf(r)dr = (1+ o(s) | e`" /2du 
1 一 -E 
2 yee A a 
= (1+ 0(s7? wif e-?2dv 
VE +OG 5)1+Oe 人) 
= = + O(s-1/5)), 
RAZ, 
I'(s +1) = ss+l/2e-*V27r(1 十 DO(s-1/5)). (85) 
因此 有 
I'(s +1) ~ V2m8s*e~*. (86) 


7.6.2” 当 变量 值 大 时 汉 克 尔 和 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 计算 
用 同样 的 方法 我 们 可 以 从 积分 式 (A 7.2.5 小 节 ) 


r (3 a) (z/2)》 
wil (1/2) 

得 到 一 个 汉 克 尔 函 数 当 |z| 很 大 而 辐 角 在 -r/2+6 < argz < 7/546 之 间 时 的 渐 近 

估计 ; 这 里 的 积分 路 线 是 图 13 中 右 方 的 那 条 线路 , z 必须 满足 -T/2 < argz < T/2， 

而 当 r > 1 时 log (7? 一 1) 取 实 数值 . 我 们 可 以 把 > 平面 上 的 割 颖 连同 包 住 它们 之 

一 的 积分 路 线 一 起 转 到 x/2 一 arg z 的 方向 上 , 而 不 改变 积分 之 值 . 如 果 现 在 作 代 换 


T-1=iu/z, 


则 u 平面 将 被 两 条 沿 长 平方 向 分 别 从 0 和 2iz 到 无 穷 的 割 终 割裂 开 , 新 的 积分 路 
线 则 围绕 沿 正 实 轴 的 割 颖 , 在 上 半 平 面 由 右 至 左 , 在 下 半 平 面 则 由 左 至 右 . WRR 
们 把 ur—1/2 了 解 为 在 割 开 的 平面 上 正 实 轴 的 下 上 岸 为 正 的 唯一 确定 的 单 值 分 支 ,而 
把 (1+ iu/2z)-\/? TRAH u =0 时 等 于 1 的 分 支 , 我 们 有 


Hi}(z) Jee —1)-2dr 
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1 
r (3 一 a) : iu\ -1/2 
H(z) = SS eilztnd/2—n/4) pene (1 + =) diu: 


现在 如 果 Re( 和 A — 1/2) > -1, 我 们 可 以 紧缩 绕 u = 0 的 环 路 , 把 沿 这 环 路 的 积分 变 
为 沿 正 实 轴 下 上 岸 从 0 到 oo 的 积分 减 去 沿 上 岸 从 oo 到 0 的 积分 . 但 在 后 者 中 , 比 
起 前 者 来 , 多 乘 一 emit), 于 是 , 应 用 T 函数 的 补充 分 式 , 稍 加 计算 , 得 


Hi(z) = (2)" ees 了 (1 + T du. (87) 
2 
最 后 一 因子 可 用 带 柯 西 余 项 (以 R 表示 ) 的 泰勒 级 数 写 为 
(2) EE) 
| Aes ) (EY [a-o C. (88) 
Pp 


注意 由 此 得 一 有 用 的 关于 余 项 的 估 值 . 
设 Re (a = p) < 0( 只 要 p 够 大 , 这 总 是 可 能 的 ), 当 u 为 正 数 时 我 们 有 


ar i <T 
g Qe ) 


< e!m) (sin 6) Re(N—1/2—7) =A 


tui 
Pe 
| i 2z 


( -i 
1+5 
2z 


其 中 A, 5 zA t ER. 把 (88) 代入 (87) F, 逐 项 积分 , 得 
2 | ei(z 一 Ar/2 一 T/4) 


ECA) OG] & 


> sin 6, 


p? 


, 


(的 core 
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Rp = O(|z|7?).. 
用 类 似 于 上 述 的 方法 , 作 代 换 7 + 1 = iw/z, 我 们 得 到 
2 e—i(z—A7/2—7/4) 


JE (032 re) (二 + (90) 


Sp = O(|z|-?). 


n) = ( 


TZ 


由 此 , 有 


D(z) =5(HR(2) + FR(2)) 
p- a 1 rį{à+v+ : 
wa e ) 
(—1)”/? cos (: — m o z) 
(—1)(*+D)/2 sin (: 一 = -- z) 


花 括 弧 中 上 边 的 表示 式 用 在 v 是 偶数 的 情形 , 下 边 用 在 v 是 奇数 的 情形 . 
这 展开 的 第 一 项 给 出 


+ O(|z|-?-¥”?), (91) 


DE = YZ o (2-2 - F) +o, (92) 
它 确定 了 第 5 5.11.2 小 节 中 的 极限 值 : 
2 AT r 
og = ft 


7.6.3 “马鞍 点 法 


在 很 多 情形 中 , 可 以 用 一 种 更 为 一 般 的 方法 , 称 为 马鞍 点 法 来 定 积分 的 渐 近 值 . 
我 们 考虑 在 路 线 C 上 的 积分 
| ef Madr, 
C 


在 C 上 当 7 趋向 端点 时 f(r) 的 实数 部 分 趋 于 -oo. 对 于 z 的 大 正 数 值 而 言 , 积 
分 路 线 的 较 远 部 分 , 换言之 , 那些 与 Ref(r) 的 大 负 实 数值 相应 的 部 分 , 对 积分 的 贡 
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献 随 z 的 增 大 而 变 小 . 我 们 将 设法 把 复 平面 上 的 积分 路 线 变 形 , 使 那 当 z 很 大 时 
对 积分 作 重 要 贡献 的 部 分 缩小 到 某 一 点 的 邻近 . 为 此 , 我 们 必须 选 一 积分 路 线 , 使 
在 其 上 Ref(7) 尽 可 能 快 地 从 一 极 大 值 在 两 方 迅 速 下 降 . RS r= us iv 而 把 
Ref(7) 设想 为 位 于 u, v 平面 上 方 的 一 曲面 一 一 此 曲面 的 曲率 在 每 一 点 都 是 负 的 
一 一 则 只 要 能 够 在 马鞍 点 上 引 这 样 一 条 路 线 , 使 在 该 点 的 两 方 路 线 尽 可 能 陡 地 降 
到 很 大 的 Ref(7) 的 负 值 , 那么 我 们 的 目的 就 达到 了 . 在 这 种 情形 下 , 当 z 取 很 大 的 
EHN, 只 有 马鞍 点 的 邻 域 才 重要 . 

最 陡 下 降 曲 线 是 从 水 平 曲线 (等 值 线 )Ref(7) = 常数 的 正 交 轨道 得 到 的 ; 这 些 
正 交 轨道 的 方程 就 是 Smf) = BR. 在 马鞍 点 处 函数 Ref(r) 和 ZF, f(r) 沿 曲 线 
Imf (7) 的 微 商都 等 于 零 , 所 以 f(r) 的 微 商 f'(7) 也 等 于 零 , 而 马鞍 点 的 位 置 可 以 
从 方程 

f'(r) =0 

的 根 中 找到 . 

斯 特 林 公式 的 推导 就 是 这 种 方法 的 一 例 ; 其 中 实 轴 是 从 马鞍 点 下 降 得 最 陡 的 
路 线 . 


7.6.4 ”应 用 马鞍 点 法 计算 大 参量 和 大 变量 的 汉 克 尔 函 数 和 贝 塞 尔 函 数 
我 们 首先 用 这 方法 来 计算 , 当 a 是 实数 及 入 是 大 的 正 数 时 , 函数 
H} (aX) i= -1f er(-ia sin THiT) dy 
Lı 


的 渐 近 值 . 把 指数 中 和 的 系数 的 实 部 和 虚 部 分 开 : 


—ia sin T+ ir = f(T) = a cos u sinh v — v + i(u — a sin u cosh v). 


方程 cos 7 = 1 的 根 是 马鞍 点 , w 一 a sin ucosh v = 常数 
这 些 曲线 应 当 通 过 它们 . 我 们 试 组 合 这 些 曲线 用 以 形成 一 
适当 的 积分 路 线 . 
(1) MH a < 1, BM a = 1/cosha(a > 0), 这 时 
Lasse qn 马鞍 点 为 7 = 土 ai， 相 应 曲线 为 u—asinucoshy = 
! “0 一 a sin0.coshv = 0* 它们 是 由 虚 轴 u = 0 和 通过 
“、! T= toi 分 别 由 上 或 由 下 趋 近 于 直线 u = to 的 任 一 


2. 
`, 
x. 
~~.~ 


| 
OO 


| 
3 
5 
I 
1 
1 
1 
[i 
1 
i 


j. {e 一 


分 支 组 成 的 ， 我们 把 它们 画 在 图 22 F, 其 中 f(r) 实 部 
的 增 向 由 箭头 表示 ， 沿 向 上 的 方向 由 曲线 Smfr) = 0 
组 成 的 线路 所 给 出 的 显然 是 Hi 因为 我 们 可 以 把 它 变 
BA li, 所 差 的 只 是 从 一 任意 高 度 开始 的 部 分 , 这 部 分 


~ 
N Tanaan 
一 


B 
N 


* 前 面 的 等 式 是 译 者 加 的 . 
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位 于 条 件 区 域 -r < u < -r +e 中 ， 因此, 它 对 于 积分 值 的 贡献 是 任意 小 的 . 
一 ia sin 7 +i7 的 实 部 在 7 = -ai 有 极 大 值 a - tanh a. 我 们 仍 如 前 (7.6.1 小 
节 ) 用 从 (-a—e)i 到 (-a+e)ile = 和-?/5) 的 直线 L' RSL. 如 果 现 在 把 剩 下 的 
积分 路 线 分 成 两 个 相 邻 的 有 限 部 分 和 两 个 伸 到 无 穷 去 的 部 分 , 我 们 就 可 以 找到 完全 
与 第 1 小 节 中 所 推出 的 估计 值 相 应 的 估计 : 


| ae ody 4 ae el (dz = eMa—tagha) (e7), 
一 too (—ate)i 

其 中 ci( 以 及 下 面 出 现 的 co, cs 等 ) 代表 一 与 和 无 关 ( 因 之 也 与 < ZK) HEN 
数 . 这 就 是 说 , 在 两 有 限 的 区 间 上 , 被 积 函数 的 绝对 值 最 多 不 过 等 于 它 在 (a 土 e)i 
两 点 上 的 值 , 而 对 于 这 些 值 前 面 所 指出 的 近似 是 成 立 的 . 在 无 穷 部 分 上 , 很 容易 找 
到 被 积 函数 的 绝对 值 形 如 este) 的 上 界 , 其 中 s 是 积分 路 线 的 弧 长 ,c 和 c 是 
与 < 和 入 无 关 的 正 的 常数 . 这 些 部 分 对 于 整个 积分 的 贡献 有 估计 值 为 Ole). 但 
在 L' 本 身 这 一 部 分 上 ， 


f(r) 一 (a 一 tanh a + 5f" (oi)(r +ai)?)| < cze? 


f"(—ai) = tanh a; 


因此 exf(7) = eòla—tanh a+tanh a((r-+ai)?/2)) (4 ra O(A-L/5))， 


(-a+e)i (-ate)i a 
f el dr 一 eX(a 一 tanh a) f eò tanh a(r+ai) /2dr(1 十 DO(A-1/5)) 
( 


—a—e)i (-a-e)i 


y (A tanh a)/2 
= i| —2 enn [edu + O(A) 
À tanh a eJ una 


2 A(aœa—tanh a) f —u? 一 ca 和 Xe2? 一 1/5 
Steen! fe dul +O) 


Ci 2r A(a— tanh a) 一 cs 和 XeE2 一 1/5 
= i4/ X tenh o° (1+ O(e ) (1 + O(A~*?°)). 


由 此 我 们 得 到 


了 人 Sie es 3 
H! (aà) = -i ern ri tanh o) (1 + O(A-1/5)). (93) 


(2) 如 果 a> 1, BM a=1/cosa(0 <a < 7/2). 这 时 马鞍 点 为 T= +a, 而 曲 


=í 


线 为 
是 
asin u 


我 们 把 它们 画 在 图 23 中 ; 连续 路 线 相应 于 五 NM(z)， 在 马鞍 点 附近 , 我 们 用 与 实 
轴 形 成 角 r/4 的 一 线段 以 及 二 联接 线段 (在 其 中 Fn f(r) 的 值 不 大 于 它 在 7 = 


? 
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—a + ce8**/4 两 点 的 值 ) 来 代替 这 路 线 ( 见 图 24). 仍 令 e = 和 -2?/5, 如 前 得 


一 a 十 ee3mi/4 
f edf) dr = eòf 0) / e(M2)f(-aj(r+aj2dr(1 + O(A-15)) 
Ly 一 a_Eee3mi/4 

3ri/a 


‘ 一 CT 二 ee á 
-= an. e( 一 Xi/2) tan a(r+a) dr(1 a O(AX-L5)) 


一 a 一 ce3mi/4 


V(At 2 
= e3ti/4 / 2 eiX(tan a—a) £ ana) e~™ du(1 平 O(A-1/5)) 
A tan a —ey/(A tan a)/2 
; 2m ; 2 
— p3Ti/4 iA(tan a—a) 一 C3 和 E 一 1/5 
e Vea Sana’ (1+ O(e DA + O(A 站 )), 
mi 2 2 i n a- = 
H}(ad) = -e° A/ 二 OA (94) 


`, it 


r-z- 
7 
N 
L ~: 
3 


1 
3 


| 
习 
oa a cam Sn pp ae oa 


(3) MR a = 1, 则 f(r) 在 马鞍 点 r = 0 也 等 于 零 , WHR Z, f(r) = u- 
sin u- cosh v = Jm f (0) = 0 有 三 条 分 支 通过 r = 0 (图 25), 其 中 一 条 是 虚 轴 , 仍旧 
拿 一 段 对 实 轴 的 倾角 为 5r/6, 长 为 es = 和 -V4 的 直线 代替 L E r= 0 附近 的 弯曲 
部 分 , 则 对 于 一 ei 和 se5rz/6 之 间 的 积分 路 线 上 所 有 的 7 值 . 有 


i 
f(r) 一 A < cl55. 


此 外 , 我 们 有 
e5mt/6 


E 
f exf(r)dr = j eS dr + Oe"), 
Lı 一 Et 
-5xrti/6 Ee5miV6 


Ee 
i el) .dr = J exir /6dr(1 + O(A7™4)), 
—et —e 


edt i/6 cet /6 —ei 3 e YA6 
f exir /6d7 -f -f gm y 6 (_sni/6 +i) [ ev du; 
—ei 0 0 入 0 
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在 最 后 一 步 的 变换 中 , 我 们 在 第 一 个 积分 中 令 r= 6/Xes"™i/6w, 在 第 二 积分 中 令 
7 二 一 6/Miu. 最 后 一 方程 的 右 方 等 于 
Y6/A(e87*/6 + i) J ew du(1 + O(e-aeA)， 
0 
只 要 e3 和 保持 大 于 一 定 的 正 数 . 另 一 方面 ， 


-udu = 1 -tt-2/3gt = 1 (3 
f e`" du = sf et dt = 3T 3)? 
所 以 最 后 得 


3 
Hi(A) = -5r (5) (es™i/6 + i) rE + O(A~"/4)). (95) 


RE a > 1 情形 下 Jla) 的 渐 近 公式 时 , 我 们 用 上 面 导 出 的 关于 有 (a 和 ) 的 
公式 和 下 面 三 个 用 类 似 方法 得 到 的 公式 : 


. 2 a—tann oa mR 
H? (aà) = i mer es tanh o) (1 + O(A—"/5))(a < 1), (96) 


: / 2 i 
H? (a) — —e—3ni/4 Se a-a)(3 证 O(A-1/5)) (a > 1), (96’) 


3 
HQ) = -Tr (3) (esri/e -让 Ja +O") (a = 1). (96”) 
把 它们 接 
JA(z) = (ERz) + HR(2)) 


合并 ; 其 主要 项 只 在 a < 1 的 情形 为 零 . 在 a < 1 这 种 情形 中 , 对 于 J, 我 们 也 可 以 
取 图 27 中 所 示 的 路 线 , 而 用 同样 方法 得 


2 
Jy(ad) = a eMtanh a-a) (1 + O(à71/5)), 
AW A Pane i 
t i 
i i 
NE i 
NR 
| i ' 
-RE ee W 
! i ' 
' kleni 1 
| Vari 
oe | X i 
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7.6.5 ”马鞍 点 法 的 一 般 讨 论 


我 们 这 里 用 马鞍 点 法 来 推导 渐 近 公式 , 它 只 表示 了 原来 已 经 指明 的 渐 近 级 数 的 
第 一 项 . 关于 这 些 级 数 的 详细 表示 式 , 读者 可 参看 G. N. Watson. A Treatise on the 
Theory of Bessel Functions. Cambridge: Cambridge University Press, 1922. 以 及 一 
些 文献 , 特别 是 P. Debye. Naherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen fiir grosse 
Werte des Arguments und unbeschränkt verainderliche Werte des Index. Math. Ann., 
Vol. 67, 1909, 535-558. 

在 应 用 马鞍 点 法 时 , 积分 路 线 毋 需 取得 恰 如 上 面 扩 描述 的 那样 . 只 要 最 后 当 用 
来 展开 函数 的 参数 值 很 大 时 , 这 路 线 充分 接近 上 面 所 描述 的 路 线 就 行 了 . 用 这 样 的 
方法 , 法 贝尔 0 得 到 一 些 渐 近 级 数 , 例如 其 中 有 埃 尔 米 特 多 项 式 和 拉 盖 尔 多 项 式 的 . 


7.6.6 ” 达 布 方法 

另 一 求 渐 近 公式 的 方法 是 达 布 方法 了 . 令 所 讨论 的 量 a 以 一 宕 级 数 的 系数 的 
地 位 出 现 , 因此 可 由 一 母 函 数 给 出 : 天 (5) = 》 a,C*， 如 果 我 们 知道 了 这 函数 在 
KAE — li | = 1,¢ = ee 上 的 奇 点 ,并 且 如 果 从 它 减 出 一 已 知 函数 
fale) =F ont" 后 , 我 们 能 保证 余数 K- fa 在 < 趋 近 于 收敛 加 时 一 致 收敛 到 一 


v=0 


个 n 次 连续 可 微 的 yp 的 函数 , BARR 


K (6) — fa(C) = > (ov ~ on. XC” 
v=0 
的 系数 a, — an, 就 是 这 y 的 n 次 连续 可 微 函数 ( 当 n = 0 时 , 函数 只 是 连续 ) 的 
傅 里 叶 系数 . 因此 , 按 第 2 章 2.5.3 小 节 , 它们 应 满足 条 件 


Jim v” llay — an| = 0. 
如 果 v 很 大 , WA an 来 作为 av 的 近似 时 , n 越 大 近似 越 佳 . 


1) G. Faber. Abschätzung von Funktionen grosser Zehlen. S.-Ber. Akad. München (math.- 
Phys. K1.), 1922, 285-304. 

2) G. Darboux. Mémoire sur l'approximation des fonctions de trés-grands nombres, et sur une 
classe étendue de développements en série, J. de math. pures et appl., Ser. 3, Vol. 4, 1878, 5-56 and 
377-416. 还 可 参看 A. Haar. Uber asymptotische Entwicklungen von Funktionen, Math. Ann., Vol. 
96, 1926, 69-167. 
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7.6.7 ”应 用 达 布 方法 于 勒 让 德 多 项 式 的 渐 近 展开 
我 们 把 这 方法 应 用 到 由 母 函 数 


K(z,¢) = (97) 


1 co 
a es P,(z)C” 
Y1—22¢+¢? 2 GX 


所 给 出 的 勒 让 德 多 项 式 . 假定 -1 < z < 1l, z = cos p,0 <p <r. FH1-2264+C? = 
(¢ 一 e?i)(C e4) 收敛 圆 的 半径 为 1 AAA 6 = etw% 位 于 圆周 上 . ATEK 展 
mC — et?! KERR, 我 们 规定 


VC orm -eern12VI 一 Ce 
右 方 根 号 代表 那 由 二 项 式 级 数 所 表示 的 分 支 0. 我 们 得 


[(C ~ er?i) + (eri— e- PF] “1/2 


K(z,¢) = JE 


e3mi/4 ¢ — evi y 
-Z sın P WC weal IA 


e737i/4 =E pi v 
~ V2 sin p sin y VC 一 e 一 ae E z ) (£ aa) . 
如 果 我 们 令 


Ea eti)z 一 1/2 


1 了 
= 1 = T9 mi (¢ 一 37mmi (¢ = iad ati bs 
rr | 2) ik cc a aa or 
则 K — fr, 在 收敛 圆 上 是 n 次 连续 可 微 的 . 因此 , 如 果 把 fn 依 < 的 时 次 展开 , 并 为 
了 简便 起 见 , 写 3r/4 + (p +7) (v 2 3) =w, 我 们 得 


_ 1 > -5 [at _ Ce ¥t)y—-1/2 b e (1 = Cevi)y1/2 } 
v2sing <\ v (ert — e-vt)y (e-¥* — evi) 


n 1 oo 1 

1 一 地 v-z 

= > 2 J 2 
V2 sin p v=0 ( 也 ) p=0 ( H ) cH 


1) 即 如 果 a 是 一 个 正 数 ， 则 当 C = e—a 时 根 VC 一 eri BERR 5 = et 一 a HR 
Ve- eri BARR, 上 述 规定 符合 于 公式 (97) 中 的 要 求 : ¢ = 0 HRR V1 一 2zC 十 C2 应 取 十 1 为 值 . 
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eile—(et7) x) e—ilw—(p+")p] 
co 
= D Pnu lz)", 
u=0 


其 中 


二 -3 uea 1 ilr/4+(v-u-1/2)p-(u-v/2)n] 
Pe rape | , | Gainer 


y: 


£ e`ilt/4+(v-u-1/2)p-(u—-v/2)1]} 


Bp 


n E. 1 
‘oos (Fa +20) - (wa (98) 
因此 , 在 任何 形 如 -1+e < z < 1-e(0<e<1) 的 区 间 中 , 一 致 地 有 
Py(Z) = Pn,u(z) + eT): 
又 因 Pariu — Pnu = O(n-"-!), 故 有 
已 (z) = pn,n(z) + O(u-""*). 

这 个 渐 近 展开 的 第 一 项 可 写作 

m0 se 
如 果 z 不 是 -1 和 +1 之 间 的 实数 , WAAR G1,C2 满足 AG = 1, 所 以 它们 之 一 ， 
Bin a, 有 小 于 1 WE: lal < 1, 而 其 他 一 个 的 模 ol > 1. 现在 只 有 奇 点 41 位 于 
KAA [| = 1G} 上 , 我 们 只 需 考 虑 这 一 奇 点 . 因此 , 如 果 把 K (2,0) KC-G KR 


次 的 展开 的 头 n 项 变换 成 5 FER, 则 这 级 数 中 的 系数 就 给 出 已 (z) 的 渐 近 式 ; 
不 过 现在 有 


Ca)" (Pu = Pny) = Ore"): 
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7.7 附录 : 球面 调和 函数 的 变换 


7.7.1 SARS 
令 x,y,z 为 笛 卡 尔 坐 标 , ">,9, wp 为 球 极 坐标 , 其 定义 为 


z=rcosysin6,y=r sin ọ sin 0, z = r cos 8. (100) 
2 A 表示 拉 普 拉 斯 算 子 
3? 6? 8? 
A= gr + a + aA 
a 20 18 cotðð 1 8? 


“93+ ot aat ri Ot a ant oa SRA 


满足 Au = 0 的 函数 u 称 为 调和 (或 谐 ) 函数 . WR pn(g,p) 是 z,yz 的 单 值 函数 
而 r"pn 调和 , 则 pn 称 为 一 n 阶 球面 调和 函数 . 在 7.5 节 中 已 看 到 , rp, 是 z,y,z 
的 一 个 n 次 齐 次 调和 多 项 式 , 反之 亦 然 . 

在 数学 物理 的 许多 问题 中 , 发 生 这 样 的 问题 : 如 果 坐 标 系 绕 固定 的 原点 > = 0 
转动 时 , 任意 一 组 线性 独立 的 球面 调和 函数 如 何 变换 ? 要 回答 这 问题 , 我 们 用 独立 
BR q(v = 1,2,3,4) 刻画 正 交 变换 . 对 于 由 2n + 1 个 线性 独立 的 n 阶 球面 调和 函 
数 所 组 成 的 函数 组 , 坐标 转动 表现 为 一 线性 代 换 , 代 换 中 的 系数 在 参数 ww 的 四 维 
空间 形成 一 由 2n 阶 的 正 交 超 球面 调和 函数 组 成 的 完备 组 . 

在 多 于 三 个 变数 的 情形 , 没有 类 似 的 结果 . 


7.7.2” 正 交 变 换 
令 O 为 一 三 行 三 列 的 正 交 矩阵 ; 可 表征 为 


oo’ =I, (102) 


O' 是 O 的 转 置 矩阵 , 7 是 恒 等 或 单位 矩阵 . 我 们 将 只 考虑 O 的 行列 式 |O| = +1 的 
情形 . 令 
0 gs 一 92 
4=| -a 0 q (103) 
Q -qu 0 
为 一 反对 称 矩 阵 ( 即 A’ = -A). 令 qs 为 第 四 个 参数 并 令 


w= (g +a + g), v= (q? +2 t +a). (104) 
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于 是 我 们 有 
IEE: 对 于 任何 使 > 0 的 实数 值 gy(v = 1,2,3,4), 矩阵 
1 
O = (qI + A)(qaI — A)-!= aI + 2q4A + 2A?) (105) 
或 
qå +41 — 42—43 2qig2 + 2q3q4 29193 一 29294 
O=F| 2192-29394 q4+43-4i -43 2q2g3 十 29194 |, (106) 


2q193 + 29294 2q293—-2q194 ge +q3—-g?-@ 


是 正 交 的 ; c/w, g/w, q3/w 是 转动 轴 对 坐标 轴 ry, 的 方向 余弦 . 如 果 由 代表 转 
角 ， 则 


de de 
cosa =o sing = 7: (107) 
v? =q] +0 +G 十 94 =l, (108) 


则 当 且 仅 当 ds =g 或 gy =—gt(v = 1,2,3,4) 时 , 任意 两 组 参数 gq,,g* 的 值 所 确定 
的 O 才 是 一 样 的 . WR w = 0, 则 空间 任何 方向 皆 固 定 不 变 , O RM Se I. 

证 明 : 两 矩阵 B ALC 称 为 可 交换 的 , WR BC = CB. 这 时 , 我 们 可 以 把 它们 
看 成 普通 的 数 那样 施行 各 种 代数 运算 , 只 要 不 以 行列 式 为 零 的 矩阵 来 作 除 法 ; 例如 ， 
如 果 |B| #0, 则 B- AC 也 是 可 交换 的 . 利用 这 事实 以 及 熟知 的 关系 : (B')-! = 
(BLY (R e” RRR EIERE), 立刻 看 到 , 如 果 ql 一 A Aili, 按 (105) > 


O = (qal + A)(qaI — A)’, (109) 


则 
O' = (q4I' — A'Y! (qal! + A’) = (qal — A)(I + A) = Or-1. (110) 
所 以 O 是 正 交 的 . 类 似 地 , 可 以 看 出 , 对 于 任何 正 交 的 O, 只 要 |O+1| 40, W 
A= q(I - O)(I +0)’ (111) 


是 一 个 反对 称 的 矩阵 . 但 (111) 正 是 当 我 们 “ 解 ”(109) 中 的 A 时 所 得 到 的 4 的 表 
示 式 . 这 证 明了 凯 莱 定理 的 第 一 部 分 ( 即 (105) 和 (106)), 而 |+ O| = 0 的 情形 除 
外 . 即使 是 在 这 种 情形 , (109) 的 右 方 也 还 是 有 意义 的 , 只 要 我 们 把 它 的 形式 改写 一 
下 . 由 于 和 矩阵 总 满足 它 的 特征 方程 , 所 以 


A + w*A=0. (112) 
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当 v > 0 时 , 这 式 子 导致 
gal + A = v~?(v?I + 2q4A + 2A?) (q4I — A). (113) 


我 们 可 定义 (109) AAT A v-?(v?I+2q4A+2A?); 不 过 还 得 证 明 即 使 是 |q4I—A| = 0 
(BD qa 是 A 的 一 个 本 征 值 ), ORE AEE EAC. 既然 4 是 反对 称 
的 , 它 的 本 征 值 是 纯 虚 线 . 因此 ga = 0 而 


vT? (vI + 2q4A + 2A”) = I + 2w77A?. (114) 
利用 (112), RNA 
(I + 2w-?A?)? = I + 4w 7A? + 4w At = J. (115) 


所 以 当 ag = 0 时 , 1+ 2w-242 是 一 个 对 称 的 正 交 和 矩阵， 我 们 可 以 证 实 , 所 有 这 
一 类 的 正 交 矩阵 都 能 写成 工 + 2w-?4? 的 形式 . 另 一 方面 , 任 一 正 交 和 矩阵 O, 如 果 
|O] = +1 而 [+O] = 0, 则 它 必定 是 对 称 的 , 因为 这 样 的 一 个 O 必 有 本 征 值 +1， 
一 1, 一 1, 它 的 平方 有 本 征 值 +1, +1, +1 而 是 恒 等 矩阵 , 但 0? = OO’ = 了 说 明 O 
是 对 称 的 . 

要 从 几何 方面 来 解释 gq,, 我 们 首先 注意 , 矢量 (qi,gz,9qs) 是 4 的 一 个 属于 本 征 
值 零 的 本 征 矢量 . 于 是 由 (105) 知 (qi, qz, gs) 是 O 的 一 个 属于 本 征 值 1 的 本 征 矢 
量 , 因此 它 确定 转轴 . 因为 O WATE ce, e 和 1, 而 这 些 值 的 和 是 O HM, 
我 们 可 以 从 (106) 得 到 (107), 所 缺 的 只 是 cos(w/2) 的 正 负 号 . 这 正 负 号 是 毋 需 确 
定 的 , 因为 如 果 w/2 Æ r,w MAT 2r. 

显然 , 凯 莱 的 定理 可 以 推广 到 高 于 三 维 的 情形 . 不 过 这 时 公式 (105) 和 (106) 
要 变 得 很 复杂 . 在 三 维 的 情形 , (106) 可 以 用 四 元 数 0 很 简单 地 叙述 出 来 . 设 矢 量 r 
和 zx' 的 定义 为 z =(2,y,z), z' = Ox, > £, Ea 为 如 下 定义 的 四 元 数 : 


E= zi +yj+ zk, € =x'i+y'j+z'k (116) 
a= —q4 + qi + Qj + qak; (116’) 

则 
E = ata ,, (117) 


1) 四 元 数 是 一 “ 超 复 ” 数 , 具有 三 个 “ 虚 ” 单 位 i, j,k, 满足 
i? = j? = k? = -1, ij =k, jk =i, ki =j, 
ij +ji=0, ik + ki =0,jk+kj =0, 


一 般 的 四 元 数 是 a = a 十 +c; + dk, 其 中 a, b,c,d 是 实数 .所 有 的 代数 运算 规律 除去 乘法 的 交换 律 外 ， 
四 元 数 都 满足 . 
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其 中 aa-1=a-la=1,a-!1=v-?(-g4 — qii — qj + gak). 

可 以 指出 , 在 正 交 群 的 元 素 和 一 个 四 维 超 球 的 各 点 之 间 存 在 一 个 一 对 二 的 对 
应 关系 . 还 存在 这 样 一 个 群 G, 正 交 群 乃 是 G 的 商 群 , 而 G 的 元 素 同 超 球 的 各 点 
一 一 对 应 . 关于 这 个 群 的 定义 见 7.4 节 ; 关于 它 的 意义 可 参考 , 例如 , B. L. van der 
Waerden. Die gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik, §16. Berlin: 
J. Springer, 1932. 


7.7.3 ”球面 调和 范 数 的 一 个 母 函 数 
S Paila) 表示 在 第 7 章 7.5.1 小 节 中 定义 的 函数 , ! = 0,1,2,… ,n. RS 


Paila) = (CD E P). (118) 
我 们 知道 , 下 面 这 2n + 1 个 函数 : 
Pi(cos 6)e#? (l = 0, +1, +2,--- , +n) (119) 


形成 一 线性 独立 的 ” 阶 球面 调和 函数 的 完备 组 . 我 们 断言 : 
十 
{x — iy — 2zt — (x + iyt? y = t” > hna(x, y, z)t! (120) 
l=—n 
所 定义 的 ni 次 齐 次 多 项 式 hnii(T,y,z) 形成 一 线性 独立 的 n 次 调和 多 项 式 的 完备 
组 . 如 果 引 进 球 极 坐标 (方程 (100)), 则 


Rn (z, yY, z) = rT" Dnt (0, p), (121) 
其 中 
(2, p) = (1° _p, (cos Ae? (122) 
pnilV, P) = CET nl . 
如 果 ryz 之 间 有 关系 
a? +y? +27 =0, (123) 


则 Anu 可 以 用 两 个 参数 W 1, W2 来 表示 : 
hn (£, y, 2) = (—1)” ( ) wr tiwn-! (124) 
n+l 


其 中 


z+ iy = wi, —2 + iy = we, z = Wwe. (125) 
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证 明 : 如 果 a,b,c 是 任意 三 个 满足 关系 a + 0? +c? =0 的 数 , 则 显然 Alar + 
by +cz)" = 0 MIL. $ a=1-#?, b= —i(1 +t?), c = 一 2t, 即 得 (120). 要 证 明 (121) 
和 (122), 可 在 (120) 中 以 t Rt, 得 


hn,- = (—1)'hn,, (126) 


AP BRR. 所 以 只 要 在 ! > 0 的 情形 证 明 (122) 即 可 . 在 (120) 中 令 
t=e s, 得 


+n 
{(1 — s?) sin 0 — 2s cos bj 一 sn > Pn (8, p)e rs!, (127) 
l=—n 
并 看 出 
Pnie ee = fni(8) 


只 是 9 的 函数 而 且 是 实 函数 . 由 (126) 我 们 得 到 
fn,-1(0) = (—1)' fn, (0). (128) 
如 果 以 s7” R (127) 并 以 exp {i(w + r/2)} AR s, 利用 (128), 得 


(cos 6 + i cos w sin 8)” = (—2)~” {i 十 cos w) ; (129) 


i=l 


另 一 方面 , 4 1 =0,1,2,--- ,n 时 Paala) 的 积分 表示 (7.4.4 小 节 ) 显示 


Qi = ——— Py (2) 


me + 7 
是 展开 式 . 
(x + iV 1 — x? cos w)” =a9+25 a cos lw (130) 
l=1 
中 的 傅 里 叶 系数 . 令 r= cos 6 并 比较 (130) 和 (129), 即 见 (122) R. 

最 后 , 如 果 在 (120) 中 我 们 按 (125) 以 wi, wa 代 z,y, z, (124) 就 变 为 平常 的 二 
项 式 定理 . 

应 当 强 调 , (123) 不 仅仅 是 (125) 的 一 个 结果 , 其 中 还 意味 着 , 任何 三 个 满足 
(123) 的 数 z,y,z 正好 定义 两 对 的 数 wi, we 使 方程 (125) 成 立 ， 因 为 c+ iy 和 
c—iy 在 代数 上 是 互相 独立 的 , 所 以 (124) 右 方 的 w 和 w 的 多 项 式 也 是 线性 独立 
AY. 因此 , (125) 把 调和 多 项 式 hi 映射 为 wi 和 wo 的 线性 独立 的 偶 次 多 项 式 . 这 还 
显示 , 任 一 调和 多 项 式 正好 可 以 用 一 有 三 个 变量 的 多 项 式 来 刻画 , 这 三 个 变量 的 平 
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方 和 等 于 零 : 在 这 一 章 的 前 面部 分 , 我 们 已 经 知道 了 与 此 相同 的 事实 ; 在 那里 我 们 证 
H, 如 果 令 微分 算 子 8/8z, 818y, 818z 的 一 个 多 项 式 作用 在 r! = (z?+y?+27)-1/? 
上 , 就 可 以 得 到 调和 多 项 式 , 而 这 些 算 子 的 平方 和 ( 当 作用 在 r 上 时 ) 显然 是 等 
FEH. 


7.7.4 ”变换 公式 


当 我 们 证 明了 任 一 zx,y,z 的 正 交 变换 可 以 用 w 和 wo 的 线性 代 换 得 到 时 , A 
式 (120) 到 (125) 的 意义 就 很 清楚 . 这 表现 着 一 个 熟知 的 事实 : 三 个 变量 的 实 正 交 
HA -2x 2 的 ( 复 ) 矩阵 表示 . 

引 理 : 令 wi, we, zy,z 为 由 (125) 所 联系 并 设 


wi = aw + wz, w, = —PBw1 + Gwe (131) 


及 


z+iy = wi, —a! + iy!’ = w?, z’ = wy, (132) 


A) (125), (131), (132) 定义 一 线性 代 换 M, CHAK 了 = (7,4,2) RHA v = 
(z',y’, z’) = Ma. 如 果 我 们 选 


a = (q4 —ig3)/v, B=(-g2+ig)/y, (133) 


则 M 就 是 (106) 所 定义 的 O. 

证 明 是 显 易 的 . WRU -a -6 代 a,b, 我 们 得 到 前 面 的 同一 矩阵 M =O. 这 
显示 , (至 少 ) 有 两 个 不 同 的 代 换 (131) 导致 同一 正 交代 换 O. 事实 上 也 恰好 只 有 两 
个 这 种 代 换 (132), 而 这 些 代 换 的 群 正 是 本 节 第 2 小 节 末 所 提出 的 群 G. 

我 们 可 以 用 这 引 理 来 证 明 下 述 定 理 ( 它 的 现 有 形式 是 海 格 洛 茨 给 的 ): 

设 x = (x,y, z) 被 (105), (106) 所 定义 的 正 产 变换 O 变换 成 z' = (x',y', z"), 则 
球面 调和 函数 hni(z',y,z') 可 以 用 hn(7z,y,z)( 定 义 见 (120)) 来 表示 : 


hie) 
hail’) = > (=A 


yr HEHEH) (g, yh, (a, Y, z), (134) 


r-n 


其 中 HOHH) 为 变量 g,(p = 1,2,3,4) 的 2n 次 齐 次 多 项 式 , CRE 


4 a (n+l,n+r) 
pI gga Hn mtaa) = 0 (135) 
u= H 
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并 且 可 以 用 母 函 数 
Gon(qu; 8, t) = {iq3(1 — st) + igi(s + t) + qo(s — t) + q4(1 + st)}?” (136) 
来 定义 : 
Gon(qui 8,t) = y ( i ) HÉ” (q,,)t) s*. (137) 
jk=0 \ I 


HS: 的 显明 表示 式 以 及 方程 (135) 的 另 一 ( 极 坐标 ) 形式 均 将 在 本 节 第 5 小 
节 中 给 出 . 

方程 (135) 可 以 从 (136) $H, 如 同 从 (120) 导出 结论 : Ah = 0 一 样 . 要 证 
明 方程 (134) 和 (136), 可 利用 (124) 并 留意 线性 变换 (131) 对 hi 的 影响 . 由 方程 
(124), 方程 (133) 及 (131), 得 


2 
haitz) = D" ( . Jarru (138) 
n+l 


1 / 7 n w an 2n 
hauls’ y', 2) =(-1)" (FE) ( aay 
- {go + igi + (q4 — iga)s}"*" {94 + igs + (q2 +igr)s}"', (139) 
其 中 s = w/w. 另 一 方面 , AE (136) 的 右 方 是 
{[gs + igs + (igi + q2)s] + [igi — q2 + (q4 一 is)s] 寺 2 


所 以 (139) 中 (—-1)"(we/v)?” 的 系数 正 是 (137) 中 H 的 系数 , WRS s= w/w. 
因此 我 们 得 到 


2 2n 
hnalz',y', 2’) = (-1)" ( > yan >. He i (140) 
n+ k=0 


再 用 (124) 就 证 明了 (134). 
7.7.5 直角 坐标 下 的 表示 式 

如 果 用 极 坐标 , 则 标准 的 球面 调和 函数 可 以 表 成 单个 变量 (r, 0, p) 的 函数 的 乘 
积 ; 不 过 用 直角 坐标 时 变换 公式 要 来 得 简单 些 . 事实 上 , 如 令 


z’=r' cosy’ sin &’, y' = r' sin wy’ sin 6’, z’ = cos 6, (141) 
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我 们 有 r =r, 但 9', yp' 则 不 能 简单 地 用 9 和 yp 来 表示 . 不 过 , 利用 (134), 球面 调 
和 函数 
(r) hnala’, y’, z’) = (一 1)” aan Pp (Cos Gje”? 


可 以 用 Palcos 6) exp{ilp} 来 表示 . 剩 下 的 只 是 找 一 简单 式 子 把 HOH qu) 明 
显 地 表示 出 来 . 如 果 我 们 引用 变量 g, 的 四 维 空间 的 ( 超 球 ) 极 坐 标 , 所 得 的 式 子 仍 
很 复杂 . 但 有 一 特殊 的 坐标 系 , FEB HI 的 表示 式 相当 简单 . 我 们 把 结果 总 
结 如 下 : 


4v>0,0<p<2,0<0<27,0<7r< 2/2 


及 
qı = —v sin ø sin T, q2=vcoso sinT, 
q3 = v sin pcosT, Q4 =V COS DcosT， (142) 
则 w p,o,7 是 正 交 坐标 ; 线 元 素 是 
dq? + dqz + dg? + dq? = du? + v? {cos rdp? + sin? rdo? + dr*}, (143) 
HRR OE XA v = 1) 的 面 元 素 为 
dN = cos T sin rdpdodr. (144) 
用 这 种 坐标 ， 
vn H E (qu) = Son” (p,0,7) 
m T)!+ (sin 7)?! BS” (cos? 7), (145) 
其 中 
FO (t) = < 二 P ai (t-1)H, (146) 


SSP 和 它们 的 复 共 思 在 单位 超 球 2 上 双 正 交 : 
0, WRU ALA’ Fr, 


MEELA me (mV mm) ay ry 
2 „Æl =l r =r. 
2n+1\ rin l+n 


(147) 


球面 调和 函数 的 变换 公式 为 


Pa (cos g')eite' = EG in “Fi Si") p, (cos d)er"?. (148) 
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WEAR: 如 果 在 (136) 和 (137) 中 以 (142) 中 各 式 代 qu, 并 令 


9* 一 se-ic+p) t = te-ilp—o), 
我 们 得 到 (145) 中 的 So” 所 满足 的 关系 
{(1 + s*t*) cos T + (s* — t*) sin 7}2" 


= 2n SEN eil tDpeilr-Do gent gente (149) 
n+l 


lr=—n 


这 证 明 sir) exp {i[(r+])]o+(r—Do]} = yun 只 同 r AK. 比较 (149) 两 方 tet 
的 系数 , 得 


+n 
L, = f 
x gr genre =(cos T + s* sin 7)" }(— sin r + s* cos r)"*# 
r=—n 


=(cos 7)! "(sin r)” [cos? r + s* cos 7 sin 7]"~! 


- (cos? r — 1 + s* cos 7 sin 7]"*". (150) 


把 (150) 右 方 用 泰勒 公式 展开 就 得 到 (145) 和 (146). 从 这 公式 以 及 (144), 我 们 可 
以 用 重复 分 部 积分 导出 (147), 只 要 注意 


(l, ) —l,— 
San = (tSS 7 


我 们 要 提 一 提 , 但 不 证 明 , 按照 雅 可 比 发 现 的 一 个 公式 , VL”) 可 以 用 超 比 级 数 ( 见 
第 2 章 76 页 方程 (24)) 来 表示 . 4lir < 0 时 , 这 些 级 数 是 


=] 
U£: ) 一 (一 1)n+: ý ) (cos 了) 一 一 "(sin 7)!" -2 Fi(—n —1, 
n+r 
n+1—r;1—I-—r;cos*7), 
4r+l>one 


l 
usr) =(-1)"*" ( aie (cos r)'*" (sin r)"~! -2 Fi(r —n, 


n+r+1;1+1+1;cos* 7). 
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代 多 问题 (Dido’s problem) 209 
FRR ALLE IRE (Castigliano’s principle) 
220 
可 对 称 化 的 核 (Symmetrizable kernels) 134 
四 元 数 (Quaternions) 431 
对 称 核 (Symmetric kernels) 103 
~REATEE (eigenvalues of) 
定义 (definition of) 97 
其 本 征 函 数 (eigenfunctions of) 95 
展开 定理 (expansion theorem for) 112 
预 解 式 (resolvents of) 15 
对 称 核 积分 方程 的 恩 斯 库 格 法 (Enskog’s 
method for symmetric integral equa- 
tions) 129 
对 称 积分 方程 , 恩 斯 库 格 法 (Symmetric inte- 
gral equations, Enskog’s method for) 
129 
平均 平方 误差 (Mean square error) 44, 45 
平均 收敛 (Convergence in the mean) 46, 93 
平均 迫近 (Approximation in the mean) 43, 
46 
平衡 问题 (Equilibrium problems) 200 
弗 里 德里 希 斯 变换 (Friedrichs transforma- 
tion) 191 
弗 雷 德 霍 姆 公式 (Fredholm formulas) 
123 
弗 雷 德 霍 姆 定理 (Fredholm’s theorems) 97 
任意 核 的 ~(for arbitrary kernels) 100 
退化 核 的 ~(for degenerate kernels) 97, 
100, 129 
施 密 特 的 推导 (Schmidt’s derivation of) 
128 
本 征 矢量 (Eigenvectors) 20 
用 于 解 线性 方程 (use in solving linear equa- 
tions) 9 
本 征 函 数 (Eigenfunctions) 95 
其 连续 依赖 于 核 (continuous dependence 
on kernel) 125 


103 


119- 


索引 


其 节 (nodes of) 362 
其 零点 (zeros of) 18, 369 
SEFC IRE ~(for rectangular membrane) 
243 
核 的 ~(of a kernel) 96 
其 极 小 性 (minimum properties of) 
凯 洛 格 法 (Kellogg’s method for) 130 
微分 方程 的 ~, 其 节 (of a differential equa- 
tion, nodes of) 360-364 
其 完备 性 (completeness of) 339 
对 称 核 的 ~(of symmetric kernels) 103 
本 征 函 数 的 凯 洛 格 法 (Kellogg’s method for 
eigenfunctions) 130 
AGE (Eigenvalues) 20 
正定 核 的 ~(of a positive definite kernel) 
112 
贝 塞 尔 方程 的 , 其 渐 近 行为 (of Bessel’s 
equation, asymptotic behavior of) 245 
受 约束 系统 的 ~(of a constrained system) 
370 
其 连续 依赖 于 核 (continuous dependence 
on kernel) 125 
其 极 小 - 极 大 性 (minimum-maximum prop- 
erty) 26, 110-112 
板 的 ~, 其 渐 近 分 布 (for the plate, asymp- 
totic behavior of) 325 
重 的 ~(multiple) 279 
负 的 ~(negative) 238 
WAE (reciprocal) 14 
退化 的 ~(degenerate) 23 
核 的 ~(of a kernel) 96 
核 的 函数 的 ~(of functions of a kernel) 
130 
矩阵 的 ~(of a matrix) 19 
本 征 值 问题 (Eigenvalue problems) 106, 
330, 410 
其 定义 (definition of) 130, 429 


134 
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其 变 分 方法 (variational methods for) 
319-371 
闭 曲 面 的 ~(for closed surfaces) 368 
数学 物理 中 的 ~ (of mathematical physics) 
41, 224 
REISN A~ (of Schrödinger type) 355 
双 参 数 的 ~ (with two parameters) 174 
本 征 值 和 本 征 函 数 对 核 之 连续 依赖 (Continu- 
ous dependence of eigenvalues and eigen- 
functions on the dernel) 125 
本 征 值 的 极 值 性 (Extremum properties of 
eigenvalues) 319 
本 征 值 的 退化 (Degeneracy of eigenvalues) 
108 
本 征 振动 (Eigenvibrations) 230 
$955k) ~(of homogeneous string) 233 
本 征 频 率 (Eigenfrequency) 230, 249, 329 
正 交 化 (Orthogonalization) 3 
矢量 的 (of vectors) 1 
函数 的 (of functions) 41 
EXARH, 埃 尔 米 特 的 (Orthogonal func- 
tion system, of Hermite) 127-128 
拉 盖 尔 的 (of Laguerre) 128 
正 交 组 (Orthogonal systems) 3 
矢量 的 (of vectors) 1 
函数 的 (of functions) 41 
正 交 规 一 组 (Orthonormal system) 42 
矢量 的 (of vectors) 1 
函数 的 (of functions) 41 
正 交 变换 (Orthogonal transformations) 
12, 46 
希 尔 伯 特 空间 的 (in Hilbert space) 46 
正 交 群 (Orthogonal group) 432 
正则 微分 方程 (Canonical differential equa- 
tions) 195 
正定 或 负 定 核 (Definite kernels) 112 
母 函 数 (Generating function) 71 
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球 调和 函数 的 ~(for spherical harmonics) 
256 
埃 尔 米 特 和 拉 盖 尔 多 项 式 的 ~(for Hermite 
and Laguerre polynomials) 264 
汉 克 和 尔 函 数 (Hankel functions) 374 
其 奇 点 (singularities of) 401 
其 渐 近 表示 (asymptotic representations 
for) 270 
其 积分 表示 (integra) representation of) 
96 
皮卡 定理 (Picard’s theorem) 132 
矢量 (Vectors) 1-5 
示 性 曲线 (Indicatrix) 210 
节 (Nodes) 243 
节拍 (Beats) 313 
节 线 (Nodal lines) 243 
边界 条 件 (Boundary conditions) 57, 299, 
410 
包含 参数 的 ~(containing a parameter) 
367 
自然 的 ~(natural) 163, 178 
杆 的 ~(for the rod) 199, 240, 243 
弦 的 ~(for the string) 199, 232, 369 
齐 次 与 非 齐 次 的 ~(homogeneous and inho- 
mogeneous) 225 
边界 条 件 中 的 参数 (Parameters in boundary 
conditions) 315-316, 368 
六 E 
任意 函数 的 级 数 展开 (Series expansions of ar- 
bitrary functions) 41 
光 的 传播 (Propagation of light) 
155 
光线 (Light rays) 138, 141, 209 
光滑 函数 序列 (Smooth sequences of func- 
tions) 51 
Se Hid (Conjugate potential functions) 
197 


133, 147, 
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共振 (Resonance) 232, 239, 290 
共 焦 六 面体 (Confocal parallelepiped) 258 
共 焦 矩形 六 面体 (Confocal rectangular paral- 
lelepiped) 257 
动能 (Kinetic energy) 197, 229, 323 
动量 守恒 (Conservation of momentum) 216 
吉 布 斯 现象 (Gibbs’ phenomenon) 839, 90, 
91 
同步 (Synchronism) 232, 250 
同步 振动 (Synchronous vibrations) 232 
同等 连续 函数 (Equicontinuous functions) 
49, 51, 105 
ZRF (Multipole) 413, 414, 417 
多 项 式 , HSER (Polynomials, complete- 
ness of) 57 
有 限 差 (Finite differences) 145, 146 
权 函 数 (Weight function) 73, 76, 209 
毕 祖 定 理 (Bezout's theorem) 416 
汤姆 生 原理 (Thomson’s principle) 217 
约束 (Constraints) 28, 200 
加 与 二 次 型 的 ~(on quadratic forms) 28, 
38 
加 与 变 分 问题 的 ~(on variational problems) 
28 
级 数 (Series) 7, 140, 437 
傅 里 叶 级 数 (Fourier) 58, 84, 342 
诺 伊 曼 级 数 (Neumann) 8, 117, 273 
自由 边界 (Free boundaries) 170, 172, 200 
自由 振动 (Free vibrations) 230, 233, 243 
自 伴 微分 式 (Self-adjoint differential expres- 
sion) 226, 283, 287 
自然 边界 条 件 (Natural boundary conditions) 
170, 200, 328 
行列 式 的 阿达 马 不 等 式 (Hadamard's inequal- 
ity for determinants) 30, 121 
西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 412, 415, 417 
达 布 方法 (Darboux method) 426, 427 


七 画 
伴随 微分 式 (Adjoint differential expression) 
226, 373 
余 切 , 其 连 分 式 展开 (Cotangent, continued 
fraction for) 391 
余 切 的 连 分 式 展开 (Continued fraction for 
the cotangent) 375 
作 格 林 函 数 的 反射 法 (Reflection method 
of constructing Green's function) 303- 
304, 308-309 
完备 函数 组 (Complete systems of functions) 
47, 54, 410 
完备 性 (Completeness) 3, 248, 410 
z RFRA (of powers of s) 54, 86 
三 角 函 数 的 ~(of trigonometric functions) 
54, 60, 390 
矢量 组 的 ~ 人 (of systems of vectors) 30, 43 
多 变数 函数 组 的 ~(of systems of functions 
of several variables) 47 
拉 盖 尔 多 项 式 的 ~(of Laguerre polynomi- 
als) 276, 426 
函数 组 的 ~({of a system of functions) 42, 
147, 410 
球 调和 函数 的 ~(of spherical harmonics) 
256 
勒 让 德 多 项 式 的 ~(of Legendre polynomi- 
als) 72, 263, 427 
微分 方程 的 本 征 函 数 的 ~(of eigenfunctions 
of a differential equation) 286-288, 
296, 339 
埃 尔 米 特 多 项 式 的 ~(of Hermite polynomi- 
als) 78 
完备 性 关系 (Completeness relation) 4, 82, 
365 
矢量 的 ~(for vectors) 1, 41, 218 
函数 的 ~(for functions) 41, 295, 436 
完整 条 件 (Holonomic conditions) 180 
希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space) 46 
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其 中 之 正 交 变换 (orthogonal transforma- 
tions in) 46 
张 量 (Tensors) 6, 220, 316 
格林 张 量 (Green's) 315, 316 
形状 因子 (Form factor) 233 
折射 定律 (Refraction, law of) 138 
抛物 坐标 (Paraboloidal coordinates) 187 
杆 (Rod) 199, 240, 302 
JLATE(H (eigenvalues for) 39, 128, 348 
其 边界 条 件 (boundary condition for) 239 
杜 布 瓦 雷 蒙 定理 (Du Bois-Reymond, theorem 
of) 166 
极 大 - 极 小 性 (Maximum-minimum property) 
362 
微分 方程 的 本 征 值 的 ~(of eigenvalues of a 
differential equation) 330 
节点 的 ~(of nodal points) 282 
极 大 化 序列 (Maximizing sequences) 
极 小 - 极 大 原理 , 二 次 型 的 (Minimum- 
maximum principle, for quadratic 
forms) 26 
对 称 核 的 (for symmetric kernels) 
104 
极 小 化 序列 (Minimizing sequences) 144 
极 小 曲面 (Minimal surfaces) 149, 158 
极 小 性 (Minimum property) 134 
本 征 值 的 , 由 完备 性 所 得 的 ~(of eigenval- 
ues, derived from completeness) 364 
本 征 函 数 的 ~(of eigenfunctions) 130 
勒 让 德 多 项 式 的 ~(of Legendre polynomi- 
als) 72 
极 坐 标 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacian, trans- 
formation to polar coordinates) 429 
极 性 积分 方程 (Polar integral equations) 
134 
极 值 折线 (Broken extremals) 210 
PRA SER FHM EH (Extrema, Weier- 


strass’s theorem on) 137 


144 


103, 
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极 值 线 (Extremals) 154 
极 值 折线 (broken) 210 
沃 尔 泰 拉 积分 方程 (Volterra integral equa- 
tions) 131, 271, 273 
泛 函 (Functionals) 139, 167, 326 
泛音 (Overtones) 232, 327 
AAE ie) Ml (Dirichlet’s problem) 147, 
206, 208 
圆 的 ~(for the circle) 83, 302, 427 
狄 利克 雷 间断 因子 (Dirichlet’s discontinuous 
factor) 68 
狄 利克 雷 积分 公式 (Dirichlet’s integral for- 
mula) 64 
连续 谱 (Continuous spectrum) 85 
BR: 见 瑞 利 -里 茨 (Ritz, see Rayleigh-Ritz) 
144 
里 斯 - 费 希 尔 定理 (Riesz-Fischer theorem) 
93 
间断 因子 , 狄 利 克 雷 的 ~(Discontinuous factor 
of Dirichlet) 68 
阿 贝 尔 积 分 方程 (Abel's integral equation) 
131 
阿尔 泽 拉 定理 (Arzela’s theorem) 50 
麦克 斯 韦 - 西 尔 维 斯 特 的 球 调和 函数 表示 式 
(Maxwell-Sylvester representation for 
spherical harmonics) 412 
具有 分 隔 组 成 部 分 的 区 域 (Regions with sep- 
arate components) 325 
A 画 
函数 序列 的 渐 近 维 数 (Asymptotic dimension 
of a sequence of functions) 52, 53 
函数 的 分 量 (Components of a function) 43 
函数 的 邻 域 (Neighborhood of a function) 
140 
函数 的 聚 点 定理 (Accumulation principle for 
functions) 48 
函数 空间 (Function space) 48, 124, 221 
函数 空间 的 梯度 (gradient in) 181 
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函数 空间 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 直角 三 角形 定 
理 )(Pythagorean theorem for function 
spaces) 205 

函数 空间 的 梯度 (Gradient in function space) 
181 

势 方 程 (Potential equation) 157 

平面 上 的 , 其 格林 函数 (in the plane, 
Green's function for) 307-310 

其 格林 函数 (Green's function for) 292- 
297, 303 

空间 的 , 其 格林 函数 (in space, Green’s 
function for) 303-307 

变换 为 极 坐 标 (transformation to polar co- 
ordinates) 183 

势 论 (Potential theory) 254 

ARM, HAAHR (Potential function, con- 
jugate) 197 

势能 (Potential energy) 197 

奇异 方程 , HAGE (Singular equations, 
eigenvalues of) 128 

奇异 积分 方程 (Singular integral equations) 
128, 301 

定常 函数 和 曲线 (Stationary functions and 
curves) 153 

3% (String) 85, 281, 430 

不 均匀 的 ~(non-homogeneous) 236, 247 

本 征 值 (eigenvalues for) 14, 319, 431 

拉 起 的 ~(plucked) 311 

其 自由 运动 (free motion of) 233 

其 受 迫 振动 (forced vibrations of) 235, 
312 

冲击 挠 动 (impulsive excitation of) 312 

边界 条 件 (boundary conditions for) 57, 
299, 410 

拉 格 朗 日 运动 方程 (Lagrange's equations of 
motion) 198 

拉 格 朗 日 乘 子 (Lagrange multipliers) 137, 
188, 217 
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拉 起 的 弦 (Plucked string) 311 
拉 梅 方程 (Lamé equation) 258 
拉 梅 问题 (Lamé problem) 257, 367 
拉 梅 函数 (Lamé functions) 258 
拉 盖 尔 方程 , 其 格林 函数 (Laguerre’s equa- 
tion, Green’s function for) 301-302 
拉 盖 尔 正 交 函 数 (Laguerre orthogonal func- 
tions) 128 
拉 盖 尔 多 项 式 (Laguerre polynomials) 73- 
74, 265, 426 
SAF PAK (generating function for) 409 
其 完备 性 (completeness of) 81-82 
拉 盖 尔 函 数 (Laguerre functions) 81, 265, 
408 
拉 普 拉 斯 方程 , 见 势 方程 (Laplace’s equation, 
` see potential equation) 157 
拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transformation) 
373, 380 
拉 普 拉 斯 积分 (Laplace integral) 69, 404, 
406 
拉 普 拉 斯 球 调和 函数 (Laplace spherical har- 
monics) 255, 409-416 
RA 2 2 HE (Miintz’s theorem) 86 
板 (Plate) 200, 248, 369 
基本 征 值 的 渐 近 分 布 (asymptotic behavior 
of eigenvalues for) 367 
欧 拉 方 程 (Euler equations) 151 
其 不 变性 (invariance of) 181 
其 齐 次 形式 (homogeneous form of) 160 
其 积分 (integration of) 92 
等 周 问题 的 (for isoperimetric problem) 
82 
欧 拉 方程 的 不 变性 (Invariance of Euler equa- 
tions) 181 
欧 拉 式 之 恒 等 于 零 (Euler expression, identi- 
cal vanishing of) 158 
欧 拉 变换 (Euler transformation) 373 
欧 拉 积分 (Euler integral) 386 
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泊 松 方程 (Poisson’s equation) 295 
泊 松 求 和 公式 (Poisson’s summation formula) 
64 
泊 松 积分 (Poisson's integral) 411, 412 
波 前 (Wave front) 174 
线性 方程 (Linear equations) 
用 本 征 矢量 来 解 ~(solution by means of 
eigenvectors) 25 
其 微 扰 (perturbations of) 36 
线性 变换 (Linear transformations) 1, 4 
无 穷 小 的 ~(infinitesimal) 35 
线性 相关 (Linear dependence) 42 
矢量 的 (of vectors) 2 
函数 的 (of functions) 41 
线性 微分 算 子 (Linear differential operator) 
224 
范 数 (Norm) 1, 51, 206 
矢量 的 (of a vector) 1, 41, 218 
函数 的 (of a function) 41, 246, 436 
质点 力学 , 积分 (Particle mechanics, integrals 
in) 213, 215 
转 置 积 分 方程 (Transposed integral equation) 
99, 102 
迪 尼 定理 (Dini's theorem) 48 
非 对 称 核 的 共 轿 正 交 组 (Adjoint orthogonal 
systems of unsymmetric kernels) 132 
保 角 映像 (Conformal mapping) 302 
受 约束 系统 , 其 本 征 值 (Constrained systems, 
eigenvalues of) 327 
受 迫 运动 (Forced motion) 231, 232, 242 
弦 的 ~(of the string) 199, 237, 369 
膜 的 ~(of the membrane) 200, 243, 369 
受 迫 振动 (Forced vibrations) 235, 312 
变 分 (Variation) 34, 197, 370 
一 阶 ~(first) 118, 201, 367 
二 阶 ~(second) 72, 165, 410 
函数 的 ~(of a function) 41, 286, 436 
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变 分 问题 (Variational problems) 141, 195, 
370 
不 变 的 ~(invariant) 186, 215, 255 
互 道 ~(reciprocal) 13, 220, 293 
没有 解 的 ~(without a solution) 143 
具有 附加 条 件 的 ~(with subsidiary condi- 
tions) 176 
其 正则 形 (canonical form of) 194 
其 回转 变换 (involutory transformation of) 
190 
其 直接 解法 (direct solution of) 
其 约束 (constraints on) 190 
其 乘 子 法 则 (multiplier rule for) 181 
其 变换 (transformations of) 189 
变动 区 域 的 ~(with variable domains) 211 
变 分 问题 的 正则 形 (Canonical form of varia- 
tional problems) 194 
变 分 问题 的 回转 变换 (Involutory transforma- 
tion of variatonal problems) 190 
变 分 问题 的 附加 条 件 (Subsidiary conditions 
for variational problems) 176 
变 分 问题 的 定常 值 (Stationary values in vari- 
ational problems) 153 
变 分 问题 的 直接 解法 (Direct solution of vari- 
ational problems) 144-151 
4545} MRTE] (Multiplier rule for vari- 
ational problems) 181 
变 分 法 (Calculus of variations) 137, 197, 
322 
其 基本 引 理 (fundamental lemma of) 152 
应 用 于 本 征 值 问题 (applied to eigenvalue 
problems) 319-369 
变 分 法 基本 引 理 (Fundamental lemma of the 
calculus of variations) 151 
变 分 微 商 (Variational derivative) 152, 153 
变换 (Transformation(s)) 1, 192, 436 
jE%~(orthogonal) 1, 101, 436 
贝 塞 尔 ~(Bessel) 4, 376, 422 


144-151 


把 二 次 型 变 向 主轴 ~ (Of quadratic forms to 
principal axes) 19-26, 31-34 
复 正 交 ~(unitary) 9, 39, 47 
线性 ~(linear) 1, 125, 435 
无 穷 小 的 ~(infinitesimal) 35 
欧 拉 ~ (of Euler) 146, 168, 399 
积分 ~(integral) 41, 215, 437 
变 分 问题 的 ~(of variational problems) 
141, 195, 346 
变换 , 积分 变换 (Transforms, integral) 57, 
239, 405 
变量 函数 (Argument function) 139, 158, 
320 
nr 画 
哈 尔 定理 (Haar, theorem of) 163, 165 
哈密 顿 变 分 原理 (Variational principle of 
Hamilton) 197 
哈密 顿 原理 (Hamilton's variational princi- 
ple) 202 
哈 默 斯 坦 定理 (Hammerstein's theorem) 
135 
型 : 见 各 重 特殊 的 型 , 例如 双 线 型 、 二 次 型 、 埃 
尔 米 特 型 , 等 等 (Forms, see under par- 
ticular type of form; e.g., bilinear, 
quadratic, Hermitian, etc.) 9 
复 正 交 变 换 (Unitary transformations) 12, 
13 
AEX (Unitary matrix) 
其 谱 (spectrum of a) 355 
封闭 函数 组 (Closed systems of functions) 
93 
扁 球 坐标 (Spheroidal coordinates) 187 
施 瓦 茨 不 等 式 (Schwarz inequality) 2, 124, 
342 
矢量 的 ~(for vectors) 1, 41, 218 
函数 的 ~(for functions) 41, 299, 436 
施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (Sturm-Liouville prob- 
lem) 237, 238, 331 


14, 39 
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本 征 函 数 的 零点 (zeros of eigenfunctions 
of) 370 
本 征 值 的 渐 近 行为 (asymptotic behavior of 
elgenvalues of) 330, 332 
奇 型 的 (singular case) 261 
这 种 类 型 的 本 征 值 问题 (eigenvalue prob- 
lem for) 322 
解 的 渐 近 行为 (asymptotic behavior of so- 
lutions of) 266 
施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 节点 (Nodal points for 
Sturm-Liouville problem) 369 
施 拉夫 利 积 分 (Schlifli’s integral) 401 
施 密 特 正 交 化 步骤 , 格拉 姆 - 施 密 特 
(Schmidt orthogonalization process, see 
Gram-Schmidt) 3, 41 
FEHR RR (Cylindrical domain) 253, 257 
柱 函数 : ANER WHR. SHC. HHS 
函数 (Cylinder functions, see Bessel, Hankel, 
Mathieu, Neumann functions) 314 
AAW (Point force) 213, 286, 316 
独立 性 测度 (Measure of independence) 51, 
53, 123 
矩阵 (Matrices) 4, 39, 434 
JLAGEA (eigenvalues of) 39, 128, 348 
其 初等 除数 (elementary divisors of) 38 
其 函数 (functions of) 18-19 
其 特征 值 (characteristic values of) 15 
其 谱 (spectra of) 15)) 
矩阵 的 初等 除数 (Elementary divisors of a 
matrix) 38 
和 矩阵 的 函数 , 其 本 征 值 (Functions of a matrix, 
eigenvalues of) 18 
矩阵 的 函数 的 ~(of functions of a matrix) 7 
杆 的 ~(for the rod) 239 
弦 的 ~(for the string) 232 
施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 ~, 其 渐 近 行为 (of 
Sturm-Liouville problem, asymptotic 
behavior of) 236 
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无 穷 重 数 的 ~(of infinite multiplicity) 317 
微分 方程 的 ~, 其 渐 近 分 布 (of a differential 
equation, asymptotic distribution of) 
152, 343, 408 
子 区 域 的 ~(for a subdomain) 325, 328, 
361 
其 无 限 增 大 (infinite growth of) 330 
其 极 大 - 极 小 性 (maximum-minimum 
property of) 346 
其 极 小 性 (minimum properties of) 366 
其 极 值 性 (extremum properties of) 
319-326 
其 连续 性 (continuity of) 335-339 
对 边界 条 件 之 依赖 (dependence on 
boundary conditions) 338 
对 系数 之 依赖 (dependence on coeffi- 
cients) 329 
对 称 核 的 ~(of a symmetric kernel) 103, 
132, 288 
其 极 大 - 极 小 性 (maximum-minimum 
property of) 346 
其 全 体 (totality of) 103-110 
第 一 (first) 1, 326, 430 
膜 的 ~(for the membrane) 220, 243, 369 
复 正 交 和 矩阵 的 ~(of a unitary matrix) 39 
矩阵 的 特征 值 (Characteristic values of a ma- 
trix) 15 
费 马 原理 (Fermat's principle) 141 
费 耶 求 和 定理 (Fejér’s summation theorem) 
86 
退化 二 次 型 (Degenerate quadratic forms) 
22 
退化 核 (Degenerate kernels) 97, 108, 134 
WFE (Reciprocal eigenvalue) 14 
道 变 分 问题 (Reciprocal variational prob- 
lems) 197, 220 
逆 核 (Reciprocal kernel) 118 
it (Reciprocal spectrum) 14 
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重 傅 里 时 级 数 (Multiple Fourier series) 61 
BR, 本 征 值 的 (Multiplicity of an eigen- 
value) 96, 244, 330 
音 , 基 音 (Tone, fundamental) 232, 327, 370 
音调 (Pitch) 230, 232, 327 
十 a 
FT, 拉 格 朗 日 的 (Multipliers, Lagrange) 
137, 198, 321 
乘 数 变 分 法 , 雅 可 比 的 ~(Mnultiplicative varia- 
tion, Jacobi’s method of) 365 
埃 尔 米 特 方程 (Hermite equation) 407 
格林 函数 (Green's function for) 251 
埃 尔 米 特 正 交 函数 (Hermite orthogonal func- 
tions) 128 
埃 尔 米 特 多 项 式 (Hermite polynomials) 72- 
74 
其 母 函数 (generating function for) 71 
其 完备 性 (completeness of) 81 
埃 尔 米 特 函数 (Hermite functions) 81 
埃 尔 米 特 型 (Hermitian forms) 11 
埃 德 曼 顶点 条 件 (Erdmann vertex condition) 
211 
展开 , 渐 近 展开 (Expansions, asymptotic) 
393, 417, 428 
展开 定理 (Expansion theorem) 112, 290, 
410 
正定 或 负 定 核 的 ~(for definite kernels) 
116-117 
其 有 效 范围 (limits of validity of) 317 
累 次 核 的 ~(for iterated kernels) 114, 130 
球 调和 函数 的 ~(for spherical harmonics) 
256 
微分 方程 的 ~(for differential equations) 
152, 343, 408 
对 称 积分 方程 的 ~(for symmetric integral 
equations) 103, 129 
振动 (Vibrations) 36, 249, 370 
小 (small) 3, 232, 435 


自由 的 ~(free) 190, 240, 326 
受 迫 的 ~(forced) 232, 313-314 
振动 杆 , 见 杆 (Vibrating rod, see Rod) 199, 
240, 302 
振动 定理 (Oscillation theorem) 363 
振动 弦 , 见 弦 (Vibrating string, see String) 
199, 236, 291 
振动 板 , NAM (Vibrating plate, see Plate) 
204 
振动 膜 ILAR (Vibrating membrane, see 
Membrane) 243 
核 (Kernels) 95, 126, 408 
不 具有 本 征 值 的 ~(possessing no eigenval- 
ues) 130 
不 连续 的 ~(discontinuous) 210, 231 
互 道 的 ~(reciprocal) 67, 69, 221 
正定 的 ~(positive definite) 23, 176, 339 
正定 或 负 定 的 (definite) 104, 134 
可 对 称 化 的 (symmetrizable) 134 
其 本 征 函 数 (eigenfunctions of) 252 
其 本 征 值 (eigenvalues of) 39, 128, 348 
其 形式 函数 (symbolic functions of) 130 
其 函数 (functions of) 130 
其 定义 (definition of) 130, 429 
其 展开 定理 (expansion theorem for) 
117 
其 预 解 式 (resolvents of) 117-123, 135 
非 对 称 的 , KAEH (unsymmetric, 
adjoint orthogonal systems of) 10, 
133 
退化 的 (degenerate) 23, 108, 195 
累 次 的 ~(iterated) 114 
对 称 的 (TLR BRK) (symmetric, see Sym- 
metric kernels) 103, 134, 431)) 
核 的 函数 , HAGE (Functions of a kernel, 
eigenvalues of) 123 
格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 步骤 (Gram-Schmidt 
orthogonalization process) 3, 41 
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索引 


格拉 姆 行列 式 (Gram determinant) 29, 52, 积分 方程 (线性 )(Integral equations(linear)) 


91 
矢量 组 的 (of a system of vectors) 30, 43 
函数 组 的 (of a system of functions) 48, 
42, 147, 410 
格林 公式 (Green's formula) 226, 286, 364 
格林 函数 (Green's function) 251, 297, 315 
由 反射 作出 (construction by reflection) 
303-304, 309-310 
由 保 角 映像 所 得 的 (obtained by conformal 
mapping) 302 
作为 积分 方程 的 核 (as kernel of an integral 
equation) 288 
其 例 (examples of) 297-311 
其 对 称 性 (symmetry of) 285 
拉 盖 尔 方程 的 ~(for Laguerre’s equation) 
301-302 
常 微 分 方程 的 (for ordinary differential 
equations) 228, 296, 367 
其 定义 (definition of) 130, 429 
其 造 法 (construction of) 285-286 
高 阶 方 程 的 ~(of higher order) 290-292 
势 方程 的 ~(for the potential equation) 
292, 315, 413 
平面 上 的 ~(in the plane) 118, 354, 422 
空间 的 ~(in space) 1, 181, 436 
圆 环 的 (for a circular ring) 310-311 
埃 尔 米 特 方程 的 (for Hermite’s equation) 
299 
广义 的 (in the generalized sense) 286 
双 调 和 方程 的 ~(for the biharmonic equa- 
tion) 296 
素 尔 斯 定理 ( 即 直角 三 角形 定理 )(Thales, the 
orem of) 205 
海 格 洛 茨 定理 (Herglotz, theorem of) 435 
热传导 (Conduction of heat) 252 
离散 谱 (Discrete spectrum) 274, 276 


95 

不 连续 核 (with discontinuous kernels) 
126 

互 道 的 ~(reciprocal) 67, 220, 221 

沃 尔 泰 拉 型 的 ~(Volterra) 131 

多 变数 函数 的 ~(for functions of several 
variables) 126 

和 微分 方程 的 等 价 (equivalence with differ- 
ential equations) 288-292 

JE @ ERLE (Fredholm theorems for) 
97-103 

奇异 的 ~(singular) 128 

非 齐 次 的 ~, 其 解 (inhomogeneous, solution 
of) 162, 224, 229 

恩 斯 库 格 法 (Enskog’s method for) 129 

第 一 类 的 ~(of the first kind) 368 

第 二 类 的 ~(of the second kind) 95 

第 三 类 的 ~(of the third kind) 134 

极 性 的 ~(polar) 134 

解 的 存在 或 不 存在 定理 (alternative theo- 
rem for) 97 

对 称 的 ~(symmetric) 9, 226, 431 

齐 次 的 ~(homogeneous) 138, 224, 251 

转 置 的 ~ (transposed) 98 


积分 方程 的 有 解 或 无 解 定理 (Alternative the- 


orem for integral equations) 97 

常 徽 分 方程 组 的 有 解 或 无 解 定理 (for ordi- 
nary differential equations) 289 

线性 方程 组 的 有 解 或 无 解 定 理 (for linear 


equations) 4 


积分 定理 (Integral theorem) 67, 274, 407 


贝 塞 尔 函数 的 ~(for Bessel functions) 246, 
383, 419 
傅 里 叶 的 ~(of Fourier) 64-65 


积分 表示 (Integral representations) 96, 388, 


433 
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切 比 雪夫 函数 的 ~(of Tchebycheff func- 
tions) 406 

贝 塞 尔 函 数 的 ~(of Bessel functions) 246- 
383, 419 

拉 盖 尔 函 数 的 ~ (of Laguerre functions) 
81, 82 

勒 让 德 函数 的 ~(of Legendre functions) 
265, 364 

汉 克 和 尔 函 数 的 ~(of Hankel functions) 377, 
383 

埃 尔 米 特 函 数 的 ~(of Hermite function) 
81, 82, 299 

诺 伊 曼 函 数 的 ~(of Neumann functions) 
397 

积分 变 式 (Integral transforms) 96 

积分 变换 (Integral transformations) 57, 
151, 405 

其 定义 (definition of) 130, 429 

梅林 的 ~(of Mellin) 88 

应 用 于 微分 方程 (applied to differential 
equations) 372-373 

积 微分 方程 (Integro-differential equations) 

324 

能 量 (Energy) 198, 203, 217 

动能 (kinetic) 197, 229, 323 

势能 (potential) 197, 219, 356 

能 量 积 分 (Energy integral) 216 

诺 伊 曼 级 数 , 变 线 型 的 ~(Neumann series, of 
bilinear forms) 8, 118, 273 

矩阵 的 (of matrices) 7, 29, 176 

积分 方程 的 (for integral equations) 110- 
95, 125, 315 

i$ SHA (Neumann functions) 361-362, 
376, 397, 398 

其 奇 点 (singularities of) 402 

诺 特定 理 (Noether’s theorem) 213 

调和 函数 , 见 势 方程 (Harmonic functions, see 

Potential equation) 157 


预 解 式 (Resolvent) 15 
KN (of a kernel) 118-123, 135 
对 称 核 的 (of a symmetric kernel) 118 
双 线 型 的 (of a bilinear form) 38 
十 一 E 
{ARF (Dipole) 412 
勒 贝 格 收敛 定理 (Convergence theorems of 
Lebesgue) 92 
勒 贝 格 积分 (Lebesgue integral) 92 
勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomials) 66- 
69, 264, 427 
作为 特殊 的 球 调和 函数 (as special spheri- 
cal harmonics) 255 
其 母 函 数 (generating function for) 71 
其 完备 性 (completeness of) 70 
其 极 小 性 (minimum property of) 73 
其 微分 方程 (differential equation for) 72 
其 渐 近 展开 (asymptotic expansion of) 
428—429 
高 阶 的 (of higher order) 265, 287, 404 
递 推 公式 (recursion formula for) 72, 264, 
414 
勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 (Recursion formula 
for Legendre polynomials) 72 
勒 让 德 条 件 (Legendre condition) 152, 175, 
176 
其 强 形式 (strong form of) 176 
勒 让 德 函 数 (Legendre functions) 262, 401, 
410 
其 积分 变换 (integral representations for) 
402—405 
第 二 类 的 (of the second kind) 404 
联 属 的 ~(associated) 25, 320, 417 
勒 让 德 函 数 的 拉 普 拉 斯 积分 表示 (Laplace’s 
integral representation for Legendre 
functions) 402-405 
基本 区 域 (Fundamental domain) 41, 273, 
269 
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基本 解 (Fundamental solution) 284, 295, 
302 
常 微 分 方程 的 ~(of an ordinary differential 
equation) 228, 296, 367 
基 音 (Fundamental tone) 232, 369, 370 
弹性 体 (Elastic bodies) 218 
悬 链 线 (Catenary) 169, 178 
推导 弗 雷 德 霍 姆 定理 的 施 密 特 法 (Schmidt 
method for derivation of Fredholm the- 
orem) 128 
梅林 变换 (Mellin transformation) 89 
渐 近 行为 (Asymptotic behavior) 266 
本 征 值 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 ~(of eigen- 
values, in Sturm-Liouville problem) 
237 
贝 塞 尔 方程 的 ~(of Bessel’s equation) 
245 
振动 板 的 ~(of vibrating plate) 204 
施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 解 的 ~(of solutions of 
the Sturm-Liouville problem) 266-273 
渐 近 展开 (Asymptotic expansions) 417 
贝 塞 尔 及 汉 克 尔 函 数 的 ~(for Bessel and 
Hankel functions) 419, 426 
球 坐 标 (Spherical coordinates) 183, 184, 
257 
球 调 和 函数 (Spherical harmonics) 254, 256, 
276 
母 函 数 (generating function for) 71, 391, 
435 
完备 性 (completeness of) 3, 282, 410 
其 变换 (transformations of) 429-437 
麦克 斯 韦 - 西 尔 维 斯 特 的 表示 式 (Maxwell- 
Sylvester representation for) 412 
展开 定理 (expansion theorem for) 112, 
290, 410 
对 称 的 ~(symmetric) 9, 226, 431 
盖 利 定理 (Gayley’s theorem) 429-432 
累 次 变 线 型 (Iterated bilinear form) 9 
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KU (Iterated kernels) 114, 130, 135 
维 数 , 渐 近 (Dimension number, asymptotic) 
52 
十 二 画 
健 里 时 级 数 (Fourier series) 58 
傅 里 叶 系 数 (Fourier coeffcients) 60, 62 
其 数量 级 (order of magnitude of) 336, 
356 
傅 里 叶 积分 (Fourier integral) 64 
傅 里 叶 积分 定理 (Fourier integral theorem) 
67, 84 
BM ARH AWAX (Reciprocity formulas 
for Fourier integrals) 66 
傅 热 方程 (Heat conduction, equation of) 
252 
散 度 式 (Divergence expressions) 159 
斯 内 尔 折射 律 (Snell's law of refraction) 138 
斯 泰 纳 问题 (Steiner's problem) 138 
斯 特 林 公 式 (Stirling's formula) 417 
最 小 时 间 原 理 (Least time, principle of) 138 
最 陡 下 降 法 (Steepest descent, method of) 
421-427 
最 速 落 径 (Brachistochrone) 141, 169 
椭圆 坐标 (Elliptic coordinates) 245, 300— 
314 
椭圆 函数 (Elliptic functions) 308 
椭 球 坐标 (Ellipsoidal coordinates) 184, 
187, 257 
短程 线 (Geodesic curves) 141 
等 周 问题 (Isoperimetric problem(s)) 82, 
141 
平面 曲线 的 (for plane curves) 172 
多 边 形 的 (for polygons) 138, 144 
其 互 逆 性 (reciprocity for) 209 
Slik KER (Hurwitz solution of) 82, 
142 
其 欧 拉 方程 (Euler equation of) 151 
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等 周 问 题 的 互 逆 性 (Reciprocity for isoperi- 
metric problems) 209 
等 周 问题 的 赫 尔 维 芯 解 (Hurwitz's solution of 
the isoperimetric problem) 82, 142 
诱 曲 的 变 分 问题 (Buckling, variational prob- 
lem of) 221 
联 属 勒 让 德 函 数 (Associated Legendre func- 
tions) 263, 404, 409 
雅 可 比 多 项 式 (Jacobi polynomials) 74, 76, 
264 
FER) WHBLAES YE (Jacobi’s method of mul- 
tiplicative variation) 365 
集合 的 测度 (Measure of a set) 92 
+= @ 
Æ mR (Superposition, principle of) 224 
BATFE (Differential equations) 209 
正则 形 的 (canonical) 194 
和 积分 方程 的 等 价 (equivalence with inte- 
gral equations) 288 
将 积分 变换 应 用 于 (integral transforma- 
tions applied to) 372-374 
微分 方程 的 本 征 值 的 渐 近 分 布 (Asymptotic 
distribution of eigenvalues of a differen- 
tial equation) 367 
微分 方程 组 的 格林 张 量 (Green's tensors for 
systems of differential equations) 315 
微 扰 (Perturbations) 36 
微 扰 理论 (Perturbation theory) 277 
微 扰 演算 (Calculus of perturbations) 277 
数学 物理 的 问题 (Mathematical physics， 
problems of) 429 


数学 物理 的 振动 问题 (Vibration problems of ` 


mathematical physics) 224-317 
瑞 利 -里 茨 方 法 (Rayleigh-Ritz method) 144 
稠密 函数 组 (Dense function systems) 85 
简 正 坐 标 (Normal coordinates) 229, 230 
简 正 形 (Normal modes) ‘229, 230, 238 
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解析 延 拓 (Analytic continuation) 316 
跳跃 条 件 (Jump conditions) 324 
SA, 贝 塞 尔 函 数 的 (Zeros of Bessel func- 
tions) 346, 
零点 , 本 征 函数 的 (Zeros of eigenfunctions) 
360-364 
FÆ (Null sets) 92 
$ E] 
膜 (Membrane) 200 
不 均匀 的 (non-homogeneous) 247 
其 本 征 值 (eigenvalues for) 247 
其 受 迫 运动 (forced motion of) 242 
矩形 的 (rectangular) 261 
圆 形 的 (circular) 245-247 
谱 (Spectrum) 130, 274, 358 
矩阵 的 (of a matrix) 7, 29, 176 
XH (reciprocal) 14, 17 
连续 (continuous) 19, 199, 427 
复 正 交 和 矩阵 的 (of a unitary matrix) 39 
离散 (discrete) 139, 275, 355 
谱 分 解 (Spectral decomposition) 85, 239 
谱 密度 (Spectral density) 85 
静电 学 (Electrostatics) 217 
+ 五 @ 
影响 函数 : 见 格林 函数 (Influence function, 
see Green’s function) 282 
横 交 条 件 (Transversality) 172, 173, 216 
重 积分 的 ~(for multiple integrals) 106, 


216, 294 
+ 六 @ 
#157 (Schrédinger’s equation) 263- 
276 


AF E19 AE {KIB (Schrödinger eigenvalue 
problems) 275, 355 
+ 七 @ 
魏 尔 斯 特 拉 斯 - 埃 德 曼 顶 点 条 件 (Weierstrass- 


Erdmann vertex condition) 211 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 及 埃 德 曼 顶 点 条 件 (Vertex con- Mercer 定理 (Mercer’s theorem) 116, 291, 


dition of Weierstrass and Erdmann) 296 

211 应 用 于 微分 方程 (application to differential 
魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 极 值 的 定理 (Weierstrass’s equations) 290, 292, 296 

Soe Onvextremn) .16,.187 Rellich 引 理 (Rellich, lemma of) 331, 359 


RAR PPT E (Weierstrass’s a 
i poet ( Theta 函数 (Theta function) 306, 307, 311 
proximation theorem) 54 


其 它 其 函数 方程 (functional equation for) 62 
Beta 函数 (Beta function) 385 其 应 用 (applications of) 112, 139, 210 
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